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PREFAŢĂ 


Volumul întîi al seriei Probleme de electrotehnică cuprinde 400 de probleme 
referitoare la bazele macrofizice ale electrotehnicii, dintre care 295 cu soluţiile 
compleie, iar 105 cu rezultate indicate. Din cele 395 de probleme pe care le-a 
avut volumul de probleme publicat în anul 1963, dintre care 310 aveau soluțiile 
compleie iar 85 erau propuse fără rezultate indicate, au fost eliminate 52. S-au 
dai soluţiile complete a 13 probleme ce fuseseră numai propuse în acel volum, 


s-au adăugat 57 de probleme noi Şi S-au indicat rezultatele tuturor problemelor 
propuse în volumul de faţă. 


Problemele acoperă materialul care face parte din programul de cunoștințe 
de bazele electrotehnicii, prevăzut peniru studenţii facultăţilor de electrotehnică, 
elecironică si telecomunicaţii, de automatică şi de secția de electroenergeticá a 
facultăților de energetică din învățămîntul nostru tehnic superior. Ele sint ordo- 
nate după noul nostru mod de predare a cunoștințelor de bazele electrotehnicii 
în primul semestru de predare a acestui curs, care cuprinde următoarele capitole: 
mărimile electrice și magnetice, legile teoriei macroscopice a fenomenelor elec- 
tromagnelice, electrostatica, electrocinetica, magnetostatica şi electrodinamica 
regimului cuasistationar. Problemele rezolvate şi cele propuse sînt grupate pe 
calculul vectorial şi pe aceste şase capitole ale cursului. 


Problemele fiecăruia din cele şapte grupuri sînt precedate de cîte un breviar, 
care prezintă mărimile, formulele, legile si teoremele principale folosite în rezol- 
varea lor. Breviarele urmăresc să ușureze folosirea culegerii de către studenți 
$i ingineri — şi să facă lucrarea accesibilă şi cititorilor care nu au audiat cursul 
pe care-l profesează autorul si pe care sint grefate. Problemele sînt alese astfel, încit 
să permită cititorului să adincească sensul fizic al cunoştinţelor de bazele electro- 
tehnicii și să-l iniţieze în mânuirea legilor şi a teoremelor lor principale. Cele 
mai multe dintre ele au fost rezolvate în orele de seminar de bazele electrotehnicii, 
sau au fost propuse pentru probleme de control şi la examene. 


n redactarea elaborării pentru prima ediţie a soluțiilor a numeroase pro- 
bleme şi în elaborarea unora din cele propuse şi a rezultatelor lor am fost 
ajutat substanţial de conferentiarul Constantin Bălă, profesorii Alexandru 
Fransua, Constantin Mocanu, Alexandru Timotin şi Andrei Tugulea, precum 


și de şefii de lucrări Constantin Nemoianu și Petre Stoianovici, iar la redac- 
tarea elaborării de faţă de şeful de lucrări Adrian Cupşa. Ei sînt sau mi-au 
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fost colaboratori şi au condus sau conduc seminarii afectate cursului de bazele 
electrotehnicii, pe care-l predau. Mulţumesc acestor colaboratori-coautori pentru 
contribuţia lor prețioasă la elaborarea lucrării. 

Volumul întîi va fi urmat de un al doilea, cuprinzind, probleme de refeie, trans- 
formatoare şi maşini electrice, — care se predau în cel de-al doilea semestru de 
curs, — precum şi de un al treilea, de probleme de curenţi variabili în conductoare 
masive, de unde electromagnetice și de bazele microfizice ale electrotehnicii, — care 
se predau în cel de-al treilea semestru de curs, — volume organizate în acelaşi 
fel ca si cel de față. 


Bucureşti, 1 septembrie 1968 
Autorul 
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1.1. BREVIAR DE CALCUL VECTORIAL 


„1.1.1. ALGEBRA VECTORILOR 


Veetorii. Spre deosebire de un sealar — márime univoc determinatá prin 
numárul de unitáti de másurá pe care le cuprinde —, vectorul este o mărime 
care încă nu e complet determinată prin acest numár si pentru care existá 
mai multe definitii echivalente, dintre! 
care indicăm trei: 

a) Vectorul este o mărime determi- 
nată prin numărul de unităţi de măsură 
pe care le cuprinde, printr-o direcţie si . 
un sens (care formeazá impreuná o ori- Fig. 1.1.-1 
entare); el se reprezintă grafic printr-o 
deplasare rectilinie (fig. 1.1.-1) si are proprietatea cá două mărimi vecto- 
riale de aceeaşi specie sint echivalente cu mărimea vectorială reprezentată 
de prima diagonală a paralelogramului ale cărui laturi sint deplasările 
rectilinii care reprezintă cele două mărimi. DN _ 

În figuri vom simboliza vectorii prin litere barate sus: A, B, ..., G, iar 
in text prin caractere aldine cursive. 

b) Vectorul este o mărime care asociază diferitelor orientări v márimi 
(componente ortogonale) scalare A,, care sint funcțiuni lineare și omogene 
de cosinusurile directoare ale orientărilor : 


A, = As COS &,, F A, cos æ, + A, cos a, (1) 


unde cos o,,, cos €,,, COS «,, sint cosinusurile directoare ale orientărilor v. 

c) Vectorul este o mărime care asociază diferitelor orientări v compo- 
nente scalare A,, care, purtate pe segmente de dreaptă cu o origine comună, 
au extremităţi al căror loc geometric este o sferă, suprafaţă care conţine si 
originea comună. | 

Un vector care are valoarea absolută egală cu unitatea (şi nu are dimen- 
siune) se numește versor. Simbolurile versorilor orientărilor a, b, v etc. sinte,, 
€, €, etc. Versorii orientárilor de referinţă ale axelor de coordonate Oz, Oy 
și Oz ale unui sistem de coordonate cartesiene triortogonale se simbolizează, 
in mod excepţional, cu i, j si Xe. 
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Din punctul de vedere al punctului de aplicaţie, se deosebesc vectori legaţi 
cu punctul de aplicaţie bine determinat — si care nu poate fi schimbat, fără 
a se modifica starea fizică descrisă de vectori—, vectori alunecátori, al căror 
punct de aplicaţie poate fi deplasat în direcţia lor fără a se modifica această 
stare — $i vectori liberi, al căror punct de aplicaţie poate fi schimbat oricum. 


CO 


Fig. 1.1.-2 Fig. 1.1.-3 


Din punctul de vedere al naturii matematice a vectorilor, se deosebesc 

vectori polari și vectori axiali. 
„Egalitatea vectorilor. Doi vectori A si B se numesc egali (4 = B) dacă 
au aceeași valoare absolută şi aceeași orientare. Se poate spune că doi vectori 
A si B se numesc egali dacă asociază oricărei orientări v componente ortogo- 
nale A, și B,, respectiv egale: A, = B,. 

Suma şi diferența a doi vectori. Prin suma a doi vectori (de aceeași specie) 
A, B se înțelege vectorul C (de aceeași specie cu ei), reprezentat de prima 
diagonală a paralelogramului construit pe laturile care reprezintă cei doi 
vectori A și B (fig. 1.1.-2): 

C — A 4- B. (2) 


Suma vectorilor este comutativá (A + B = B + A) si asociativă: A + (B + 
+0) = (A + B) + C. mut 

Suma a n vectori A, B, C,... este, deci, vectorul S = A +B -- € +... re- 
prezentat de latura de inchidere a poligonului deschis care are vectorii com- 
ponenti ca laturi. l 

Prin diferența a doi vectori A și B se înțelege un vector D, egal cu suma 
dintre vectorul A si vectorul B', egal si de sens contrar cu B (fig. 1.1.-3): 


— — — s— nA D = A — B = A + (— B). (3) 

A B-a4 
= Produsul unui vector printr-un 
——— A scalar. Prin produsul dintre un vec- 
B=-3A tor A si un scalar a se înţelege un 
Fig. 1.1.-4 vector B, care are modulul egal cu 


de |a| ori modulul vectorului A și 

este omoparalel, respectiv antiparalel cu A, după cum a>0 sau a «0 
(fig. 1.1.-4): wor Ea ah | 

. B — aA. (4) 

Produsul unui vector printr-un scalar este comutativ (a4 = Aa), as0- 

ciativ în raport cu factorii scalari [b(aA4) = a(bA) = (ab) A], distributiv in 


CE Scanned with OKEN Scanner 


BREVIAR DE CALCUL VECTORIAL 13 


raport cu suma scalarilor [(a + b) A = aA + 5A] si distributiv faţă de suma 
vectorilor [a(.4 + B) = aA + aB]. 
Un vector A este deci egal cu produsul versorului e, al orientării sale prin 


modulul vectorului: A = e,A. 
“ Produsul scalar a doi vectori. Prin produsul scalar, sau interior, sau con- 


tractat a doi vectori A, B, se înțelege scalarul 
AB = AB cos (A, B), (5) 


unde (4, B) este unghiul format de vectorii A și B. 
În particular, dacă vectorii A, B sint egali: 


AA = A*; (5 a) 
dacă vectorii A, B sint omoparaleli: 
AB = AB; (5 b) 


. dacá vectorii A, B sint antiparaleli: 
— — AB, (5 c) 


iar dacă vectorii A, B sint perpendiculari: 
AB = 0. (5 d) 


Produsul scalar al vectorilor este comutativ [AB = BA] şi distributiv față 


de suma vectorilor [(A + B) € = AC + BC]. 
Cosinusul unghiului a doi vectori are următoarea expresie, în care intervine 


produsul scalar al vectorilor: 


AB 
cos (A, B) T (5 e) 
Sistemele de coordonate triortogonale. Un sistem de coordonate trior- 
togonale este un sistem de referință, definit de trei familii de suprafețe care se 
intersectează ortogonal și sînt marcate, fiecare într-o anumită ordine, cu 
mărimi scalare u,, us, Us, numite coordonate. Elementele de linie ds, dss 
și ds, după liniile (curbele) determinate de intersecțiile a cite două suprafete 


ale familiilor si cuprinse între suprafeţele de coordonate Uy, U, t dui; Ua 
üs + duz ŞI Ug, Ug + dug au expresiile: 
ds, = ha diz; 

(6) 


dsa = hs dis; 
d$3 = hg Qus, 
în care mărimile 
lu = h(l, Ha Us) ; 


(7) 


ha = holu Us Us) ; 


hg = ha(u, Uo us) 
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inimii 


se numesc coeficienţi metrici; elementele d 


e arie subintinse de aceste e] 
ini ii em 
de linie au expresiile: ente 


dA, = dSads3 = h,hydu,du,; dA, = hah dusdu,; dA, = h,du,du, (8) 
Elementul de volum are expresia: 


dv = ds,ds,ds, = hy hshsdu,du,dus, (9) 
Z 


a) 


Fig. 1.1.-5 
iar pătratul ds? al unui element de linie oarecare dr este: 
ds? = h2du? + h3du$ + h3du2, (6 a) 
Vectorul A de componente 4,, As, Ag se poate pune sub forma: 
A = e, A, + eA + ex, | (10) 


unde e;, e; $i e; sînt versorii tangenti elementelor de linie ds,, ds; ds, in punc- 
tul de aplicaţie al vectorului. 

a) Sistemul iriortogonal de coordonate cartesiene este definit de trei drepte 
orientate trirectangulare (numite axe de coordonate) concurind în punctul O 
(fig. 1.1.-5), reprezentind liniile de coordonate, intersecţii ale suprafeţelor 
— origine de coordonate (u, =0; u= 0; u4 — 0), reprezentate de trei 
familii de plane paralele, marcate cu distanţele dintre ele şi planul origine 
al familiei respective. Există sisteme drepte de axe (fig. 1.1.-5, a) şi sisteme 
stingi (fig. 1.1.-5, b). Vom folosi numai sistemele drepte (fig. 1.1.-5, a) de 
coordonate cartesiene. . 

Sistemul de coordonate cartesiene, care se notează cu v, y si z (u, =; 
Us = y; Ug = 2), este caracterizat prin următoarele valori ale coeficientilor 
metrici: 


În = ha = ha = 1. (7 a) 
Elementele de linie au expresiile; 
ds, = da; dsa = dy; ds, = dz, (6 a) 


elementele de arie: 
dA, = dydz; dA, = dzdx; dA, = dxdy, (8 a) 
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iar elementul de volum: 
dv = daxdydz. (9 a) 


Versorii sistemului sint: 
€, = 1; €, =]; es — K. 


Expresia vectorului A, de componente ortogonale Ax, A,, A, în raport cu 
orientárile axelor de coordonate, este: 


A = iA, + jA, + kA, (10 a) 
iar suma a n vectori A;, de componente Axi, Ayi, Azi, are expresia: 


S—iY Aid 3Yo Ayi + RD Aai (41) 
i 1=l PES 


i=1 


Produsele scalare ale versorilor i, j și k ai axelor de coordonate cartesiene 
au următoarele valori: 


WE ij —0; 
jj =1; j k—0; (12) 
pam k i= 0, 


așa încit produsul scalar a doi vectori A(Ax, Ay, Az), B(B,, B,, D;) are, in 
coordonate cartesiene, expresia: 


AB = A,B, + A,B, + A.B, (13) 
iar componenta scalară ortogonală a vectorului A după orientarea v este: 
A, = e,A = A, COS &,, + Ay COS ayy + Az COS az, 


în conformitate cu una dintre definițiile vectorului. 
Cosinusul unghiului a două orientări v şi v” este: 


eey = cos (e,, ey) = COS ua COS &,', H COS Ayy COS Ay -H COS Au COS 4/2, (14) 


iar cosinusul unghiului a doi vectori A şi B: 


AE SE A Be te AR, 
co (4. B) = co (14 a) 


~ VF aia? VEF +e 


b) Sistemul triortogonal de coordonate cilindrice este definit de următoarele 
familii de suprafețe de coordonate triortogonale: o familie de plane paralele, 
marcate prin distanța z de la un plan-origine al familiei (u, = 2); o familie 
de cilindri coaxiali, definiti (marcați) prin razele lor (u, =r) şi o familie 
de plane care trec prin axa cilindrilor r și sint definite prin unghiul « pe care-l 
formează cu planul-origine al familiei: (us = æ). 
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Sistemul de coordonate cilindrice este caracterizat prin următoarele valori 
ale coeficienţilor metrici: 


= 1; hi: hf 
Elementele de linie au expresiile: 
ds, = h,du, = dz; 
dsa = h.dtt4 = dr; (6 b) 
dss = hadus = rda, 
elementele de arie: 
dA, = hohsduzduz = rdrda ; 
dA, = hyh duylu, = rdzda; (8 b) 
dA, = hjhydu,du, = dzdr, 
iar elementul de volum: 
dv = rgdr dz da. (9 b) 


Expresia vectorului A, de componente ortogonale A,, A,, A, in raport cu 
orientările determinate de sistemul de coordonate în punctul său de aplicaţie, 
este: 


A = eÅ, + eA, + e, A,. (10. b) 


c) Sistemul triortogonal de coordonate sferice este definit prin următoarele 
famili de suprafeţe de coordonate: o familie de sfere concentrice, definite 
prin raza r(u, = r); o familie de conuri coaxiale cu virful în centrul sferelor, 
definite prin unghiul 9 format de o axă-origine fixă cu generatoarele lor (ua = 
= 9); o familie de plane meridiane trecînd prin axa-origine, definite prin 
unghiul de longitudine « în raport cu planul-origine al familiei. 


Sistemul de coordonate sferice este caracterizat prin următoarele valori 
ale coeficienţilor metrici: 


h= i: h =r; h =r sin A (7 c) 
Elementele de linie au expresiile: 
ds, = h,du, = dr; ds, = h,du, = rd 9; dsg = hadus = r sin Sda, (6 c) 


elementele de arie: 
dA, = h,hdu,du, = r? sin % dè da; 


dA, = hahidusdu, = r sin 9 dr da; (8 c) 
dA; = hihadu dug = r dr d9, 


iar elementul de volum: 
dv = r? sin 9 dr d9 da. | (9 c) 
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y Expresia vectorului A, de componente ortogonale A,, Ay, A, în raport 
cu orientările determinate local de sistemul de coordonate în punctul lui de 
aplicaţie, este: 
A = e,A, + esAg + e, Az. (10 c) 
Produsul vectorial a doi vectori. Prin produsul vectorial, sau exterior, 
a doi vectori A, B se înţelege vectorul C: 
C = A x B —e,AB sin (AB), (15) 
orientat după normala pe planul determinat de vectorii 2 
AsiB şi avind sensul care se asociază după regula 
burghiului drept sensului de rotație în care trebuie 
rotit vectorul A, pentru a se suprapune cu vectorul B 
prin efectuarea unei rotații cu un unghi mai mic decît 
două unghiuri drepte (fig. 1.1.-6). 
Produsul vectorial este anticomutativ [A x B = A 
— — B x A] si distributiv fatá de suma vectorilor Fig. 1.1.-6 
[A X (B--C)- AX B-- Ax C]. 
Produsul vectorial are următoarele expresii in coordonate triortogonale 
C = A x B = e(A;B, — A3B2) + 
+ e(A4B, — A,B4) + e(A,B4 — AB.) = 


e, e, €5 
zd Me Al (15 a) 
B, B, B, 
Produsele vectoriale ale versorilor i, j, k sint: 


ixi-—jxj-kxhkz-0; (16) 
ixj=k; jxk-—i; kXi-j. 


t 


Principalele relaţii privind produse cu mai multi vectori sint următoarele: 
A(B x €) = B(C x A) — C(A x B) — 


A, A, A, 
—-B, HB, HB, (17) 

C, 0, C, 
A x (B x €) = B(AC) — C(AB); (17 a) 
(A x B) (C x D) = (AC) (BD) — (BC) (AD); (7 b) 
(Ax B) x (C x D) = CI(A x B)D] —D(Ax B)Cl; (7o) 
(B x C)((C x A) x (A x B] 2 [A (B x OY. (17 d) 


2 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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e ee e i ia 
1.1.2. ANALIZA VECTORILOR 


Derivata parţială a unei funcțiuni vectoriale de n variabile scalare 
A(z,, Za, e, Xn) în raport cu o variabilă scalară x; este, prin definiţie: 


0A s AA 
= lim —— 
azi Azj=0 Ari ' (18) 


unde AA este creşterea lui A, corespunzătoare creșterii Az; a variabilei z;. 
Derivata parțială a unei sume de funcțiuni vectoriale care depind si de o 
aceeaşi variabilă scalară z;, în raport cu care se derivează: 


satisface relaţia: 


oC eA 2B 
— ——— LL... 18b 
2zi.  0zi; Ox; 22 ( ) 
Derivata parțială a produsului dintre o funcţiune vectorială A şi una scalară >, 
care depind si de o aceeași variabilă scalară z;, în raport cu care se derivează, 
satisface relaţia: 


AS) e D NC . (18 c) 


azi; 02i 2zi 


Derivatele parțiale ale produselor scalar si vectorial a două funcțiuni vecto- 
riale care depind și de o aceeași variabilă scalară v;, în raport cu care se deri- 
vează, satisfac relaţiile: 


in) IERI ULL ANO SM (18 d) 
Oxj Oz; 2x; 

AA XD) n sii yet Pi CA fa (18 e) 
ôx; Oc xi 


Integrala de suprafață a scalarului cîmp al unui cîmp de sealari si gradien- 
tul scalarului cîmp. Se spune cá o funcțiune scalară de raza vectoare (si, 
eventual, de alte variabile, cum este timpul) formează un cîmp de scalari. 
Prin integrala de suprafață a scalarului cîmp V al unui astfel de cîmp, refe- 
ritoare la o suprafaţă § (deschisă sau închisă), se înțelege expresia: 


S = | V dA. (49) 
S 


Cind suprafața S este închisă (X), vectorii dA ai elementelor de arie, perpen- 
diculari pe ele, se consideră dirijati spre exteriorul ei. 
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„Gradientul scalarului cimp V este, prin definiţie, mărimea vectorială defi- 
nită cum urmează: 


1 
| VdA 
grad V —lim Ss (20) 


vy 0 Us 
unde X e o suprafață închisă care închide volumul vg, iar limita se consideră 
pentru restringerea suprafeţei asupra unui punct P, pentru care se defineşte 


gradientul. 
Gradientul are în coordonate curbilinii ortogonale expresia 


1 av 1 êv 1 av 
rad V = e, — — + e, — = 20 a 
8 à h, Cu a h, Qus T h, Qus , 
adicá in coordonate cartesiene: 
Y LJ 1 d 
grad V —4 29. 4j 4 kZ, (20 b) 
ĉy z 
în coordonate cilindrice: 
eV eV 1 V 
grad V = e, — + i palf , (20 c) 
z ór r Ox 
lar in coordonate sferice: 
av 1 2V 1 ƏV 
rad V=—c,— + eg— — +e RAR 20 d 
8 "ar T ud" 2 * r sin 9 ôx ( 


Cu ajutorul operatorului diferential vectorial V. al lui Hamilton, numit și 
operatorul nabla, se poate scrie şi: 


grad V — V V, (20 e) 

dacá in coordonate cartesiene: 
—; 9 4349-79 20 f 
V eT TES (20 f) 


Derivata de orientare a scalarului cimp V în raport cu arcul de orientare v, 
care are versorul e,, se poate scrie cu ajutorul gradientului sub forma: 


dV 
r7 — e, grad V. (21) 


! Integralele referitoare la suprafeţe inchise se notează uneori cu $. Pentru simplificarea 


grafiei nu se va folosi acest simbol decit pentru integrala curbilinie de contur. Integralele de 
suprafaţă referitoare la suprafețe inchise se vor identifica prin simbolul X (al suprafeţelor inchise). 
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PI 


Prin gradientul de suprafaţă al unui scalar cimp, în punctele unei supra- 
feţe în care acesta variază discontinuu cînd se treceprin ea dintr-o parte (1) 
a ei în cealaltă (2), se înţelege mărimea vectorială: 


grad; V = en (Va — V1); (22) 


în care pup este versorul normal pe suprafaţa de discontinuitate, dirijat din- 
spre fata (1) spre fata (2) a ei, iar V, şi Va sînt valorile scalarului cîmp 
„pe aceste două fețe“. | 

Teorema lui Gauss, privitoare la gradient, transformă o integralá de supra- 
faţă închisă X a scalarului cimp al unui cîmp de scalari într-o integrală de 
volum efectuată cu gradientul scalarului cîmp şi extinsă asupra volumului vz 
determinat de suprafaţă, respectiv într-o integrală de arie efectuată cu gra- 
dientul lui de suprafaţă şi extinsă asupra suprafeţelor de discontinuitate Sy, 
de elementele de arie dA”, delimitate de suprafaţa închisă. Ea are următoarea 


expresie matematică: 
| V dA = | grad V dv +f grad, V dA’. (23) 
D 5 Sx 


Fluxul vectorului cîmp al unui cîmp de vectori si divergenta vectorului 
cîmp. Prin fluxul sau integrala de suprafaţă a vectorului cîmp al unui cimp 
de vectori, referitoare la o suprafață S închisă sau deschisă, se înţelege expre- 


sia: 


Pas = " G-dA. (24) 


Cînd suprafaţa S este închisă (2), vectorii dA ai elementelor ei de arie se 


consideră dirijati spre exteriorul ei. 
Divergenţa vectorului cîmp G este mărimea scalară definită cum urmează: 


| G dA 
div G = lim ————, 
unde suprafața X închide volumul vz şi se restringe asupra punctului în care 


se consideră divergenta. l 
Divergenta are, în coordonate curbilinii ortogonale, expresia: 


. 1 9 ə 9 
— — — —— , 2 
div G= sa [È (Ghe) + Z (Gahaa) + z (6,5) (25 a) 


adicá in coordonate cartesiene: 
9G, | 2Gz. (25 b) 


(25) 
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in coordonate cilindrice: 


; 0G 1 6(rG;) 1 0G 
div Q = ASE q 4 Mtr) | 1 SU E 
, ez i r r r Ox í (25 e) 
iar în coordonate sferice: 
: 2 , 
die dic 1 ar G;) 1 alsin 9 Gg) i Ga 3 (25 d) 
r2 or r sin 9 09 . r sin 9 ôx 


Cu ajutorul operatorului lui Hamilton se poate scrie, in coordonate carte- 
siene, relaţia: 
div G = yG. (25 e) 


Divergenţa de suprafaţă a unui vector cîmp G în punctele unei suprafețe 
în care acesta variază discontinuu, cînd se trece prin ea dintr-o parte (1) 
în cealaltă (2), se înțelege mărimea scalară: — 


div,G = en (Ga — G1), (26) 


cu o notație folosită în definiția gradientului de suprafață. 

Divergenţa de linie a unui vector cîmp G în punctele unei linii de disconti- 
nuitate, astfel încît să existe flux nenul al vectorului cîmp prin orice supra- 
față închisă care închide (oricît de strîns) un segment de lungime finită al 
liniei, se înțelege mărimea scalară: 


AO 
div; G = lim — GE , (27) 
AS>0 AS 


unde Agg este fluxul vectorului cîmp printr-o suprafață 2j care închide 
oricît de strîns pe AS. 

Divergenţa de punct a unui vector cimp G într-un punct de discontinuitate, 
astfel încît să existe flux nenul al vectorului cîmp prin orice suprafaţă in- 
chisá E care închide (oricît de strîns) punctul, se înțelege mărimea scalară: 


div, G = lim $,, (98) 
: p” 


unde 0; este fluxul vectorului cimp printr-o suprafață 2: care închide punctul, 
iar limita se consideră pentru o suprâtaţă care se restringe asupra punctului 

pentru care se consideră divergenta de punct. 
Momentul unui dublet de puncte cu divergențe de punct egale şi de semne 
contrare — 6, + O, la distanța 1 unul de altul, este mărimea vectorială: 
cw 

An 

unde l este raza vectoare a punctului de divergență pozitivă, în raport cu 
punctul de divergență negativă. Cind există un p pentru lim . — co si 
lim 1 — 0, se obţine momentul dubletului elementar. Dubletul se numeste 


şi dipol. 
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Puterea II a unui strat de dublete elementare (de momente p;) este márimea 
vectorialá 


A Xpi dp 
II — lim —— = — 2 
A430 AA dA i (30) 


în ipoteza că există această limită, in care AA este elementul de arie. 


Polarizatia P a unui cîmp de vectori este mărimea vectorială: 


P = lim Pi = Pi, (31) 
Av290 Av dv 


in ipoteza cá existá aceastá limitá, in care Av este elementul de volum. 


Formula lui Gauss şi Ostrogradski privitoare la divergență transformă fluxul 
unui vector cîmp printr-o suprafaţă închisă X în integrale ale divergenţelor 
lui, extinse asupra domeniilor lor determinate de suprafaţa închisă: 


( GdA =í div G dv +f div, GdA+f div/Gds + Y^ div; G, (32) 

= vz Ss es =I 

unde Ss, Cx si P; sint suprafețele, liniile și punctele din suprafața X, în care 

există divergență, divergență de suprafață, de linie, respectiv de punct. 
Formulele lui Green privitoare la cimpurile de scalari și de vectori se folosese 


adeseori în studiul acestor cimpuri. 
Formula generală a lui Green, privitoare la scalarul cimp A și vectorul 


cimp G: 
( AG dA = (, (à div G + G grad 2) dv, (33) 


le cuprinde pe celelalte drept cazuri particulare. 
Forma întîi se obţine punind G = grad V si notind cu A operatorul 
div grad: 


NE grad V dA = | A ax 4A-| (A AV + grad ^ grad V) dv. (33 a) 


PM Sn Uv 


Forma a doua se obţine intervertind mai sus pe à cu V si scázind membru 
cu membru relatia obtinutá din relatia de mai sus: 


( E LINE aa = | (A AV — VAN) d». (33 b) 
X es OS» Uy 


n — 


Forma a treia se obţine de mai sus punind à = FT unde R este distanţa 


dintre un punot dat P si elementele de arie dA, respectiv de volum dv din 
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integrale, şi observind că există identitatea div grad Jens) [pentru R Æ 0]: 
R 


|. B- - dir dA = " Z AV dv + 4r V(P). (33 c) 


R Osn Sp 


Forma a patra se obţine din forma intii, punind V = 2: 


a V grad V dA = pe dy «| [V AV + (grad Vy?]dv. (334) 
JUL 


OÓSn 


Forma a cincea, pentru cîmpurile de vectori plane, se obţine scázind o 
dimensiune, punind A = lnr în forma a doua, unde r este distanţa dintre un 
punct dat P si elementele de linie ds ale curbelor inchise I', respectiv elemen- 
tele de arie dA ale suprafeţelor >: 


| (5. Inr — y*-]as-( AV In r dA — 2z V(P) (83 e) 
I Z 


0S, Sn 


Forma a şasea se obține din forma generală punind succesiv A = F., A = 


= F,, ^ = F,, înmulţind membrii relaţiilor obţinute, respectiv cu i, j $1 R,- 


şi adunind membru cu membru: 


| F(G dA) = „IP div G + (G grad) F] dv. (33 1) 
E y 


Integrala de linie a unui vector cîmp și rotorul vectorului cîmp. Integrala 
de linie a unui vector cîmp de-a lungul liniei C, între punctele P, şi Pa, este 
mărimea: | 


P, 
[T =Í G dr. (34) 
CP, à 
Cind integrala se efectuează de-a lungul unei linii închise T, ea se numeşte 
circulaţie. 
Rotorul vectorului cîmp G este mărimea definită cum urmează: 


rot G = e, lim ———— ; (35) 
DTP Ap 


unde Ap este modulul vectorului arie al curbei plane T, iar limita se ia cînd 
T se restringe asupra punctului P, in care se defineşte rotorul, orientarea 
versorului e, al normalei pe planul curbei T fiind astfel aleasă, încit modulul 
mărimii rot G să fie maxim, iar sensul lui fiind ales după regula unghiului 
drept în raport cu sensul de integrare pe curba I. 
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Rotorul are următoarea expresie in coordonate curbilinii ortogonale: 
rot G = riw i - e ES | 00.6.) __ ic 


u hala Qus Qus hah, | 0t, Qu, 
es [2(haG2)  9(mG;) , (35 a) 
haha | Cu, Qus 


adicá in coordonate cartesiene: 


ot G o i [262 r) [26 202) qe (162 26 
rot G dE 2-3 x) RU "1! (35 b) 


in coordonate cilindrice: 
rot G = e, E Lu s A + el 9G; _ r3 + e | — 3 ,(35 e) 
r 


r or r 60x r ôx Oz ez 


iar în coordonate sferice: 


e, &(sin 9 G,) 2G3 eg 1 ĉ2Gr €(rG, ) 
wt 8 = ssl 28 >u |n da a | 
e, 2(rGg ) 0G; 
£A [2009 — 7]. (35 d) 
Se poate scrie $i: 
i j k 
miG-VxG-|i 2 £h (35 e) 
or Oy Oz 
G; Gy G: 


Rotorul de suprafață al unui vector cîmp G este mărimea: 
rot, G = enz X (G — G), (36) 


referitoare la o suprafață de discontinuitate a lui G, cu notatiile de la defi- 
nitia divergentei de suprafață. 
Rotorul de linie al unui vector cimp G este mărimea: 


rotip G = eb Gdr, (37) 
I” 


privitoare la o linie T de discontinuitate adecvată a vectorului cîmp, unde I" 
înconjură o singură dată curba T, de-a lungul căreia există rotor de linie. 

Formula lui Stokes privitoare la rotor exprimă circulaţia unui vector cimp 
de-a lungul unei curbe închise T în funcţie de integrale ale rotorului lui, 


extinse asupra domeniilor determinate de curba închisă: 


$ G dr =Í rot G dA +f rot,G (e,,5 dr) + €, roti G, (38) 
r Sp I" 
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unde dA sint elementele de arie ale suprafeței Sr, limitate de curba I, dr’ 
sint elementele de arc de pe curba C obținută prin intersecția suprafeței Sr, 
cu suprafața de discontinuitate, iar e, este versorul tangent la curba I'" in 
locul de rotor de linie rot; G. 

Formule utile în analiza vectorilor. Laplacianul este operatorul div grad 
aplicat unui scalar cimp V, care se noteazá cu AV: 


AV z div grad V. (39) 


E] are următoarea expresie în coordonate curbilinii triortogonale: 1 
Ay e L1 e 2 4. 2- (8 2) 3- (be E); 0) 


hh | ĉu, V hi ĉu Qus | ha Qus Qus V ha Qus 


în coordonate cilindrice: 


AV TT. LA. (ra) (397b) 


0z? T? Qo? r Or ôr 


iar în coordonate sferice: 
Fa 10 oV å 1 2 
Ay— Lc ——— n rj aa (39 c) 
r? Or ar r'sim?9 29 09 r?sin?9 ĉa? 


Cu ajutorul operatorilor grad, div, rot si divgrad, adică laplacian, se pot 
demonstra formulele: 


grad (UV) = U grad V + V grad U; (40) 
div (UG) = G grad U + U div G; (41) 
rot (UG) = grad U x G + U rot G; (42) 


grad (FG) = (F grad) G + (G grad) Fx F x rot G 4- G x rot F; (43) 
rot (F x G) = — (F grad) G + (G grad) F + F div G — G div F; (44) 


div (F x G) = G rot F — F rot G; (45) 
rot rot G = grad div G — AG, (46) 

unde: 
AG = i AG, + j AG, + k AG, (46 a) 


Derivatele substanțiale ale funcţiunilor scalare și vectoriale, de rază vec- 
toare * și de timpul 7, au expresiile: 


d; V oV 
s = — + d) V 41 
dl at (56 gra ) 9 
gi 
dF — aF L (u grad) F, (48) 


dt el 
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unde: 
uz, (47 a) 


Derivatele sub semnul integrală ale funefiunilor scalare și vectoriale, de 
rază vectoare r şi de variabila scalară ż (timpul), în ipoteza că domeniile de 
integrare sint „mobile“, adică depind de variabila scalară timp (t). Expresia, 
în cazul integralei de linie a unui scalar cimp, este: 


a [2 
a Y. Vds = , ds | F + (u grad) + V (ds grad) u. (49) 


In cazul integralei de linie a unui vector cimp, expresia este: 


a — ( asf (asc 
: (. G ds — (, dsf m + grad (uG) + rot G x u] n ds 21 (50) 


unde s-a introdus derivata de integralá de linie a lui G in raport cu t: 


T = < + grad (uG) + rot G x u. (50 a) 
În cazul integralei de suprafaţă a unui scalar cimp V, expresia este: 


= , V.dA-— |. dA| E div(uY)|- V. V(dA grad) u. (51) 


În cazul fluxului unui vector cîmp G, expresia este: 


| GdA —| aA| 47 + u div G + rot (G x w=] aats, 
dt JS S et S dt 
(52) 
unde s-a introdus derivata de integrală de suprafață a lui G in raport cu t: 
ML pu div G + rot (G x u). (52 a) 


În cazul integralei de volum a unui scalar cîmp, expresia este: 


t ydv = i dv Ei + div (u | = ( dv 4 i (53) 


unde s-a introdus derivata de integrală de volum a scalarului cîmp în raport 
cu t: 


AV = KAS lv 53 a 
> zt div (u V). (53 a) 
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== 


Pa 
În cazul integralei de volum a unui vector cimp, expresia este: 


d,G 


: i (54) 


| edas de | 


îi + (div u)G | = | d, 3:8. 


u a 
unde s-a introdus derivata de integrală de volum a vectorului cimp G în 


raport cu t: 

IG _ dG . 

Ov m ——— -- G div u = 
dl dl 


- A -- (u grad) G + G div u. 
e 
(54 a) 
Teorema unicuăţii unui cimp 
de veclori în întregul spaţiu. Un 
cimp de vectori G(M) funcţiune 
continuă și derivabilă de punct g 
este univoc determinat in intre- 
gul spaţiu dacă se dau | 
rot G = J (P) ` 
cu următoarele condiții suplementare: 
lim | e(P) * (^1 A 


To 


2% 


pg Mz) 
. 


y 


(56) 
lim | J(P) - (r^ « B 
T= 00 
cu 1>0,r'= (OPI (fig. 1.1-7), iar A si B finite; funcțiunea g(P) e con- 
tinuá cu primele ei derivate cu exceptia punctelor unui numár finit de supra- 
fete de discontinuitate unde au discontinuități de prima speţă ; funcțiunea J( P) 
e de asemenea continuá cu primele ei derivate cu exceptia punctelor unui 
număr finit de suprafeţe de discontinuitate în care numai componenta tan- 
gentialá a acestui vector J, poate avea discontinuități de prima speţă. 
În aceste condițiuni cimpul de vectori G e o funcțiune continuă de punct 


şi se descompune univoc intr-o componentă potenţială G,— — gradV şi una 
solenoidalá G, = rot A: 
G=G,+G,;,=— grad V -+ rot A (97) 
soluții ale ecuaţiilor: 
div G,— e| (58) 


rot G,—0]| 
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div G, —0 

rot G, =J l o 
$i indeplinind fiecare conditiile suplementare specificate mai sus. V se nu- 


meste potenţialul scalar al cimpului G, iar A potenţialul vector al acestui cîmp. 
Din relaţiile (57), (58) şi (59) mai rezultă că în domeniile de continuitate 
ale funcţiilor p şi J sint satisfăcute ecuaţiile lui Poisson pentru potenţialul 
vector A al cimpului G 


AV =— ọ 
60 
AA = TH ia. 
cu condiţia suplementară div A = 0. 
Soluţiile unice ale acestor ecuaţii sint: 
1 (P) i 
V(M) = — Jut t / 
( 4x " R xd e" 
Si 
pa LL JP 2 
A(M) = — a c2. -dv', (62) 
de unde rezultá: 
pz A NER ay 
GM) = > " LL. di (63) 
gi 
DA JBR y 64 
G.M) = — " xT. dv’, (64) 
cu următoarele comportări asimptotice la infinit: 
lim | V(M):r^| C' 
M>Mo | 
lim | A(M) -P| <C” (65) 
MM 
lim |[G( M) - ti <C” 
M-Maoc 


unde C’, C”, C''' sint mărimi pozitive finite. l : 

În cazurile in care funcțiunile o(P) si J(P) sint nenule numai in domenii 
márginite ale spatiului, integralele (61)—(64) se extind numai pe ien 
menii, condiţiile (56) nu mai sint necesare, iar comportarea asimptotică la 
infinit a potentialelor si cimpurilor rezultă din (65) cu à= 1. În plus, pentru 
asigurarea condiţiei div A = 0 este suficient; ca suprafaţa X a domeniului Dg 
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în care funcțiunea J este nenulă să fie ă de virtei 
„Care VU o suprafaţă de virt ică să fi 
lini m t ], adică să fie inde- 


e, fiind normală la suprafaţa 2. 


În cazurile in care vectorul Ge o funcțiune discontinuă avind in unel 
puncte divergență superficială si rotor superficial, divergență de linie P 
rotor de linie si divergență punctuală, prin trecere la limită din relaţiile 
(61)—(64) se obţin expresiile generale ale potentialelor şi cimpului i 


_ 1 ¢ divG ,, 1 div: G div’ 
y-el( Swt, artif, Tara. 


qat 1 
Xu ` ` divp;G- —. (66) 
47 121 Ri 
1f rot/'G 1 rot'G rot/G 
ani meat aj E aeez i Tas 
47 Jobo R 4n Jz4, R T 4n jr, R di; (67) 
1 div/G: R , rot'Gx R div/G :R 
G(M) = — | ue aee a ori | (HT Macer ji r 
d 4% |JDo R? E R? t Sr R? uq 


UGXR 
+f OS Au í divjG - A dl + |, rotiG x Bags 
r’ R? r' R? 


3 
SA R A 


- eu Ri 
+ 2 div;; G. E] (68) 


1-1 


unde Xj respectiv 24, simbolizează reuniunea tuturor suprafetelor pe care 
vectorul G are divergență superficială, respectiv rotor superficial, Ip respec- 
tiv I4 simbolizează reuniunea tuturor curbelor în lungul cărora vectorul G 


are divergență de linie, respectiv rotor de linie. 
Componenta potențială a cîmpului calculabilă cu expresii de tipul (63) 
tă coulombiană (sau newtoniană), iar relaţiile 


se mai numește și componen 
ta solenoidală a cimpului se numesc formule 


de forma (64), care dau componen 
de tip Biot-Savart-Laplace. 
Aplicabilitatea relaţiilor (66), (67), (68) 
din aceste relaţii sînt absolut convergente, ana 
pentru potenţiale și separat pentru cimp, | ȘI 
De exemplu se demonstrează că această convergenţă e asigurată întot- 
deauna dacă sursele cimpului au intensitate finită (divergentele de diferite 
tipuri şi rotorii de diferite tipuri au valori finite) $1 sînt distribuite în domenii 
mărginite. IL 
Unicitatea soluţiilor astfel obţinute se demonstrează admitind că in con- 
ditiile enuntului există două soluţii distincte ale problemei G'şi&'. Dife- 
renta lor G = G' — G” va satisface ecuaţia omogenă în fiecare punct din 
spaţiu şi poate fi considerată ca derivind dintr-un potenţial scalar, funcţiune 


e posibilă ori de cite ori integralele 
liză care trebuie făcută separat 
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armonică peste tot si avind comportarea asimptotică (65) la infinit, În 
li Co pM acest potenţial e identic nul în intregul spaţiu $1 deci avem 

Teorema unicității unui cîmp de vectori într-un domeniu inchis de o supra- 
faţă X. Un cimp de vectori G( M) funcțiune continuă si derivabilă de punct 
este univoc determinat într-un domeniu Dz mărginit de suprafața X dacă 
se dau în acest domeniu 


div G = o(P) 
rot G = xp] 


iar pe suprafaţa frontieră X se dau fie componenta normală G, = Ge, a 
vectorului, fie componenta lui tangentialá G, = e, x (G x en). Functiunile 
e(P) şi J(P) satisfac aceleași condițiuni de continuitate ca în cazul pre- 
cedent, specificarea comportării lor asimptotică la infinit nemaifiind 
necesară. 


Datorită linearităţii ecuaţiilor (69) soluţia acestora poate fi căutată ca o 
sumă de trei termeni: 


(69) 


G = Gi + Ga + G, (70) 
care satisfac condițiile: 
div G, = p; rot G,—0 (71) 
div G, = 0; rot G, = J (72) 
div G; = 0; rot G4 = 0. (73) 
Se observă imediat că expresiile 
i BM eR 4, - 
Gm A do (74) 
ȘI 
1 JxR ; 
sa : dy’ - 


sint soluţiile ecuaţiilor (71) si (72). Pentru îndeplinirea condiţiei de fron- 
tierá e suficient să fie îndeplinită fie conditia privind componenta normalá 


G; "e, = [G E (G, T G.)le,, (76) 
fie condiţia privind componenta tangentialá 
€, X (G X n) = e, x ([G — (Gi + G3] x e). (77) 


Din relaţiile (73) cimpul laplacian G, poate fi considerat ca un cimp strict 
potențial, punind 


G, = — grad F, (78) 
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gi obtinind 


AV, —0 (79) 
fie ca un cimp strict solenoidal, punind 
G, = rot A; (80) 
cu div A, = O si obtinind 
^A, = 0 (81) 


Dacă notăm G4: e, = Gan şi e, X (Gs X en) = Gan se observá cá dacá se 
opereazá cu potentialul scalar, atunci indicarea acestor condiţii de frontieră 
e echivalentă cu indicarea pe frontiera È fie a derivatei după normală a 
potenţialului scalar (problema Neumann) 


Gu =- A] , (82) 
în |E 
fie a potenţialului V, însuşi (problema Dirichlet), deoarece: 
Ga = —e: Pe (83) 
eU ix 


e, fiind versorul componentei tangentiale la suprafaţa ©; dacă se operează 
cu potenţialul vector indicarea componentei tangentiale a cimpului e echi- 
valentá cu o problemá Neumann, iar a celei normale e echivalentă cu o pro- 


blemă Dirichlet. 

În cazul în care derivata după nor 
doar pe o porţiune Sı a frontierei, iar potenţialul pe r 
(astfel ca S US, = X) se zice că avem o problemă mixtă. 

Teorema unicității a două cîmpuri de vectori univoc cuplate. Se numesc 
cimpuri cuplate, două cîmpuri de vectori F şi G pentru care se dau fie 


mală a potenţialului este cunoscută 
estul frontierei 5, 


relaţiile | 
div F = p; rot =N, (84) 
F = ¢(G) 
fie relaţiile; 
div G = p; DER, (85) 
F = (6) 
endentá 


Cimpurile F si G se numesc univoc cuplate dacă relaţia de dep 
dintre ele este biunivocá. 

Exemple de asemenea relaţii sint: 

a) Relaţia lineară și omogenă 


P = AM) -G; XM) >0 . (86) 


- 
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b) Relaţia lineară neomogenă: 


F — XM): G +P; XM) >0, 


P fiind un cimp de vectori dat. 
c) Relaţia nelineară omogenă biunivocă: 


F = XM, G)-G; XM, G) 0. (88) 


Vom considera la inceput cazul unui domeniu márginit limitat de suprafata 
închisă X. În cazul a) enunţul teoremei de unicitate este următorul: 

În orice domeniu D; perechea de cimpuri F si G univoc cuplate printr-o 
relaţie lineară si omogenă este univoc determinată dacă se dau funcţiile 
eM), J(M) si AM) si se cunosc pe frontierá fie componenta normală, 
fie componenta tangentialá a unuia dintre cele două cimpuri G, sau F, 
respectiv G, si F.. 


Soluţia referitoare la sistemul de ecuaţii (84) se caută sub forma 


G = Gi + G: + G; (89) 
cu satisfacerea condițiilor 


(87) 


div 3G, = °) (90) 
rot G, = 0 4 

rot G,— J 

div AG. — 0 [(92) 
rot G, = | 


unde G, și G, sînt soluţii particulare ale ecuaţiilor (90) și (91) care satisfac 
pe frontiera 2 condiţii arbitrare compatibile cu aceste ecuaţii. 
Cimpul G, satisface pe frontieră condiţiile diferență 


Ge, —G: €, — (Gi + Go) en (93) 
sau 


€, X (G3 X e,) = e, X (G x en) — e, X ((G, + Go) X e,]. (94) 
Din relațiile (92) rezultă 


AG. = rot A 
sau Ga : | 


G; — — grad V, 


și următoarea identitate 


2 ri , d 96 
E 3: dv = $, (AGe,) dA =$. (Ay; X G3) e,dA (96) 
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cu integrala din membrul sting pozitiv definitá. Din aceastá identitate 
rezultă cá in condiţiile de frontierá (93) sau (94) soluţia pentru Gg e unică, 
deoarece diferenta a douá solutii presupuse distincte 


Gi = Gi — G}, 


fiecare satisfácind aceleaşi condiţii de frontieră, satisface condiţii de fron- 
tierá omogene si anulează identitatea pozitiv definită (96) 


| (GÀ) : d” — 0. 
Dy 


În concluzie 
, rr 
G = G}. 


Deoarece G, si G, sint unice prin însuşi modul lor de alegere, teorema de 


unicitate e demonstrată. 
b) Cazul dependenței lineare și omogene se reduce la cazul a) introducind 


vectorul 
| H—F—P-XM)-:G (97) 
si considerind vectorii cuplati H, G care vor satisface fie ecuațiile 
div H = p + div P | 
rot G =J , (98) 
H =M): -G | 
fie ecuaţiile 
div G = p 
rot H=J + anl. 
H = XM): H | 


c) Pentru cazul dependenței nelineare și omogene, cimpurile satisfac aceeaşi 
teoremă de unicitate dacă sint satisfăcute in plus condiţiile alternative 


div F = 0 sau rot G = Q. 


(99) 


adică dacă funcțiunile p $i J sint alternativ sau simultan nule. 

În cazul în care determinarea cîmpurilor cuplate se cere în întregul 
domeniu, funcțiunile e(.M), J(M) $i AM) trebuie să satisfacă condiţii suple- 
mentare la infinit, de tipul celor analizate sub (56). E 

Funcțiunea Green pentru ecuațiile lui Laplace şi Poisson în problema 
Dirichlet. Fie un domeniu Dzin care se cere să se determine soluţia ecuaţiei 


lui Poisson 
AV = — e( M) (100) 


3 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 


Pi 
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a. 
cu condiţia de frontieră 

VM) = f (M), M&X. (101) 


Funcțiunea Green corespunzătoare G (M, My) este soluția obținută pentru 
acelaşi domeniu al ecuației 


AG = — 5(M,My) (102) 
cu condiția omogenă de frontieră 
G(M,M), MEX ME (103) 


8(M, M,) fiind funcțiunea generalizată spaţială „delta“ a lui Dirac. 
Utilizind a doua formulă a lui Green (33 b) cu à =G se obtine: 


PUD =, eMo) GIM, Ma)" do — & für): f$-aA, (104) 

D X ôn 

care reprezintă soluția problemei cu ajutorul funetiunii Green corespunzătoare. 
Funcțiunea Green pentru ecuaţiile lui Laplace şi Poisson în problema Neu- 

mann. Fie un domeniu Dg în care se cere să se determine soluția ecuaţiei 

lui Poisson | 


AV = — o( M) (105) 
cu condiţia de frontierá 


JY | = (M), Mex. (106) 


ôn |z 


Funcțiunea Green corespunzătoare G(M,M,) este soluția obținută pentru 
acelaşi domeniu al ecuației 
AG = — o(M,My) (107) 
cu condiția de frontieră 
2G 


: = —4- — const (108) 
n 5 


ba 


Az fiind aria suprafeței X. 
Utilizind, ca si în cazul precedent, formula a doua a lui Green cu à =G, 
se obține soluția: 


VIM) =| (M4) - GIM, M) * dv, + 
Dy 
+$ G(M,M,) * o( M5) * dAo t e. (109) 
Z 


Funcţiunile Green au următoarea proprietate de simetrie (sau recipro- 
citate) în raport cu argumentele M $i M, 


, GUM,M,) = GM). (110) 
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Exemple de funcțiuni Green pentru problema Dirichlet. 
a) Semispaţiul z > 0 (fig. 1.1-8) 


G(M, Mo) = A (111) 


Mo(Xo. Vo. 20) p. 


e M(X,Y Z} 


Malo»g:Zo) 
Fig. 1.1-8 — 


b) Cazul sferei (fig. 1.1.-9) 


a fiind raza sferei; OM, = ro; OM$,:OM, = a*. 
c) Cazul cilindrului circular (fig. 1.1.-9) 


G(M,M,) = E 2 A. (113) 


1.2 PROBLEME DE CALCUL VECTORIAL REZOLVATE 


Problema nr. 1. Să se calculeze grad [(A x B)r] si grad [(A x v) : (B X 7)] 
unde A si B sint vectori constanti, iar r este vectorul de poziţie. 


Solutie: 


A A A 
a) (Ax Br =| B, B, B,|—2(A,B, — 48) + 
z y az 


d y(A,B. 7 A.B.) + z(A.B, aa A,B.) 
grad [(A x Br] = i(4,B, — 4,B) + J(4,B, — A+B.) + 
+ (A.B, — A.B.) —AxHBHB 
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b) Conform relatiei lui Gibbs: 

AB Ar 
rB rr 
grad [(AB)?] = 2r : (AB) 

grad [(Ar) (Br)] = B - (Ar) + A : (Bv) 
grad e = 2r (AB) — A(Br) — B(Ar) 


ọ = (A x r) (B x r) = = (AB? — (Ar) (Br) 


şi deci 


Problema nr. 2. Să se calculeze div (F și rot = x ) A fiind un 
1 


vector constant, iar R — — v, raza vectoare a punctului curent r față 


de un punct fix ro 
Solufie: Utilizăm operatorul nabla V 


9v(4x5]-uaxm:v(rz-zvaxm- 


— (A x R) - grad — + div (Ax R) = 


= —(Ax R) 2E , ENA 4v X B. 040 =0, 


deoarece rot R = 0 și (Ax R)R —0 
b vx(^x*]-Iv(z.)] x ax mo ztv xaxm- 


RY 
op RE sa UA, seg. A uS pi E nR(AR) 
m: RH R” R” mt 


4 
Problema nr. 3. Sá se demonstreze identitatea p : dG = dR - grad (pG) 
unde p este un vector constant. 
Solujie: Tinem seama cá dọ = dR : grad o 


. Y 
p: 4G = d(p: G) = dR : grad (p : G) 


Această relaţie este utilă in electrostatică in calculul forţei exercitate asupra 
unui mic dipol electric, situat în cîmp neuniform. 

Problema nr. 4. Să se calculeze divergenta și rotorul vectorului cimp 
G = Kr'r in care r este vectorul de poziţie, K si n sint constante. Care 
este valoarea lui n pentru care divergenta e nulă? 

Soluţie : Avem: 

div G = div (Kr'r) = K|Z (ar^) 4- 2 (yr*) + 2 G|- 
Ox ôy oz 


= K[3r" + nr ?(a3 + y? + 2] = K(n + 3. 
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Se observă că divergen(a este nulă pentru n = — 3. Deci, div — = 0, 
T 
- ji 0 7) . 
rot G = rot (Kr*r) = K [n ra — — ryli + 
| 8 oz 
ð 3 è 2 Q , 
— pia — — iz]: + f rau — — razlki- 
+{ z ox E ox d Oy " 
P7 Se observă că: rot, G = yznr"? — 


— zynr'? = ( şi, in mod asemănător, 
rot, G = Q şi rot, G =Q. 
Rezultă 


rot G = Q. 


Calculul se putea efectua şi direct, 
fără a opera cu componentele: 


D = div (Kr"r) = Kdiv (r" | r) = 
= K(r div r + r grad 7”) = 
= K(3r" + v grad r”); 
dar grad r” = nte, aga incit 
D = K(8r" + vnr*3e,) = k (n + 3) r”. 


=o man v tt 0d me Ub FN etm 


T 


Fig. 5 


Rotorul aceluiaşi vector se calculează direct cum urmează: 
R = K rot (r” r) = K(grad r" X r + rotr r") = K[nr*? (e, X r) + 
+7" rot v]. 
R = rot (Krr) = 0. 


Problema nr. 5. Sá se verifice teorema lui Gauss-Ostrogradsky de trans- 
formare a integralei de volum într-o integralá de suprafatá extinsá asupra 
suprafeţei închise care mărginește volumul” (fig. 5), pentru cazul cimpului 
de vectori G = r, r fiind vectorul de poziţie. 

Soluţie : Integrala de volum are (cu div r = 3) valoarea: 


W div rdv; = 2 dv = 3v;. 


Integrala de suprafatá are valoarea: 


(| rd. -W. (x dy dz + y dz dz + z dz dy) =(f 2 dy dz + 


- 
— 


za y dx dz a z dz dy = vz + vs + vs = 3vx. 
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În adevăr, de exemplu, z dz dy = z dy dz — W zdz dy = v. 
PM S -" 


w — e. . SI 
Problema nr. 6. a) Sá se calculeze rot (o x 7), unde o este un vector 


constant, iar * este vectorul de poziţie. b) Sá se verifice teorema lui Stokes 
aplicată vectorului cimp (o x v) — G. 
Solutie: a) Avem: 


rot (o X r) = o div r — 7(r grad) o + r div o — (o grad) v = 
= 30 = [os + oy e si 64] 
0y y 
deoarece œ = vector constant: 
rot (o X 7) = 30 — (oi + o,j + o,k) = 20. 
b) Integrala de suprafatá are valoarea: 


V. rot (o x r) dA = W 


in care A este vectorul arie al conturului T. 
Integrala de linie se poate transforma cum urmeazá: 


2o dA = 20| dA = 20 - A, 


Sr JSp 


b, (o x 7) dr =0 =T. 20 = 2o - A. 


Deci, 


V. rot G dA = $. G dv. 
„ST 


w : e ° 
Problema nr. 7. Să se calculeze rot — si 
r 


rot (re,), in care e, — e, este versorul tan- 
gential, iar r este una dintre coordonatele sis- 
temului de coordonate cilindrice (fig. 7-a). 
Solutie: Vom rezolva problema atit in sis- 
temul de coordonate cilindrice, cit si in sis- 
temul de coordonate cartesiene. 
Ín coordonate cilindrice avem: 


R = rot G = rot & = grad x e, + 
r r 


1 
+ — rote,. 
» 


Se stie insá cá, e fiind versorii : 


grad y = e, le, A ei 
or r ex ez 
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€, re. e, 


1 
vot, G | ues 
r | Or ĉu ez 
G, rG, G, 
aga incit, 
1 
p el e 
rad — = e,. -— = —— 
5 r ” or r? 
1| ə 2 2 1f or e 
rot e=] — — dic k 
r | Or Ca 02 r or r 
0 rel 0 
Înlocuind în prima relație, avem: 
€y 1 e: €z ez c 0 
== A a e —.— zm — — = U. 
" | r? E du r. f p ră 
Calculul se poate face mai simplu astfel: 
e, re, €, 
rot Lh. TENES 2 2 2 = 0. 
r r | ôr Ox az 
0 1 0 
În coordonate cartesiene (fig. 7-b), 
avem: 
G= e; _—ising+jcosa — 
T T 
apu y X LJ 
== 2 2 2 2 J 
v + y t? + y“ 
Deci: 
E) 
ro = (72 — 2y ôx (ty) ôy 9. 
sau 


x? + p — 2a? at cd — 
(22 + y?) (a* + y?) 
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Rotorul vectorului (re;) se calculează în felul următor: 


e, re, e, 
1 9 
R=ro G=4|2 9. 2|-Leor)=2e, — 9g 
r | Cr Ca z r 
02 0 


sau, în coordonate cartesiene, 


G= — yi + zj; rot G = (6 


ox Oy 
Problema nr. 8. a) Sá se calculeze divergenta vectorilor cimp & si re, r 
r 


şi e, avind semnificațiile din problema precedentă. 
Solutie: Avem: 


dr&sd U—9. a n ti a 
r zy (+ ph (yr 
Și 
à "cq. " A ey Ox 
div (re;) = div(— yi + 3j) = — + + = = 0. 
Or Oy 


[v] * LJ . 1 
b) Sá se calculeze gradientul scalarilor cimp 7” şi —- 
LA 
Soluţie: Avem: 


— Te. -- > zi z i 
grad r' = nr"! ->i 4 nr". Ej -H nr > k = nr le 
r r r 


gl 
1 m" n T. y. z A n . 
grad — = En =: Tog -Ik- n 
Problema nr. 9. Sá se verifice identitátile: 
R _ R) pR 3pR)R P 
G = — (p grad) — =rot (p x rJ — — grad [^5] ES ue i 


unde p este un vector constant, iar R, vectorul de poziţie. 
Solufii: a) 


n 2 [R 2 [R o [R 
in (p grad) ms D — |: p E TP, Oy F3 t pz ez "il 
Calculăm derivata 


i 
2 (B) p piee — n. seme 
oz |n] — xl n 


CE Scanned with OKEN Scanner 


PROBLEME DE CALCUL VECTORIAL REZOLVATE 41 


şi o înlocuim în prima expresie, împreună cu derivatele, în raport cu y 82: 


R iR? — 3R jn? —3R 
— (p grad) 7; = — [p 7 7 p, JE Hy, 


RE 


kR? — 3Rz 
R5 + Pz n | — 


[p  SR(pstupyt:p)| |3pIOR — p 
R? R? m R TR 
d) 
R R R , . R R 
rot G x 2)” s grad IL — e div P + pdiv a — (p grad) += 
= — (p grad) Č, 


deoarece primii trei termeni ai dezvoltárii sint nuli. 


c) 
R 1 1 
— grad (2) = — G R) grad F 4 p grad (p) , 
În care: 
1 . —3T . —3y 2 o—8z 3m 
ad — = e == : 
Bra R t R5 "T n T } R? R5 ! 
grad (pR) = grad (p.z + p,y + pz) = ip. + jp, + kp, = p. 

Deci 


= pad PE a Gm n. 
R? RS R? 


Problema nr. 10. Să se deducă formula $ dAxG = | rot G:dv folo- 
. g 2 Vg 
sind teorema lui Gauss-Ostrogradski. 
Soluţie : Înmulțim ambii membri ai formulei de demonstrat cu un vector 
constant şi arbitrar a. Aplicăm apoi primului membru teorema amintită 


a:b dAx G —& aldAx G) — —&. (a x G)dA — 


--| div (a x G) dv —| aro G do =a | rot G - dv. 
Vx 


Vx Vx 


Aceste relaţii s-au bazat pe faptul că a = const; deoarece el este şi 
arbitrar (în particular poate fi luat pe rind egal cu ij k şi rezultă deci că 
proiecţiile integralelor pe cele 3 axe sint egale) rezultă imediat 


$ dA x G -| rot G : dv. 
E V 
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Problema nr. 11. Să se demonstreze că, dacă integrala Qx = $ q(n)-dA = 


= 0, se poate defini un vector q astfel ca: 


qn) =Q n, respectiv Q, = qg 'ndA 


.5 


unde n este versorul normalei in punctul curent al suprafeței X, respectiv S. 


n 
«(n AA 
¿Z 
2[-î) 
-ñ a 
Fig. 11-a Fig. 11-b 


Solutie: Vom demonstra acest lucru in două etape. 
a) Prima etapă. Considerăm o suprafață cilindrică foarte plată, aria bazei 
fiind A4 iar aria suprafeţei laterale neglijabilă (vezi fig. 11-a.). 
AQs = q(n) AA + q(—n)- AA —0 
sau 
g(n) = — q(— n). 


b) A doua etapă. Drept suprafaţă închisă, adoptăm un tetraedru con- 
struit pe axele de coordonate ca în figura 11-b, cu normala îndreptată 
către exterior. 


AQs = 0 
gn) - AA + q(— i) AAs + q( — j) AA, + q( — k) AA, = 0, 
dar 
MA — n, My — Ry; Ads = n, 
AA AA AA 


q(— i) = — qli) ete. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


PROBLEME DE CALCUL VECTORIAL REZOLVATE 43 


Rezultă: 
q(n) = n, * ali) + n, * q(j) + n" ah). 

Aceasta este tocmai definiţia analitică a vectorului: o mărime se ziec 
că este vector, dacă atașează fiecărei orientări, din spaţiu, o componentă scala- 
ră care este funcţiune lineară și omogenă de - 
cosinusurile directoare ale acestei orientári. p 

Deci: q(n) = n : q(n). 

Acest rezultat are aplicatii imediate in: 
hidraulicá: debitul 


Q, — | v:n-:dA. 
transmisia polua fluxul termic 
Q, =| q:n-dA. 
electrotehnicá: sirena electric 
is =( n da 


adică permite, de exemplu, după introdu- 
cerea intensității curentului electric, să defi- 
nim un vector numit densitatea curentului 
electric J. 

Problema nr. 12. Să se calculeze cimpul 
plan-paralel pentru care se cunoaște: 


div G—0; lim G=0; 


7% 
20 = const; r« d 
rot G -l á < 
0 >; r>a 
Solutie: Facem analogia cu o mișcare ._ . 
de rotaţie uniformă, unde v = @ X 7, res- Fig. 12-b 


pectiv rot v = 2o (vezi problema 7). 
Să verificăm acest lucru cu teorema lui Stokes considerind că, din motive 


de simetrie, cîmpul nostru are doar componentă tangentialá. Cu contururile 
din fig. 12-a, avem: 


a)r<a 
G; - dr =Í rot G - dA; 2n rG; = 2o nr. 
Ti Sr; 
Deci G; = or; sau G; = 0 XT; (1) 
b)r>a 
$ G, -dr =| rot G - dA = | rot G - dA = 2% xa. 
Te -STe JSp, 


deoarece pentru r — a, rot G = 0. 
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Rezultă 27r, Ge = 2o xa? sau G, = Ca (o. X Te) (2) 
Se observă cá relaţiile (1) si (2) satisfac 
a) rot G, — 0 
B) div G; = div G. = 0 (in plan div r = 2) 
y) lim G, — 0 
[rco 


adică satisfac condiţiile pe frontieră (B) si (y), încă neutilizate. Aparent se ma- 
nifestă însă şi un paradox: deși circulaţia pe curba T. este £0,rot G.= 0. Tre- 
buie avut în vedere că domeniul considerat nu este simplu conex, respectiv desi 
curba T, trece printr-o zonă în care rot G=0, suprafața Sr, conţine şi puncte 
care au rotorul nenul. Circulaţia se obține nulă, numai dacă, atit in toate 
punctele lui I, eit şi în toate punctele lui Sr, pretutindeni rot G = 0. Astfel 
se poate verifica uşor pentru patrulaterul curbiliniu din îig. 12-a că: 


Â G, - dr'=0. 
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2.1. BREVIAR DE MĂRIMI ALE TEORIEI MACROSCOPICE 
A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 


2.2. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI ELECTRIC: 
PROBLEME REZOLVATE 


2.8. MĂRIMI DE STARE A CÍMPULUI ELECTRIC: 
PROBLEME PROPUSE 


24. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI MAGNETIC: 
PROBLEME REZOLVATE 


2.5. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI MAGNETIC: 
PROBLEME PROPUSE 
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2.1. BREVIAR DE MĂRIMI ALE TEORIEI MACROSCOPICE 
A FENOMENELOR ELECTROMA GNETICE 


2.1.1. PRIVIRE GENERALÁ ASUPRA STRUCTURII UNEI TEORII 


ca masa, distanţa, timpul, viteza ete 
ficare $i cînd nu se pot produce confuzii, 
mărimi. 

Se numesc mărimi fizice derivate mărimile definite într- 
prin expresii analitice de alte mărimi ale ei 
cu ajutorul altora mărimile care intervin în 
analiză, toate mărimile derivate să fie 
restrins de mărimi, care nu mai pot fi de 
în funcție de altele. 


Se numesc mărimi fizice primitive mărimile care, neputind fi definite in 
cadrul unei ramuri a fizicii cu ajutorul altora, trebuie introduse direct în 
studiu, fie prin reprezentarea în concret a unităţii lor de măsură şi prin 
indicarea explicită a procedeului de măsură, fie prin legarea lor de mărimi 
ale ramurilor constituite în prealabil. Numărul de specii de mărimi primitive 
ale unui domeniu de cercetare fizică și natura lor sînt bine determinate 


o ramură a fizicii 
— presupuse cunoscute. Definind 
definiţii, se ajunge ca, în ultimă 
definite cu ajutorul unui sistem 
finite, prin procedeul arătat, unele 


în cadrul unei teorii $i constituie o caracteristică esenţială a ei. În adevăr, 


0 specie de mărimi primitive nu este arbitrară, în sensul că poate fi intro- 
dusă în fizică numai dacă în natură sînt realizate condiţiile în care se „poate 
efectua procedeul de măsură a ei. În fond, o teorie se poate constitui şi 
numai cu ajutorul mărimilor ei primitive; mărimile derivate se folosesc numai 
pentru a uşura formulárile. 


Se numesc mărimi fizice fundamentale mărimile ale căror unităţi de măsură 
au fost alese ca fundamentale — independente de altele — în cadrul unui 


Sistem de unități de măsură. Numărul de mărimi fundamentale este mai 
mic decit numărul de mărimi primitive, sau cel mult egal cu el. 
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Se numesc mărimi fizice secundare mărimile ale căror unităţi de măsură 
sint univoc determinate prin alegerea unităţilor de măsură fundamentale. 

Legi, teoreme si leme. O lege fizică se exprimă printr-o propoziţie uni- 
versală care redă o relaţie de natură sintetică, experimentală, ce există între 
mărimile unui domeniu de cercetare si care nu poate fi obţinută din alte 
propoziţii ale fizicii prin deducție (sau prin inducție completă, care este 
o formă a deducţiei). În cadrul unui domeniu de cercetare există un număr 
minim de astfel de propoziţii de natură experimentală, care sint cele mai 
cuprinzătoare, sint independente unele de altele și din care rezultă prin 
deducție toate propoziţiile de natură experimentală (cu valabilitate even- 
tual mai restrinsă) din domeniul de cercetare. În enunţul legilor intervin, în 
general, mărimi (primitive sau derivate) specilice domeniului, cum ŞI con- 
cepte curente (egal, între, pe etc.). 

O teoremă fizică se exprimă printr-o propoziţie privitoare la mărimile pri- 
mitive sau derivate ale unui domeniu de cercetare, care rezultă prin deducție 
din legile domeniului considerat. 

Legile fizice în care nu intervin proprietăţi de material ale mediului în 
care au loc fenomenele pe care le descriu (cum sînt viscozitatea, modului 
de elasticitate, conductivitatea termică etc.) se numesc legi generale. Legile 
în care intervin şi mărimi de material se numesc legi de material. Acestea 
se introduc în teoriile macroscopice, fiindcă legile generale nu sint destul 
de cuprinzătoare pentru ca să rezulte din ele prin deducție proprietăţile 
de material. Unul dintre scopurile teoriilor microscopice este însă să demon- 
streze, drept simple teoreme, deduse din legi generale, toate legile de material 
ale teoriilor macroscopice. 

O teorie fizică se poate constitui şi numai cu ajutorul legilor ei; teo- 
remele se folosesc numai pentru a servi ca puncte de plecare în rezolvarea 
de probleme concrete. Dacă s-ar folosi numai legile, plecind de fiecare 
dată direct de la ele, demonstrațiile folosite în rezolvarea unei probleme 
concrete ar fi prea lungi și ar cuprinde implicit repetarea, de fiecare dată, 
și a demonstrațiilor prin care s-au obţinut teoremele ce pot fi folosite direct, 


pentru rezolvarea problemei propuse. 

Situaţia de lege, respectiv de teoremă, a unei propoziţii poate fi relativă 
chiar si în cadrul unei aceleiași teorii, în sensul că unele teoreme sint atit 
de generale, încît ar putea înlocui o lege din sistemul legilor; se înţelege 
însă că, în acest caz, vechea lege ar deveni demonstrabilă, adică ar deveni 
o teoremă de mare generalitate. O teoremă de generalitate destul de mare 
pentru a fi susceptibilà de a înlocui o lege din sistemul legilor, adică de 
a fi echivalentă cu ea, se va numi lemá (particularizind accepțiunea curentă 
a acestui termen). 

Pentru a stápini un domeniu de cercetare sintnecesare următoarele trei 
condiţii: să se cunoască mărimile primitive și mărimile derivate, cum și 
împărţirea lor în clasele de mărimi fundamentale si secundare; să se cunoască 
toate legile domeniului gi să se poată demonstra gi aplica principalele teoreme 
şi leme ale domeniului. 
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2.1.2. MĂRIMILE PRIMITIVE ŞI CONSTANTELE UNIVERSALE 
ALE TEORIEI MACROSCOPICE 


Teoria macroscopică a fenomenelor electromagnetice foloseşte șase mărimi 
primitive, q, p, i, m, E., B,, numite sarcina electrică adevărată (9), momentul 
electric (p), intensitatea curentului electric de conducţie (i), momentul 
magnetic (m), vectorul cimp electric in vid (E,) și inducția magnetică în 
vid (B,), dintre care primele patru caracterizează starea electromagnetică 
a corpurilor, iar ultimele două caracterizează starea cimpului electromagnetic. 
Sarcina electrică adevărată, momentul electric și intensitatea curentului 
electric de conduetie sint mărimi de stare electrică a corpurilor, iar momentul 
magnetic este o mărime de stare magnetică a lor. Vectorul cimp electric 
în vid este o mărime de stare electrică a cimpului electromagnetic, iar vec- 
torul inducţie magnetică în vid este o mărime de stare magnetică a lui. 

În teoria macroscopicii a fenomenelor electromagnetice se înţelege prin 
vid o stare limită de extremă rarefiere a substanței, presupusă răspîndită 
continuu în spaţiu. Starea de repaus sau de mișcare a corpurilor de probă 
utilizate pentru definirea mărimilor electromagnetice se consideră faţă de 
această substanță extrem de rarefiată, inconjurătoare. 

Sarcina electrică adevărată si vectorul cîmp electric in vid. Experienţa 
arată că asupra unui mic corp conductor, situat în vid, în repaus faţă de 
mediul rarefiat din jur, se exercită in anumite condiţii o forță F suple- 
mentară față de forțele termomecanice, egală cu produsul dintre o mărime 
scalară de stare a corpului, numită sarcină electrică adevărată q a lui, și 
o mărime vectorială, independentă de starea corpului şi depinzind numai 
de poziţia lui în spaţiu şi de starea sistemelor fizice din exteriorul corpului, 
numită vectorul cîmp electric în vid E, : 


F = qE,. (1) 


Sensul acestui vector cîmp este determinat de convenția de fixare a carac- 
terului sarcinii electrice adevărate care se convine să fie pozitivă (de exemplu, 
al sarcinii primite de un corp în urma electrizării lui prin contactul cu 
sticla care a fost electrizată prin frecarea cu mătase). 

Descompunerea (1) a forței rezultante în cei doi factori este unică, dacă 
s-a precizat unitatea de sarcină electrică adevărată, care se numește, scurt, 
şi numai sarcină electrică. 

Permitivitatea absolută a vidului. Fie A, o constantă universală numeric 
egală cu modulul forţei ce se exercită în vid între două corpuri conductoare 
punctuale si în repaus relativ, încărcate fiecare cu sarcina electrică unitate 
de măsură și situate la distanța unitate unul de altul. Dacă se alege A,, 
se fixează unitatea de măsură a sarcinii în cadrul unui sistem de unităţi. 
Pentru ca anumite relaţii fundamentale să aibă o formă simplă, se utilizează 
în locul mărimii Ag mărimea: 

SRI SPRE. 2 
Sie cs (2) 


numită permitivitatea vidului, unde x este factorul de rafionalizare, presupus 
egal cu unitatea in sistemele de unități ,rationalizate", şi egal cu 4m în 


4 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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sistemele de unităţi „neraţionalizate“ sau „clasice“. Sarcina electrică adevărată 


$1 vectorul cimp electric in vid sint mărimi care au aceeași unitate de 


măsură atit în sistemele de unități raţionalizate, cit si in cele nerationali- 
zate; se spune cá aceste mărimi nu sint afectate de operaţia de rationalizare 
(de exemplu de trecerea de la unitátile de másurá nerationalizate la cele 
raționalizate). Cum mărimea A, nu este afectată de operatia de ratio- 
nalizare, rezultă că permitivitatea (2) a vidului este afectată de rationa- 
lizare, deoarece are valoarea 


in unităţi de măsură nerationalizate ( = 47) şi valoarea 
1 
bd 
47 Ag 


£p = 


in unităţile de măsură rationalizate (x = 1) corespunzătoare. 

Momentul electric. Existá corpuri in stári electrice in care pot fi nein- 
cărcate cu sarcină electrică si se exercită, totuși, asupra lor o forță de 
către cimpul electric; ele se numesc corpuri polarizate electric. Starea elec- 
trică a unui mic corp polarizat electric este caracterizată printr-o mărime 
vectorială p, numită momentul electric al micului corp, care este definit 
univoc prin următoarele expresii ale forței F si cuplului C exercitat de 
un cîmp electric, care are vectorul cimp electric E,, asupra micului corp: 


4 
F = grad (p : E.)*; C —pxE, (3) 


corpul fiind situat în repaus, in vid. Forţa F este forţa rezultantă de natură 
electrică și suplementară față de forța g: E, (în cazul g Æ 0), iar cuplul C 
este momentul rezultant exercitat asupra corpului, în raport cu centrul său 
de inerție. 

Ca și E,, momentul electric p este un vector propriu-zis (vector polar), 
iar unitatea sa de măsură este univoc determinată, într-un sistem de unităţi 
dat, în raport cu unitatea de măsură a sarcinii, prin relaţiile (1) şi (3). 
Momentul electric poate fi temporar (p,), respectiv permanent (pp), după 
cum depinde, respectiv nu depinde, de vectorul cîmp electric local si instan- 
taneu E,. În general: p = p, + p.. Densitatea de volum a momentului 
electric este o mărime derivată (P), numită polarizatie electrică. Momentul 
electric și polarizatia electrică sint mărimi care nu sînt afectate de operaţia 
de rafionalizare. | 

Vectorul inducţie magnetică în vid. Vectorul inducţie magnetică în vid 
B, poate fi definit cu ajutorul forței (magnetice) F,, suplementară față 
de cea electrică, ce se exercită în vid asupra unui mic corp conductor 
încărcat cu sarcina q și avind viteza v faţă de mediul din jur: 


F, = yow x B,, (4) 


a esa T REA 
* Săgeata deasupra simbolului unei mărimi arată că, la aplicarea gradientului, se derivează 
numai acea mărime. 
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unde yọ este constanta lui „Gauss, care se alege, așa cum se va arăta mai 
jos, cu ocazia prezentării sistemelor electromagnetice de unităţi. Unitatea 
de măsură a mărimii B, rezultă univoc din (4), fiind deci determinată de 
alegerea unităţii de sarcină electrică. Vectorul inducţie magnetică în vid 
nu e afectat de operaţia de rationalizare. 
Intensitatea curentului electric de conducţie (i) prin secţiunea transversală 
a unui conductor filiform, raportată la un sens de referinţă, este mărimea 
scalară de stare (electrocinetică) a acestei secțiuni al cărei produs prin ele- 
mentul de arc local As al firului înmulţit vectorial cu vectorul inducţie 
magnetică in vid este proportional cu forța magnetică AF;, care se exer- 
cită asupra porțiunii de fir As: 
AF; = yy" t- AS X B, (5) 


unde y, este constanta lui Gauss. Din relațiile (4) şi (5) rezultă că mări- 


mile go şi ¿As au aceleaşi unități. Cum v = lim (As /At) rezultă că unitatea 
AS=—0 


de curent este cítul unităţii de sarcină prin unitatea de timp. 

Momeniul magnetic amperian. Există corpuri asupra cărora se exercită 
și la curent nul acţiuni ponderomotoare în cîmpul magnetic. Ele se numesc 
corpuri magnetizate sau polarizate magnetic. Starea de polarizatie magnetică 
a unui mic corp se descrie cu ajutorul unei mărimi vectoriale de stare 
magnetică, numită momentul magnetic amperian m al micului corp, definită 
cum urmează, cu ajutorul forţei F,, si al cuplului C exercitat asupra corpului 
de cimpul magnetic de vector inducţie magnetică in vid B,: 


4 

F„ = grad (m-B,); C =m x B,; (6) 
corpul fiind presupus situat în repaus, în vid, in cimpulimagnetic; forța F, 
este rezultantă, iar cuplul C este momentul rezultant exercitat asupra 
corpului, considerat în raport cu centrul său de inerție. Ca şi B,, momentul 
magnetic m este un pseudovector (vector axial), iar unitatea sa de măsură 
este univoc determinată, într-un sistem de unităţi dat, în raport cu unitatea 
de sarcină electrică, prin intermediul relaţiilor (4), (6) etc. Momentul magnetic 
amperian poate fi temporar (m,), respectiv permanent (m), după cum 
depinde, respectiv nu depinde, de mărimea B,. În general, m = m, + My 
Densitatea de volum a momentului magnetic amperian este o mărime deri- 
vată (M), numită magnetizaţie sau intensitate de magnetizare. Momentul 
magnetic amperian și intensitatea de magnetizare nu sînt afectate de ope- 
ratia de rationalizare. 

Permeabilitatea vidului. Fie Ayo, cu Yo constanta lui Gauss (definită de ale- 
gerea sistemului de unități cum se va arăta mai jos), o constantă univer- 
sală, numeric egală cu modulul forței exercitate de un fir rectiliniu infinit 
lung parcurs de un curent continuu de intensitate unitate asupra unei por- 
tiuni de lungime unitate a unui al doilea fir, identic cu primul, parcurs de 
acelaşi curent $i dispus in vid, paralel cu el, la o distanță egală cu 
două unităţi de lungime de el (fig. 2.1-1). 

Deoarece, aga cum am precizat anterior, unitatea de másurá a curentului 
electric este egală cu citul unităţii de sarcină prin unitatea de timp și 
deoarece unitatea de sarcină este univoc precizată de alegerea valorii nume- 


[PA 
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rice a constantei universale A,, din definitia de mai sus rezultá cá, dacá 
se aleg Yo şi Ae, condiţiile experimentale care definesc pe A, sint univoc 
precizate şi această mărime se poate măsura. Pe această cale se găsește 


că mărimea: 


1 | ^o _ 7 
Yo | A /— co U) 

- este — in limita preciziei de mă- 
surare — egală cu viteza luminii 
in vid, oricare ar fi sistemul de 
unităţi luat in considerare. Pentru 
ca anumite relaţii fundamentale să 
aibă o formă simplă se utilizează 
în locul mărimii Ag, mărimea 


4T 
Uo = — Ap? (8) 
x 


numită constantă magnetică sau per- 

meabilitatea vidului, fiind fac- 

torul de rationalizare. Permeabi- 

Fig. 24-1 litatea vidului este afectată de 
mer rationalizare; ea are valoarea 


Ho = Ao 
în unități de măsură neraționalizate, si valoarea 


Bo = ATA 


în unităţi de măsură rationalizate. Tinind seamă de definiţia mărimii rezultă 
că mărimile e, uy $1 yg nu sint independente între ele, ci — conform cu 
(7) — sint legate prin relatia: 


"EE HA (9) 
Yo V e Ho l 

Sisteme de unități de măsură a mărimilor electromagnetice. Din definițiile 
celor şase mărimi electromagnetice primitive q, p, E,, i, m şi B, gi ale 
constantelor universale yọ, Ag și Ag (sau &g și up) rezultă următoarele: 

a) Dacă, în cadrul unui sistem coerent de unități de măsură a mărimilor 
mecanice, se alege valoarea constantei A, (sau, ceea ce este echivalent: 
unitatea de măsură a sarcinii electrice q) și valoarea 1, respectiv 4m, a 
factorului de rationalizare x, unitățile de măsură ale mărimilor q, p, E, 
$1 valoarea constantei universale e, sînt univoc determinate. 

b) Dacă, în cadrul unui sistem coerent de unităţi de măsură a mărimilor 
mecanice, se alege valoarea constantei Ag (sau, ceea ce este echivalent: 
unitatea de măsură a intensității curentului electric i), cum şi valoarea 
factorului de raţionalizare x și a constantei lui Gauss yọ, unităţile de 


-d 
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măsură ale mărimilor î, m $i B,, cum și valoarea constantei u (si co), sint 
univoe determinate. 

c) Deoarece, in toate sistemele de unitáti de másurá, unitatea de inten- 
sitate a curentului electric de conducţie se alege astfel incit să fie egală 
cu citul dintre unitatea de măsură a sarcinii și unitatea de măsură a timpului 
(în acord cu relaţiile (4) şi (5), respectiv în interpretarea microscopică a 
curentului de conduetie drept curent de convecţie al particulelor corporale), 
constanta Ag si toate unităţile de măsură ale mărimilor magnetice. sint 
univoc determinate de alegerea constantei A, (şi deci a unităților de măsură 
ale mărimilor electrice) şi reciproc: la A, şi y, dati, rezultă Ag. Urmează, 
în particular, că mărimea 


i a | e (10, a-) 


numită si constantă electrodinamicá, are dimensiunile unei viteze. Experi- 
mental, se stabilește că valoarea acestei viteze este egală cu valoarea vitezei 
luminii în vid. 


Sistemele uzuale de unităţi dezvoltate pe baza sistemelor mecanice CGS 
si MKS sint următoarele: 


Sistemul x Am Uni- | Uni- 
de unitáti| ^ | Yo Ao iri aet nr Uo = ? | tate | tate 
1 ag i 
rat. 2 10-7 xw |36 + je N ci 
MKSA | | 1| $107 ~ (367 m | [19 7| |47: 107 -|10 = m 
nerat x Y nl A? =1A-s 
^ | Are — 1072 1077 
rat. | 1 —— 1 PY ar 10-29 
CGSF dyn » em — ci 9 
ces es) | — 1| |! gà m : : H Fr| 1 Fr/s 
nerat | 4r — 1 x — 10-29 — 10-20 
9 9 
rat. 1 d 10-20 MI 77 S á 
CGSBi oo | 36 | dyn T 
o —| 1 [eg x 9.10% ——— —| | 1 "Bn ru 1Bi:s a Bi| 
nerat. |47 T 10-20 
rat. | 1 , 
CG ] = T ES 
ania DUM T | 1 | 4n 1 a l Fr|| 1 Fr/s 
neraţ, | 4x ai 1 ERRARE 


d) Cum toate mărimile electromagnetice se definesc cu ajutorul mărimilor 
primitive şi al constantelor universale, rezultă că un sistem coerent de unităţi 
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care cuprinde şi unităţile electromagnetice are patru mărimi fundamentale 
(trei mecanice și una electromagnetică) și că acesta este definit univoc de 
alegerea următoarelor trei elemente: un sistem coerent de unităţi de măsură 
a mărimilor mecanice, cu trei mărimi fundamentale; valorile constantelor x 
Și Yo; unitatea de măsură a unei mărimi electromagnetice (sau, ceea ce 
este echivalent: a uneia dintre constantele £o, Sau up). 

Se pot alege arbitrar eventual şi 1 Cn 4 unităţi de măsură pentru 
mărimi electromagnetice, ceea ce impune alegerea arbitrară a numai 4 — n 
unități de mărimi mecanice. 

Observaţie. În toate sistemele de unităţi, afară de sistemul lui 
Gauss, yo = 1 și adimensional. Deoarece în sistemul lui Gauss se aleg 
arbitrar valorile a două constante A, şi A, (sau sg și uo), in acest sistem 
există de fapt cinci unităţi fundamentale. 

În cele ce urmează vom opera mereu cu Yo — 1. 


[2.1.3. MÁRIMILE DERIVATE ALE TEORIEI MACROSCOPICE 


Principalele márimi derivate, a cáror folosire ușurează descrierea feno- 
menelor și formularea legilor și teoremelor, sint indicate în continuare. 
Mărimile afectate de rationalizare sint indicate explicit în text. 

Densitatea de volum a sarcinii electrice adevărate (9.) este mărimea 
scalară definită prin limita raportului dintre sarcina electrică adevărată 
a porțiunii de corp dintr-un mic domeniu și volumul domeniului, cind 


acesta tinde spre zero: 


. A 
EI pe (11) 


Densitatea de suprafață a sarcinii electrice adevărate (o,) este mărimea 
scalară definită prin limita raportului dintre sarcina electrică adevărată 
de pe o mică suprafaţă dintr-un corp si aria suprafeței, cind ultima tinde 
spre zero: 


p, =lim At. (12) 


Densitatea de linie a sarcinii electrice adevărate (o) este mărimea sca- 
lară definită de limita raportului dintre sarcina electrică adevărată loca- 
lizată pe un element de linie şi lungimea elementului, cînd ultima tinde 
spre zero: 


p; = lim AL. (13) 
As-0 As 


, Polarizafia electrică (P) sau intensitatea de polarizatie electrică, sau den- 
Sitatea de volum a momentelor electrice p este márimea vectorialá definità 


d 
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prin limita raportului dintre momentul electric Ap dintr-un mic domeniu 
din spaţiu si volumul Av al domeniului, cind acest volum tinde spre zero: 


P — lim Ap (14) 


Av20 Av 
Polariza(ia electrică de suprafață (P,) sau densitatea de arie a momen- 
tului electric, sau puterea stratului dublu, sau puterea foitei de dipoli este 
márimea vectorialá definitá prin limita raportului dintre momentul electric Ap 
corespunzind unei mici porţiuni de suprafaţă si aria AA a acestei por- 
tiuni, cînd această arie tinde spre zero: 


P, = lim ——. (15) 


Momentul unui dipol electrice (pa), corespunzind unui sistem de două 
sarcini punctuale egale si de semne contrare, este limita produsului dintre 
valoarea absolută q a uneia dintre sarcini (tinzind spre infinit) și vectorul 
de poziţie relativ al sarcinii pozitive față de sarcina negativă, cind modulul 
acestui vector tinde astfel spre zero, incit produsul gl rămîne finit: 

Pa = lim ql. (16) 


q= so 
(>o 


Sarcinile electrice dipolare (q4 și — qa) ale unui mic corp polarizat elec- 
tric, de moment electric p, sint perechi de mărimi scalare punctuale fictive, 
egale si de semne contrare, de valori absolute definite prin raportul dintre 
modulul acestui moment electric și o extrem de mică distanță de referință, 
între ele, în rest arbitrară, l, atribuită dipolului electric echivalent cu micul 
corp polarizat: 

E 7 
da = IPL. (17) 

Momentul electric dipolar (pa) al unui sistem complet de n sarcini punc- 

tuale gą de sumă nulă (Xg, = 0) este mărimea vectorială 


Pa = 55 aer (18) 
k=l 


în care r, este vectorul de poziţie al sarcinii q față de o origine arbitrară 
(de care nu depinde p,). NNNM 
Sarcina electrică de polariza(ie (qp) a porțiunii de corp din interiorul 
unei suprafețe închise X, care nu constituie o suprafatá de discontinuitate 
pentru cîmpul P(r) al polarizaţiei electrice, este o márime scalará egalá 
cu excesul sarcinilor dipolare de un nume față de cele de nume contrar 


din interiorul suprafeţei, egală $i de semn contrar cu fluxul polarizatiei 
electrice prin suprafața închisă 2: 


sensul de referință al elementului de arie orientat dA fiind îndreptat spre 


exterior. 
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Densitatea de volum a sarcinii electrice de polarizatie (o,.) este márimea 
scalará egalá cu densitatea de volum a excesului sarcinilor dipolare de un 
nume faţă de cele de nume contrar, sau egală și de semn contrar cu 
divergenta vectorului cimp al polarizaţiei electrice: 


0,» = — div P. (20) 


Densitatea de arie a sarcinii electrice de polarizație (9ps) este mărimea 
scalară egală cu densitatea de arie a excesului sarcinilor dipolare de un 
nume fatá de cele de nume contrar — sau egală și de semn contrar cu diver- 
genta superficială — pe suprafata (de discontinuitate) considerată, a vec- 
torului cimp al polarizaţiei electrice: 


Ps = — div, P — ej? (P — P), (21) 


unde ĉe este versorul normalei pe suprafața de discontinuitate, dirijat 
dinspre fata 7 spre fata 2 a suprafetei, iar P, si P, sint polarizaţiile elec- 
trice pe cele două fete ale ei. 

Intensitatea cîmpului electric (E) este mărimea vectorială polară de stare 
electrică locală și instantanee a cimpului electromagnetic, definită într-un 
punct dintr-un corp ca limită a vectorului cimp electrice E,,, în vidul dintr-o 
cavitate practicată în jurul punctului și avind forma unui scurt canal 
extrem de strimt, ale cărui dimensiuni tind spre zero $i a cărui axă are 
direcţia polarizatiei electrice instantanee locale P, de versor e,: 


E = lim E., = lim Peg, (22) 


unde F., este forţa care s-ar exercita in canalul vid asupra unui corp de 
probă conductor şi încărcat cu sarcina q, imobil în raport cu referentialul 
inerţial care este în repaus relativ instantaneu fatá de materialul din veci- 
nátatea punctului considerat. 

Induetia electrică (D) este o mărime vectorială polară de stare electrică 
locală și instantanee a cimpului electromagnetic, definită într-un punct 
dintr-un corp de produsul dintre permitivitatea vidului £9 Şi limita vectorului 
cimp electric Ej, în vidul dintr-o cavitate practicată în jurul punctului, 
$1 avînd forma unei mici fante extrem de plate, ale cărei dimensiuni tind 
spre zero și a cărei normală are direcţia polarizatiei electrice instantanee 
locale, de versor e,: 


D= Eo’ lim Ej, = €p lim Fg, (23) 


unde Fj, este forța care s-ar exercita in fanta vidă asupra unui corp de 
probă conductor si încărcat cu sarcina q, imobil în raport cu referentialul 
inerţial care este in repaus relativ instantaneu față de materialul din veci- 
nătatea punctului considerat. PURE 
În definițiile intensității cîmpului electric şi inducției electrice D, direcția 
locală comună a axei canalului vid şi a normalei pe fanta vidă coincide 
cu direcția polarizatiei electrice locale, cînd diferența instantanee D — cp 
are direcţia axei canalului, respectiv a normalei pe fantá, ceea ce permite 
definirea mărimilor E si D, chiar și fírá a cunoaște în prealabil polarizatia 
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electrică locală a corpului. Mărimea Ej, se numește intensitatea inducţie 
a cimpului electric. Ca şi E,, mărimile E si D sint vectori propriu-ziși, adică 
vectori polari, iar unităţile de măsură corespunzătoare sint univoc deter- 
minate într-un sistem dat de unități de măsură prin alegerea unităţii de 
măsură a sarcinii electrice. Ca si ey —și spre deosebire de E — inducția 
electrică D este o mărime afectată de operaţia de rationalizare. 

Fluxul electric (V) printr-o suprafață 5 orientabilă, deschisă sau închisă, 
cu versorul de referință e, = dA:dA al normalelor pe suprafaţă, este o 
mărime scalară: 


Y-| D dA, | (24) 
S 


integrala de suprafaţă efectuindu-se pe suprafața S. Ca și inducția elec- 
iricá D, fluxul electric este afectat de rationalizare. 

Tensiunea electrică (u) din lungul:unei curbe deschise sau închise C, cu 
sensul de referință în sensul unic al elementelor de arc dr ale curbei, este 
mărimea următoare, egală cu integrala de linie a intensității cîmpului electric 
de-a lungul curbei C: 


u = | E dr. (25) 
C 


Ca si intensitatea cimpului electric, tensiunea electricá nu este afectatá de 
rationalizare. 

Potenţialul electric scalar V(r) într-un punct P, de vector de poziţie r,. 
dintr-un domeniu D, în care intensitatea cimpului electric este irotationalá 
(rot E = 0), este mărimea scalară definită de relația 


V(r) = V(r.) = E dr, (26) 
Po 

pînă la o constantă arbitrară V(r,), care este egală cu valoarea potenţialului 

în punctul de referinţă Po(ro), apartinind tot domeniului D, ca şi curba de 

integrare de la P, pînă la P, care în rest este arbitrară. 

În regim electrostatic, potenţialul electric este definibil în întregul spaţiu, 
este uniform, admite suprafeţele conductoarelor omogene ca suprafeţe echipo- 
tentiale — si se numeşte potential electrostatic. În regim electric staționar, 
potenţialul electric este definibil în întregul spaţiu, este uniform, nu mai 
admite suprafeţele conductoarelor omogene şi străbătute de curent ca supra- 
fete echipotenţiale — și se numește potential electric staționar. În regim 
cvasistationar, potenţialul electric se poate defini fie numai pentru partea 
potenţială a cîmpului electric, fie pentru cîmpul electric total, insă numai 
în domeniile în care se poate neglija variaţia în timp a cimpului magnetic 
(în care caz, în general, e neuniform). 

Permitivitatea (e) a unui material izotrop este o mărime scalară de 
material, determinată de natura gi starea fizico-chimică locală a materialului, 
egală cu raportul dintre valoarea absolută locală a părţii temporare D, 
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a inducției electrice si valoarea absolută locală a intensității cimpului 
electric 


| Di | 


UE =o 


În medii anizotrope, permitivitatea absolută este o mărime tensorială 
definită prin relația de natură experimentală 


E 
= 


i" 


D, = EE. (27, a) 


Ca și D, permitivitatea este o mărime afectată de rationalizare. 
Permitivitatea relativă (constanta dieleetrieá) (£,) a unui material izotrop 
este o mărime de material scalară, adimensională și neafectatá de ratio- 


nalizare, egală cu raportul dintre permitivitatea materialului şi permitivitatea 
vidului 


£y = 


e |o 


(28) 


În medii anizotrope, permitivitatea relativă este tensorul adimensional: 


(28, a) 


| 
2 | eu 


Suseeptibilitatea electrică (7) a unui material izotrop este următoarea 
mărime scalară de material, afectată de rationalizare, egală cu raportul 


dintre excesul față de unitate al permitivitátii relative a materialului Şi 
coelicientului de rationalizare: 


doti, (29) 
z 


În medii anizotrope, susceptibilitatea electrică este tensorul 


(29, a) 


Capacitatea electrică (C) a unui sistem de două conductoare în regim 
electrostatic, încărcate cu sarcini egale şi de nume contrare, astfel incit 
toate liniile de cimp care pleacă de pe conductorul încărcat pozitiv să 
ajungă pe conductorul încărcat negativ, este o mărime egală cu raportul 
dintre sarcina unui conductor și tensiunea electrică dintre acest conductor 
și celălalt (presupusă independentă de sarcină si tensiune): 


C= (30) 


X 
U 
„Capacitatea electrică a unui tub de flux electric, limitat de două sec- 
huni transversale echipotentiale și situat într-un dielectric neincárcat cu 
sarcină adevărată, este o mărime egală cu raportul dintre fluxul electric 
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(conservativ) al tubului şi produsul coeficientului de rationalizare prin ten- 
siunea electrică dintre secţiunile transversale prin tub, considerate: 


C z 2 

xu (31) 
Intensitatea eimpului electric imprimat (£;) într-un punct dintr-un mediu 
conductor, neomogen sau accelerat, este o mărime vectorială care depinde 
de neomogenitatea fizico-chimică de na- 
tură neelectrică a conductorului, sau de 
acceleraţia lui locală, egală şi de sens con- 
trar cu intensitatea cimpului electric E;,,, 
care ar trebui să fie stabilă în punctul 
considerat, pentru ca conductorul să se 

găsească local în regim electrostatic: 


E; =m ans E. (32) 


Densitatea curentului electric. de con- 
ductie (J), într-un punct din interiorul 
unui conductor în stare electrocinetică, este o mărime vectorială de stare 
locală a conductorului a cărui orientare e definită de versorul e; al nor- 
malei pe elementul de arie AA orientat astfel încît curentul Ai (care 
îl străbate în sensul definit de această normală) să fie maxim și al cărui 
modul e limita cîtului dintre acest curent și aria elementului (în poziţia 
corespunzătoare curentului maxim) cînd aria tinde către zero: 


Fig. 2.1-2 


: Ai 
= e; lim |— . 3 
J m (44) Ai = max. (35) 
Liniile vectorului cîmp J se numesc linii de curent de conducţie. 
Solenaţia (Osr) printr-o suprafaţă Sr, mărginită de o curbă T care trece 
printr-un mediu izolant si este dotată cu un sens pozitiv, este mărimea 
scalară egală cu suma algebrică a curenților de conducţie care trec prin 
suprafaţa Sr, sensul de referință al acestor curenţi fiind asociat după regula 
burghiului drept sensului pozitiv pe curba T: 
Osr =| J dA. (34) 
ST 


Dacă N curenți de intensități egale i străbat suprafața Sr (de exemplu, 
curenţii spirelor legate în serie ale unei bobine), există relația 


Osr = Ni. 


Densitatea curentului electric de convecție (Je) într-un mediu în mişcare, 
avînd cîmpul de viteze e(r, t) şi încărcat cu sarcină adevărată repartizată 
continuu cu densitatea de volum ọ(r, t), este mărimea vectorială egală cu 
produsul densităţii locale de sarcină adevărată prin viteza locală v: 


J= pU. 
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Densitatea curentului electrice de deplasare (J4) este mărimea vectorială 
egală cu citul, prin coeficientul de ra(ionalizare, al derivatei parţiale in 
raport eu timpul a inducției electrice: 


dence (36) 


Densitatea curentului electric Roentgen (Jp) este mărimea vectorială 
egală cu raportul, prin coeficientul de rationalizare, al rotorului produsului 
vectorial dintre inducția electrică si viteza locală a mediului: 


Jg = t rot (D x v). (37) 
x 


Această mărime este numită uneori densitatea curentului electric Roentgen 
„teoretic“, în opoziție cu mărimea Je = rot (P x v), care se numeşte 
densitate a curentului electric Roentgen „experimental“ si care, introdusă 
în locul mărimii (37) în forma locală dată de Hertz legii circuitului mag- 
netic, duce la rezultate în acord cu experiența (v. Legea circuitului mag- 
netic). 

Densitatea curentului electric hertian (Jy) este mărimea vectorială egală 
cu raportul, prin coeficientul de rationalizare, al derivatei de flux în raport 
cu timpul a inducției electrice: 


gat UP pi 0B a d gi (D x v). (38) 
dl x t x 


Curentul electric herțian este deci egal cu suma dintre curenții electrici de 
convecţie, de deplasare şi Roentgen. 
Intensitatea curentului electric de convecție (ie) este mărimea scalară 


asociată unei suprafețe dotate cu sens de referință (determinat de normala 


n = ah egală cu fluxul densității curentului electric de convecție prin 


această suprafață: 


A^ =| ov dA. (39) 
S 


Intensitatea curentului electric de deplasare (i4) printr-o suprafață este 
fluxul densității curentului de deplasare prin acea suprafață: 


Intensitatea curentului Roentgen (ig) printr-o suprafață este fluxul den- 
sității curentului Roentgen prin acea suprafață: 


ir = | 1 vot (D x v) dA. (41) 


S x 
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Mărimea ia se numeşte intensitatea curentului Roentgen „teoretic“, în opoziţie 
cu mărimea ik =| rot (P x 2) dA, care se numește intensitatea curentului 


Roentgen „experimental“. l 
Intensitatea curentului herțian (iy) printr-o suprafață este fluxul densi- 


tátii curentului electric hertian prin acea suprafață: 


(14a 
ly -V p^ dA. (42) 


Conduetivitatea electrică (c) într-un punct al unui mediu conductor 
izotrop este o mărime de material scalară, care depinde de natura si de 
starea fizico-chimică locală a conductorului, egală cu raportul dintre valoarea 
absolută a curentului electric de conducţie și valoarea absolută a sumei 
dintre intensitatea locală a cimpului electric si intensitatea locală a cimpului 
electric imprimat: 

LAE (43) 
| E + Ei| 
În medii conductoare anizotrope, conductivitatea este o mărime tensorialá 
de material 5, definită de relaţia 
J = s(E+ Ej). (43, a) 


Rezistivitatea (p) este o mărime scalară de material egală cu mărimea 
reciprocă a conductivității electrice: 


p == (44) 


o 


În conductoarele anizotrope, rezistivitatea este o mărime tensorială de 
material, definită de relaţia de natură experimentală: 


E+E; =p. (44, a) 


Tensiunea electrică imprimată (u; in lüngul unei curbe C, între două 
puncte ale unui conductor, este integrala de linie a intensității cimpului 


electric imprimat, în lungul acelei curbe: 


E | E;dr. (45) 
C 


Tensiunea electrică în sens larg (uj) in lungul unei curbe C, între două 
puncte ale unui conductor, este integrala de linie a sumei dintre intensitatea 
cîmpului electric şi intensitatea cîmpului electric imprimat, în lungul acelei 


curbe: 
Hu; = t (E + Ej) dr. | (46) 


CE Scanned with OKEN Scanner 


62 MĂRIMILE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 


Tensiunea electrică potențială sau coulombiană (uc) între două puncte 
P, și P ale unui mediu este integrala de linie a componentei potențiale 
coulombiene, E., a intensității cimpului electric, de-a lungul unei curbe C. 
între cele două puncte: , 


P, 
e = » E, dr. (47) 
Tensiunea electrică solenoidalá sau indusă (4;) în lungul unei curbe C, 
intre două puncte ale unui mediu conductor, este integrala de linie, în 
lungul acelei curbe, a componentei solenoidale sau induse E, a intensității 
cîmpului electric: 


u, = | E, dr. (48) 
C 


Tensiunea electromotoare (u, sau e) în lungul unei curbe C este inte- 
grala de linie, de-a lungul acestei curbe, a sumei dintre intensitatea cimpului 
electric imprimat si intensitatea cimpului electric solenoidal sau indus, cu 
același sens de referință ca și pentru intensitatea curentului electric in lungul 
firelor conductoare: 


Ue = t (E; + E,) dr (dr in sensul de referință al curentului. (49) 


În aplicaţii, tensiunea electromotoare se calculează, pentru contururi inchise T 
(tensiunea electromotoare de contur), cu același sens de referință ca pentru 
intensitatea curentului electric de conducţie, cu relaţia 


u, =$ (E; + E) dr, deoarece $ E, dr = 0. (49, a) 
T r 


Tensiunea contraelectromotoare (u.e) în lungul unei curbe C, trasată 
printr-un conductor, este integrala de linie a sumei dintre intensitatea 
cîmpului electric solenoidal sau indus și intensitatea cîmpului electric imprimat, 
cu sensul de referință contrar sensului de referință al intensității curentului, 
calculată pentru circuite receptoare (în care această integrală este pozitivă): 


le = — ( (E; + E,) dr (dr in seasul de referinţă al curentului). (50) 
JC 


Tensiunea electrică în lungul firului sau căderea ohmică de tensiune (u;) 
este tensiunea electrică calculată pentru o curbă C;, dusă prin interiorul 
unui fir conductor, cu același sens de referinţă ca si pentru intensitatea 
curentului electric de conductie: 


= dr. (51) 
uj VE 1 


^ Tensiunea cleetrică la borne (u,) este tensiunea electrică din lungul unei 
curbe care are extremitățile pe cele două borne, în ipoteza că aceasta are 


ET 


CE Scanned with OKEN Scanner 


BREVIAR DE MARIMI ALE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 63 


o astfel de formă, incit tensiunea părţii solenoidale a cimpului electric in 
lungul ei să fie nulă: 


Tm n dr. (52) 
Ea este, deci, egalá cu tensiunea pártii potentiale a cimpului electric dintre 
douá borne ale unui circuit electric, de-a lungul unei curbe care are extre- 
mitátile pe cele două borne. În re- APIS, 
gim cvasistaţionar, tensiunea la borne AC 
este localizată de-a lungul curbelor C pi Up 
ortogonale componentei rotaționale lo- ` 6 
cale a intensității cimpului electric, ^. 2 - 2 
sau situate în domenii în care această 
componentă este neglijabilă (fără a | a) 6) 
depinde de curba C care îndeplinește Fig. 2.1-3 
această condiţie). 

Dacă bornele la care se referă tensiunea la borne aparţin unui circuit 
dipol, sensul de referinţă al tensiunii la borne (pe curba C) poate îi asociat 
sensului de referinţă al intensității curentului din circuit după regula de la 
receptoare (acelaşi sens între bornele 1 și 2 pentru u, și i; v. fig. 2.1.-3, a), 
sau după regula de la generatoare (sensuri contrare între bornele 7 și 2 
pentru u, $i i; v. fig. 2.1.-3, b). În primul caz, puterea electrică schimbată 
la borne de dipol cu exteriorul: p = ui este pozitivă cînd este primită 
de dipol, iar în al doilea caz, ea este pozitivă cind este cedată de circuit. 

Conductanţa electrică (G) a unui conductor izotrop, cu două borne de 
legătură conductoare cu exteriorul, este mărimea scalară de corp egală cu 
raportul intensității curentului electric continuu care trece prin corp şi ten- 
siunea electrică în sens larg, continuă, localizată de-a lungul conductorului: 


Í 


I E 


Rezistenţa electrică (R) a unui conductor izotrop, în raport cu cele două 
borne de legătură conductoare a sa cu exteriorul, este mărimea scalară 
de corp egală cu valoarea reciprocă a conductanţei electrice a corpului in 


raport cu acele borne: 
[Dem EN (54) 


Rezistenţa electrică echivalentă (R,) a unei rețele electrice pasivizate, 
de curent continuu, cu două borne de acces, este mărimea de reţea egală 


cu raportul dintre tensiunea la borne și intensitatea curentului, cu sen- 
surile de referinţă asociate după regula de la receptoare: 


lb 
R: => 
i 
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Momentul magnetic coulombian (j) este mărimea vectorială de stare mag- 
netică a micilor corpuri sau porţiuni de corp, egală cu produsul permeahi- 
litátii magnetice ko a vidului prin momentul magnetic amperian 1n. al micului 
corp sau al portiunii considerate a corpului: 


j = um. (56) 
Ca și permeabilitatea magnetică a vidului, momentul magnetic coulom 
este afectat de rationalizare. 
, Magnetizația sau intensitatea de magnetizare (M) este mărimea vecto- 
rială definită prin limita raportului dintre momentul magnetic amperian al 


materialului dintr-un mic domeniu şi volumul domeniului, cind ultimul tinde 
spre zero: 


bian 


M = lim ^", (57) 


. Av20 Av 
Magnetizatia nu este afectatá de rationalizare. 


Polarizafia magnetică (I) este mărimea vectorială definită prin limita 
raportului dintre momentul magnetic coulombian al materialului dintr-un mie 
domeniu și volumul domeniului, cind ultimul tinde spre zero: 


I = lim âi. (58) 

Av20 Av 
Ea este egală cu produsul permeabilităţii magnetice a vidului prin magnetizaţie: 
I = uM. (58,8) 


Ca si momentul magnetic coulombian, polarizatia magnetică. este afectată de 
rationalizare. 

Magnetizaţia superficială sau puterea foiței magnetice (M,) este mărimea 
vectorială definită prin limita raportului dintre momentul magnetic amperian 
al materialului unei foite, aferent unei porţiuni de suprafață, si aria porțiunii, 
cind ultima tinde spre zero: 


M, = lim En . (99) 
4420 AA 
Magnetizatia superficială M, nu este afectată de rationalizare. 2n 
Polarizatia magnetică superficială (J,) este mărimea vectorială definită 
prin limita raportului dintre momentul magnetic coulombian al materialului 
unei foite, corespunzător unei porţiuni de suprafață, si aria porțiunii, cînd 
ultima tinde spre zero: 


F, = lim A. (60) 
A430 AA 
Puterea foitei magnetice este egalá cu produsul permeabilitátii magnetice 
a vidului prin magnetizatia superficială: 
4; == oM, (60,a) 
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Ca'si permeabilitatea magnetică a vidului, puterea: foitei magnetice este afec- 
tată de rationalizare. v Ue 
Sarcinile magnetice dipolare (qma și — qmd) ale unui mic corp polarizat 


magnetic, de moment magnetic coulombian j, sint perechi de mărimi scalare” 


punctuale fictive, egale și de semne contrare, de valori absolute definite prin 
raportul dintre modulul acestui moment magnetic coulombian şi o extrem de 
mică distanţă de referinţă între ele, si in rest arbitrară, l, cu care sárcina 
magnetică punctuală pozitivă bste presupusă deplasată după orieritarea 
momentului magnetic coulombian față de sarcina magnetică dipolară negativă: 


dm 060) 


1 


Ca $i momentul magnetic coulombian, sarcina magnetică dipolară este afectată 
de rationalizare. | 

`” Sarcina inágnetied de polariza(ie (gmp) a “unei porţiuni de corp din inte- 
riórül ànéi suprafeţe închise X, căre nu constituie 0 suprafață de'diseontinuitáte 
pentru: cînipul pólarizatiei magnetice I(r), éste o mărime scalară fictivă, egală 
cu excesul sarcinilor magnetice dipolare de iin nume față dé cele de nume con- 
trar din interiorul suprafeței, egală și de semn contrar cu fluxul polarizatiei 
magnetice prin suprafața X: B 


| Imp — — | I dA = — to 


""Dâiisitatoai de volum a sarcinii magnetice de polarizafie (o,,,;) este mări- 
ina scalară egală cu densitatea de volum. a excesului sarcinilor magnetice 
dipolară dé un nume faţă de cele de nume contrar, egală și de semn contrar 
cu divergen(a vectorului cimp al polarizăţiei magnetice: 20 


1 


' : ig? 


MdA; ^ i.a > yga) 


$ D " + 
suo go I arbe t 


, ' 
(t E. rS os AS 


Pup, ="— div I. (63) 


"Densitatea dé árie à sarcinii magnetice de pólarizatie (pmp) este mărimea 
scalară égalá'éu densitatea de arié á excesului sarcinilor magnetice dipolaré 
de “un nuri€ “față 'de 'cele de nume contrăr, gală si de semn contrar cu 
divergeiiţa. de suprafatá — pe suprafaţa 'de 'discontinuitate: coiisiderată — a 
vectorului “cimp. al polarizatiei magnetice: i în Ma NE LIUM. 


y ríe g 


"Lu 
H 


(ns mcs is gay ors div Po — D). O 09 


unde e, este versorul normalei pe suprafaţa de discontinuitate dirijat dinspre 

faţa 1 spre fata 2 a suprafeței, ia J, si I; sint polarizaţiile magnetice pe cele 
douá fete ale ei. | na^ WI 

:Sáreina :de inagnetiza(ie (gj) a unei porţiuni de corp, mărginită de supra- 

. fata închisă E care nu constituie o suprafață de discontinuitate pentru cimpul 

M(r), este o mărime scalară egală cu raportul dintre sarcina de polarizatie 

magnetică din interiorul suprafeţei $i permeabilitatea magnetică a vidului, 


5 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 


4779, 
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— 


respectiv este egală si de semn contrar cu fluxul magnetizatiel prin supra- 
fata X: 
q " 
qu > = —| Mda, (65) 
Ho = 
NES . " dA ,.. 4 
versorul de referinţă al elementului de arie e, = £ fiind indreptat spre 
exterior. es 
Densitatea de volum a sarcinii de magnetizaţie (p,,,) este mărimea scalară 
egală cu raportul dintre densitatea de volum a sarcinii de polarizatie magnetică 
și permeabilitatea magnetică a vidului, adică egală și de semn contrar cu 
divergenta vectorului cîmp al magnetizaţiei: 


P Mo ~ Emp — div M. (66) 
Uo 
Densitatea de arie a sarcinii de magnetizaţie (p,,) este mărimea scalară 
egală cu raportul dintre densitatea de arie a sarcinii de polarizatie magnetică 
și permeabilitatea magnetică a vidului, respectiv este egală şi de semn 
contrar cu divergenta superficială a magnetizatiei: 


Pu: = — div, M = — ess(M, — Mj) (67) 


(unde e, este versorul normalei la suprafaţa de discontinuitate dirijată de la 
.fata 1 piná la fata 2). 

Momentul magnetie amperian al unei bucle de eurent (m), adică al unei 
mici spire, de vector arie A și avind intensitatea de curent i, este egală cu 
limita produsului dintre intensitatea curentului şi vectorul arie, cînd aria 
tinde astfel spre zero și curentul tinde astfel spre infinit, încît produsul acestora 
tinde spre o valoare finită şi bine determinată: 

m, = lim iA, (68) 


1- co 
A=v 


vectorul arie fiind asociat, după regula burghiului drept, sensului de referinţi 
al curentului in spiră. Am folosit această mărime, derivată din mărimi 
electrice și geometrice, pentru a defini vectorul inducție magnetică în vid. 

Intensitatea curentului amperian sau a curentului de magnetizaţie (i4), 
printr-o secțiune de corp limitată de conturul T [care nu cuprinde puncte de 
discontinuitate ale vectorului cimp M (7)], este o mărime scalară egală cu inte- 
grala de linie (circulaţia) a vectorului magnetizaţie în lungul curbei (în sensul 
asociat, după regula burghiului drept, sensului de referinţă pentru curent) 


i =, Mdr. (69) 


Densitatea curentului amperian (J4) sau densitatea curentului de mag- 
netizaţie J4 este o mărime vectorială egală cu rotorul cimpului magneti- 
zaţiei 

Ja = rot M. (70) 
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i A N este egală și de semn contrar cu fluxul magnetizatiei prin supra- 
ata 2: 


qu = — = - M dA, (65) 


versorul de referintá al elementului de arie e, = fA fiind indreptat spre 
exterior. dA 

Densitatea de volum a sarcinii de magnetizaţie (p,,) este mărimea scalará 
egală cu raportul dintre densitatea de volum a sarcinii de polarizatie magnetică 
și permeabilitatea magnetică a vidului, adică egală şi de semn contrar cu 
divergenta vectorului cîmp al magnetizaţiei: 


Puo= fU — — div M. (66) 
Ho 
Densitatea de arie a sarcinii de magnetizaţie (p4,) este mărimea scalară 
egală cu raportul dintre densitatea de arie a sarcinii de polarizatie magnetică 
şi permeabilitatea magnetică a vidului, respectiv este egală și de semn 
contrar cu divergenta superficială a magnetizaţiei: 


PMs = — div, M = — e( M, SS M) (67) 


(unde e, este versorul normalei la suprafața de discontinuitate dirijată de la 
.fata 1 pînă la fata 2). 

Momentul magnetie amperian al unei bucle de curent (m,), adică al unei 
mici spire, de vector arie A și avind intensitatea de curent 7, este egală cu 
limita produsului dintre intensitatea curentului $1 vectorul arie, cind aria 
tinde astfel spre zero și curentul tinde astfel spre infinit, încit produsul acestora 
tinde spre o valoare finită şi bine determinată: 

m, = lim iA, | (68) 


1-2 co 
4-0 


vectorul arie fiind asociat, dupá regula burghiului drept, sensului de referinti 
al curentului in spirá. Am folosit această mărime, derivată din mărimi 
electrice și geometrice, pentru a defini vectorul inducţie magnetică în vid. 

Intensitatea curentului amperian sau a curentului de magnetizaţie (i,), 
printr-o secţiune de corp limitată de conturul T [care nu cuprinde puncte de 
discontinuitate ale vectorului cimp M(r)], este o mărime scalară egală cu inte- 
grala de linie (circulaţia) a vectorului magnetizaţie in lungul curbei (în sensul 
asociat, după regula burghiului drept, sensului de referință pentru curent) 


L= $, M dr. (69) 


Densitatea curentului amperian (Ja) sau densitatea curentului de mag- 
netizație J4 este o mărime vectorială egală cu rotorul cimpului magneti- 
zatiel 

Ja = rot M. (70) 
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Momentul magnetic amperian dipolar (m4) al unui sistem de n sarcini 
electrice punctuale q, ale unor particule în mișcare, cu vitezele relative v; în 
raport cu un punct O, ales ca origine, este mărimea vectorială 


n Tk x UL 
nmt, = — j 71 
2,0 3 (71) 
care nu depinde de poziția și de viteza centrului O de referință dacă mo- 
mentul electric dipolar al sistemului este nul (X qr, = 0) şi dacă sarcina 
electrică totală a sistemului este nulă (Eq, = 0). 

Sarcinile magnetice amperiene dipolare (gj; şi — qua) ale unui mic corp 
polarizat magnetic amperian m sînt perechi de mărimi scalare fictive punctuale, 
egale şi de nume contrare, de valori absolute definite prin raportul dintre 
modulul acestui moment amperian și o extrem de mică distanță de referință 
între ele și in rest arbitrară, l, cu care sarcina magnetică amperiană pozi- 
tivă, punctuală, este presupusă deplasată după orientarea momentului ampe- 
ran față de sarcina magnetică amperiană dipolară negativă: 


Im] 
2l. (72) 


Quad = 


Intensitatea cîmpului magnetic (H) este mărimea vectorială axială de 
stare locală şi instantanee a cimpului electromagnetic, definită într-un punct 
dintr-un corp de produsul dintre valoarea reciprocă a permeabilitátii magne- 


tice a vidului L și limita vectorului inducţie magnetică în vid B,. dintr-o 


; „Ho i rad o : 
cavitate practicată în jurul punctului și avind forma unui scurt canal extrem 
de strimt, ale cărui dimensiuni tind spre zero si a cărui axă are direcția 
polarizației magnetice sau a magnetizatiel instantanee locale: 


H = lim E, (73) 


astfel că 
C. = Mm; X B. 


unde C, este cuplul care s-ar exercita în canalul vid asupra unei mici bucle de 
curent de moment amperian m, = iA, imobilă în raport cu referentialul iner- 
(ial care este în repaus relativ instantaneu față de materialul din vecinătatea 
punctului considerat. 

Inducţia magnetică (B) este o mărime vectorială axialá de stare locală 
şi instantanee a cîmpului electromagnetic, definită într-un punct dintr-un corp 
ca limită a vectorului cîmp magnetic în vid B,; dintr-o cavitate practicată 
în jurul punctului și avînd forma unei mici fante extrem de plate, ale cărei 
dimensiuni tind spre zero și a cărei axă normală are direcţia magnetizatiei 
sau a polarizaţiei magnetice instantanee locale: 


B = lim B, (74) 
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astiel că 


C; — m, x By, 


unde C; este cuplul care s-ar exercita in canalul vid asu 
curent, de moment amperian M, = iA, imobilă în 
referinţă inerţial, care este in repaus relativ instant 
din vecinátatea punctului considerat. 

În definițiile intensității cîmpului magnetic H si inducției magnetice B 
direcţia comună a axei canalului vid şi a normalei pe fanta vidă coincide cu 
direcţia polarizatiei magnetice, respectiv a magnetizatiei locale, cînd diferența 


instantanee — — H are direcția axei canalului, respectiv a normalei pe fantă, 


pra unei mici bucle de 
raport cu sistemul de 
aneu fatá de materialul 


' Bo M NS 
ceea ce permite definirea márimilor H și B, chiar şi fără a cunoaşte în prealabil 
polarizatia magnetică, respectiv magnetizatia locală a corpului. Mărimea 
B' = B[u, se numeşte intensitatea-inducţie a cimpului magnetic, iar mărimea 
H' — u, H se numește inducţia-intensitate a cimpului magnetic. Ca. şi ms, 
márimile B si H sint pseudovectori, adicá vectori axiali, iar unitátile de 
măsură corespunzătoare sînt univoc determinate într-un sistem dat de unități 
de măsură prin alegerea unităţii de măsură a intensitátii curentului electric 
(și, deci, a celei de sarcină electrică). Ca şi m, şi spre deosebire de B, inten- 
sitatea H a cîmpului magnetic este afectată de operația de rationalizare. 
Fluxul magnetic (0) printr-o suprafaţă orientabilă S, deschisă sau în- 
chisă, cu versorul de referinţă e, = dA: dA al normalelor pe suprafaţă, este 
mărimea scalară: | | 


1; 


i 


D = | B dA, 0) 
A | 


^d 
cu integrala de suprafață extinsă asupra suprafeţei S. iai. 

Ca și inducția magnetică, fluxul magnetic nu este afectat de rationalizare 
"Tensiunea magnetică (v,) din lungul unei curbe C, deschisă sau inchisă, 
cu sensul de referintá în sensul unic al elementelor de arc dr ale curbei, este 
mărimea scalară următoare, egală cu integrala de linie a intensitátii cimpului 
magnetic de-a lungul curbei C: rad 


as, =È H dr. "o =. i(16) 
| C i. : 


Ca si intensitatea cimpului magnetic, tensiunea magnetică este afectată de 
rationalizare. ; i a wp Ren 

Potenţialul magnetic sealar. V,,(v) într-un punct P, de vector de den f: 
dintr-un domeniu D în care intensitatea cimpului magnetic este iro alio 
(rot. H = 0), este mărimea pseudoscalară definită de relaţia: . 


V,(r) 2 Var) — Y. H dv, | 5 (D) 


i 


CE Scanned with OKEN Scanner 


EREVIAR DE MARIMI ALE TEORIEI MACROSCOPICE ' A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 69 


pină la o constantă arbitrară V„(r,), care este egalá cu valoarea potentialului 
în punctul de referință P (ro), apartinind tot domeniului D, ca si curba de 
integrare de la P, pină la P, care in rest este arbitrară, 

n regim magnetostatic, potenţialul magnetic scalar este definibil in intregul 
spatiu, este uniform — si se numeste potential magnetostatic. În regim sta- 
tionar sau cvasistaţionar, potenţialul magnetic scalar se poate defini fie numai 
pentru partea potenţială a cîmpului magnetic, fie pentru cimpul magnetice 
total, 'însă numai în afara conductoarelor parcurse de curent ȘI, in general; 
este neuniform. i ] 
„ Potenţialul magnetic vector (A) este mărimea vectorială definită, piná la 
un. cimp potențial arbitrar, de relaţia: | 


B — rot A. ^— (78y 


Potenţialul magnetic vector poate fi definit univoc: punind condiţia de alegere 
a divergentei lui, numită condiție de etalonare (adeseori, div A = 0), cum si 


alegind condiţiile la limită (pentru un sistem de circuite de dimensiuni finite 
și izolat, condiţia la limită pusă este lim |A|:r = const.). 
r> 
Permeabilitatea (u) unui material izotrop este o mărime scalară de mate- 
rial, determinată de natura şi de starea fizico-chimică locală a materialului, 


egală cu raportul dintre valoarea absolută locală a părţii temporare B, a in- 


ductiei magnetice și valoarea absolută locală a intensității cimpului magnetic: 


1H| (79) 
În medii anizotrope, permeabilitatea este o mărime tensorială definită de 
relaţia gr oa | | 


Permeabilitatea este o mărime afectată de rationalizare. 
Reluctivitatea (4) a unui material izotrop este mărimea scalară de material 
afectată de rationalizare, egală cu valoarea reciprocă a permeabilitátii: 


xd 

== | (80) 
lu 

Permeabilitatea relativă (u,) a unui material izotrop este o mărime sca- 


lară de material, adimensionalá si neafectată de rationalizare, egală cu cítul 
dintre permeabilitatea materialului si permeabilitatea vidului: 


1 


u =E. (81) 
În medii anizotrope, permitivitatea relativă este tensorul adimensional 


de. (Bla) 
Ho 


B -—ü-H. (79 a) 
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ds le dot magnetică (Ea) a unui material izotrop este o mărime 
xs e RAE e iile de rationalizare, egală cu raportul dintre excesul 
aţă de unitate al permeabilitátii relative a materi i Si ici 

i t alului 
S $1 coeficientul de 


(82) 


În medii anizotrope, susceptivitatea magneticá este un tensor Zn, astfel că 
M = X,H. (82 a) 


Permeanța (A,n) unui tub de flux magnetic, limitat de două sectiuni trans- 
versale echipotentiale si situat într-un mediu nestrăbătut de curenti electrici 
este o mărime egală cu raportul dintre fluxul magnetic (conservativ) al tubului 
ȘI tensiunea magnetică în lungul unei linii de cîmp a tubului, între cele două 
secțiuni care îl limitează: , 


A, = —- (83) 


Ca şi Um, permeanta este o mărime afectată de rationalizare. 
Reluctanía (Rn) unui tub de flux magnetic este o mărime egală cu mări- 
mea reciprocă a permeantei corespunzătoare 


1 
Rmn —: 84 
„=> . 84 
Ca şi Um, reluctanta este o mărime afectată de rationalizare. 
Reluetanta echivalentă (3,,) a unui circuit magnetic cu două borne de 
acces este mărimea definită de raportul dintre tensiunea magnetică la bornele 


[f 


circuitului (contatá pentru o curbă dusă între borne în afara circuitului) si. 
fluxul magnetic al circuitului — cu sensurile pozitive asociate după regula: 


de la receptoare 


Rome = e (85) 


Fluxul magnetic fascicular (®;) al unei bobine, constituite dintr-un con- 
ductor filiform cu mai multe spire coaxiale, apropiate, de dimensiuni practic 
egale, în regim cvasistationar, este fluxul magnetic prin suprafața S a unei 
singure spire, conturul ei fiind contat de-a lungul conductorului spirei şi 
închis prin izolantul înconjurător, în lungul unei linii a tensiunii la bornele 


reprezentate de „capetele“ spirei: 


$; = | Bd-A. (86) 

S 
de spira la care se referă, 
aşi pentru oricare dintre 
1 de referinţă al 


Fluxul magnetic fascicular depinde destul de puţin 
pentru ca, în primă aproximaţie, să fie considerat acel 
spirele bobinei. Sensul de referinţă pe curba spirei este sensu 


curentului. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


VIEVIAR DE MĂRIMI ALE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 71 


Fluxul magnetic (0) al unei bobine constituite dintr-un conductor fili- 
form cu mai multe spire, in regim cvasistationar, este fluxul magnetic prin 
suprafața Sr mărginită de curba I, contată de-a lungul conductorului filiform 
al bobinei, în sensul de referinţă al curentului, și inchisă la borne pe o linie 
a tensiunii la borne 


p = | B dA. (87) 
3p 


Dacá spirele bobinei sint egale si destul de apropiate, d = /Vó;, unde N este 

numărul de spire ale bobinei, iar ®©; este fluxul magnetic fascicular. 
Induetivitatea proprie sau inductanța proprie (L) a unei bobine consti- 

tuite dintr-un conductor filiform, în regim cvasistationar, este o mărime egală 


cu raportul dintre fluxul magnetic total, propriu, al bobinei și curentul care 
il condiţionează: 
o 
Le (88) 
1 


Dacá grosimea conductorului nu este neglijabilá, inductivitatea proprie se 
defineste prin raportul dintre dublul energiei magnetice a cimpului magnetic, 
propriu, al bobinei si pătratul intensității curentului electric de conductie. 
Această definiţie este mai generală decit prima, care corespunde cazului 
particular al conductoarelor filiforme; se poate aplica, insă, numai bobinelor 
fără caracteristici neliniare. 

Inductivitatea mutuală sau induetanfa mutuală (Lig a unui circuit 2 
in raport cu un circuit 7, ambele în regim cvasistationar, și constituite din 
conductoare filiforme, înconjurate de un mediu magnetic linear, adică avind 
permeabilitatea independentă de intensitatea cimpului magnetic, este o mă- 
rime egală cu raportul dintre fluxul magnetic total O, stabilit de primul 
circuit prin conturul T, al celui de-al doilea circuit, si curentul i, care con- 
ditioneazá acest flux: 


Lag-—-—. (89) 


E^ i 


t 


Semnul inductivitátii mutuale rezultă din semnul lui 6. 

Fluxul magnetic fascicular mijlociu (®;„) al unei bobine cu N spire, con- 
stituită dintr-un conductor filiform, este o mărime egală cu raportul dintre 
fluxul magnetic total şi numărul de spire: 


Fluxul magnetic de dispersie sau de scăpări (,,,) al unui circuit filiform 7 
latá de un al doilea circuit filiform 2, in regim cvasistationar, este diferenla 
dintre fluxul magnetic fascicular mijlociu, propriu, al primului circuit, si 
fluxul magnetic fascicular mijlociu, stabilit de primul circuit prin cel de-al 
doilea circuit: 

Pa = Ph — 0j. (91) 
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„ Induetivitatea de dispersie sau de Scăpări (Las) a unui circuit filiform 1 
eu. JN, spire, faţă de un circuit filiform 2 cu N; spire, este o mărime egală cu 
produsul dintre numărul de spire al primului circuit, şi raportul, dintre fluxul 
de dispersie al primului circuit, faţă de al doilea 81 curentul de conductie.care 
trece prin primul circuit : | ies 2 n 


Lj > Pn, (92) 


li 


. Inductivitatea utilă (L;i) a unui curent 1, față de un circuit: 2, este 
mărimea: : , Qus i box N ato P us 
Ld ML pila Lii = Lia — Line LO A 198) 
. Densitatea de volum a energiei electrice (w,) în vecinătatea: unui punct 
dat al unui mediu fără polarizatie electrică permanentă, cu histerezis electric si 
viscozitate electrică neglijabile, este partea din densitatea de volum a energiei, 
care depinde numai de mărimile de stare electrică locală a cimpului electro- 
magnetic (adică de E si D) și se anulează o dată cu acestea. În medii avind 
o- caracteristică; liniară de. polarizatie: | "fs 
] e . i i . n A ED i r E à 1 od LN 
W, = io : LL + (94) 


xo 


Densitatea de volum a energiei magnetice (w„) în vecinătatea unui “punct 
dat al unui mediu fără magnetizaţie permanentă, cu histerezis şi viscozitate 
magnetice neglijabile, este partea. din densitatea de volum. totălă:a eriergiei, 
care depinde numai de mărimile de stare magnetică locală ale ctmpului electro- 
magnetic (adică de H si B) si se anulează o dată cu acestea. În medii avind 
o .earacteristică de magnetizaţie liniară: | ^ 2 

on BH - (95 


- 2x 


"ng 


) 


. Energiile electrică (W,) si magnetică (W,) ale cimpului electromagnetic 
dintr-un domeniu v, situat într-un mediu fără polarizatie permanentă, cu histe- 
rezis și viscozitate neglijabile. Energia electrică a cîmpului, in condiţiile consi- 
derate, este integrala de volum a densităţii de volum a enérgiei electrice: 


moe W-—DBa.s | 0.15 70^ (963) 


v 2x 


- 


. Energia magnetică a cimpului, în condiţiile vonsiderate, este integrala de 
volum a densităţii de volum a energiei magnetice: 


d 
$ vá ws b E at EET 


VuOSUSI. a BE 00000 .9989 


T EP DR fh 


js e 


"ew ^ 


u MI ptr g 
HM ie 


4 Li 
[i 


Energia electromagnetică (W,,) a eîmpului electromagnetic dintr-un do- 
meniu v dintr-un mediu fără „polarizaţii permanente, cu histerezis și, visco 
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zitate electrice și magnetice neglijabile, este suma dintre energia lui electrică 
şi energia lui magnetică: | 


Wem xx | (w. + W,n)du, ; : l (97 a) 


jar energia electromagnetică transmisă W m de cimpul electromagnetic, în inter- 
valul de timp 7, ... ta, prin suprafaţa închisă 2, este- integrala de timp a flu- 
xului de energie din cimp Ps: 


Wai V Ps(t) dt. (97 b) 
ti 


„Fluxul de energie în cîmpul electromagnetice (Pz), printr-o suprafaţă in- 
chisá, }, este puterea transmisă de cîmpul electromagnetic din interiorul in 
exteriorul suprafeței X şi are expresia | 


P.— ( EU A. (98) 
| JE x | 
Densitatea fluxului de energie în cîmpul electromagnetice sau vectorul lui 
Poynting (S) este mărimea vectorială depinzind de mărimile de stare 
locală ale cimpului electromagnetic (adică de E, D, B, H), al cărui flux 
printr-o suprafaţă închisă X este egal cu fluxul de energie Py în cimpul electro- 
magnetic. În mediile în repaus: 
S = ExH E (99) 
x 
Potentialele eleetrodinamiee vector (A) si scalar (V) ale unui cîmp electro- 
magnetic. Potenţialul electrodinamic vector al unui cimp electromagnetic 
variabil de timp este fiecare dintre vectorii cimp A(r, t), definiti de relaţia: 


B = rot A, | (100 a) 

și de alegerea corespunzătoare a divergentei div A (condiţia de etalonare) şi a 

condiţiilor la limită. Dacă se alege drept condiţie de etalonare condiţia Lorentz 

div A + = EL =0), în care V este potenţialul scalar, A este potenţialul 
[^ 


eleetrodinamie. vector retardat: a 
Potenţialul eleetrodinamie scalar (V)-al unui cîmp electromagnetic variabil 
în "timp este fiecare dintre scalarii cimp V(v, t), definiti de relația s 


ulis d . . E--gmdV— 25. , —— ^ (100%) 


în funcţie de potenţialul electrodinamic vector, pină la o constantă arbitrară 
(determinată prin condiţiile la limită). Dacă A satisface condiţia Lorentz, 
V este potenţialul electrodingmie scalar retardat. .. 


p 
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2.2. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI ELECTRIC: 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 13. Sá se determine forţa de repulsie care se exercită între două 
mici corpuri sferice încărcate fiecare cu sarcina electrică de un coulomb, situate 
in vid la distanța R = 1 m între centrele lor (această distanţă fiind foarte 
mare în raport cu razele sferelor). 

Soluţie : Aplicám teorema lui Coulomb: 


F =>. 1h, 
4reg r? 
F fiind, în cazul dat, o forță de respingere. În diferitele sisteme de unităţi 
se operează cu valoarea numerică corespunzătoare a permitivitátii vidului zę, 
obtinindu-se însă aceleași rezultate. 
În sistemul MKSA neraţionalizat: 


Fm—$8.111 — 9-10 N ~ 9,2 - 108 kgf ~ 920 000 tf. 


În sistemul MKSA  raţionalizat: 


= = 9: 10N. 


În sistemul CGS electrostatic nerationalizat : 
Puit 90100310 0 06.404 9n 9 -10*N, 
În sistemul CGS electromagnetic nerationalizat: 


7 = 17 10-10 L 9 10 dyn =9-109N. 


Valoarea numerică excesiv de mare a acestei forțe pune în evidență faptul 
că unitatea coulomb este prea mare pentru nevoile electrostatic. | 

Problema nr. 14. Două mici corpuri de probă conductoare (practic punctu- 
ale), situate la distanța r’ unul de altul, se atrag cu forța F”. După ce sẹ 
aduc corpurile in contact şi se așază la distanța r” unul de altul, ele se 
resping cu forța F”. Se cere să se calculeze sarcinile q, si gs ale celor două 
corpuri. Aplicaţie numerică: r'—1 om; r” = 2 cm; F’ = 41N;F'—1N. 

Soluție : Din | 

F'——.55h. p E late, 
4r£&, — r^? 4n £o 4r 
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(în expresia lui F” s-a ținut seamă că după ce corpurile — identice — au fost 
aduse în contact și apoi au fost separate, sarcinile lor vor fi egale, şi anume 


q. + q : M PET L "E . +. » 
egale cu EE UE , conform principiului conservării sarcinii electrice adevárate) 


se găsește: 


Ry E ds . 16 nre, F” r” 
NR =A şi aka t | |E- 


şi deci q, $i g sînt rădăcinile ecuației q? + Bq + A = 0, adică 


2g, = + B + VB? — 4A şi 2q, = + B — JB: — 44A. 


Numeric: A = = 10-8;B = n 10-7; VB? — 4A = EL 107 gi, prin 
urmare, q, = 4,47 : 107C; qa = — 0,25 - 107C, sau q, = + 0,25 - 1077 C si 
qa = — 4,47 - 107 C. 

Problema nr. 15. Două mici corpuri sferice conductoare identice încărcate 
cu sarcini electrice egale și de același nume q, = g = q sint situate în aer 
(s ~= ep) la distanța R = 1 m între centrele lor, această distanţă fiind foarte 
mare față de raza a = 1 cm a sferelor. Știind că intensitatea maximă a cimpu- 
lui electric admisibilă în aer, în condiţiile experienţei (rigiditatea dielectrică), 
este E; = 30 kV /cm, să se calculeze valoarea maximă admisibilă a sarcinii q 
şi forţa de respingere F maximă, corespunzătoare, care se exercită între 
cele două corpuri. 

Solujie: Deoarece corpurile sint suficient de depărtate, se poate neglija 
contribuţia celeilalte sarcini la valoarea maximă a cimpului electric care se 
stabileşte în vecinătatea suprafeţei unuia dintre corpurile sferice. Intensitatea 
maximă a cîmpului electric are, deci, expresia coulombiană: 

x g X a 


Are, R?|R-a Arte a* 
0 0 


Sarcina maximă admisibilá se obţine cînd E = E, = 3-105 V/m si este 
(în unităţi MKSA): 


_ 4T pa l1 (40-2)2.3-105—L10C=-Luc 
Qmax = : a? E;,! r5, 00 )9*-3 + 10 ^ 0C E uG, 


iar forța de respingere, corespunzătoare (valoarea maximă a forței permisă de 
rigiditatea dielectrică a aerului), este dată de teorema lui Coulomb: 


Eee] = 10*N = 10* dyn = 10,2 gf. 


Problema nr. 16. Două corpuri punctuale avind sarcinile g >Q și g' >q 
sînt situate în vid la distanța d unul faţă de altul. Să se găsească, pe dreapta 
care uneşte cele'două puncte, acel punct în care intensitatea cimpului electric E, 
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este nulă, cum și punctul in care intensitátile create de cele două sarcini sint 

egale și au aceeaşi orientare, 
Soluţie : Fie. A primul punct căutat (fig. 16). Fiindcă q' > q>0, acest 

punct se poate alla numai între cele două corpuri, deoarece numai în acest 


d 
O ZB 
ea = O - O 
£'= *g E--E *g' 


Fig. 16 


segment E și E” au orientări diferite. Dacă notăm cu z distanţa punctului A 
de corpul încărcat cu sarcina g, vom avea cînd 


|E| —|E'|: 
xq *q' 
47 ep a? v 4m c(d — zh 
de unde 
t d 
1,2 I4 Yn ? 


unde n=% . Valoarea æ= z, corespunzătoare semnului +, determină 


q 
poziţia punctului A, situat între cele două corpuri punctuale încărcate, in care 
intensitatea cîmpului electric este 
nulă. Valoarea lui x = xp, corespun- 
zătoare semnului — , determină po- 
ziția punctului B, situat la stinga 
corpului încărcat cu sarcina q (x ne- 
gativ), in care cimpurile partiale E 
şi E' au aceeași valoare şi aceeaşi 
orientare. 
Problema nr. 17. Să se determine 
intensitatea cimpului electric într-un 
punct oarecare al planului perpen- 
dicular pe dreapta care unește două 
mici corpuri încărcate cu sarcinile g, 
şi respectiv qa = qı, plan trecînd prin 
mijlocul distanţei dintre cele două 
Fig. 17, corpuri (fig. 17). | 
Soluţie : Cimpul într-un punct oa- 
recare P va fi suma cimpurilor E,, E, create în acelaşi punct de fiecare 
sarcină în parte: 


x T X qiia 
E = E, + E E, — M Hiec Y 


dn tg rj dreg ri 
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Cum qı = 4, = 4 s ri = r} = r + a, 


a. (ri + Tra). 


a Axeg(r2 + a2) /: 


Dar 7, + r, = 2r $i, deci: 


AM — Te. — T 
2r e(r? + a2)'? 


Vectorul căutat este deci conținut în planul de simetrie. ` 

Problema nr. 18. Un pendul electric este format dintr-o mică bilă de metal 
încărcată cu sarcina electrică adevărată g; ea are greutatea G — mg, unde m 
este masa bilei si g — 9,81 m [s?, acceleraţia gravitației. Bila este suspendată 
de un fir inextensibil care are lungimea l $i greutatea neglijabilă în raport cu 
a bilei (fig, 18). Se cere să se calculeze perioada micilor oscilaţii ale pendu- 
lului în următoarele trei ipoteze: a) pendulul se găseşte în afara oricărui 
cîmp electric; b) pendulul se găseşte într-un cimp electric vertical, dirijat în 
jos; c) pendulul se găsește în cîmp electric vertical, dirijat în sus. Exemplu 


numeric., . | 


Solujie: Forţa de natură electrică ce se exercită ,,, 
asupra pendulului va fi: 
F = qE, 
orientată în jos sau în sus. 
Ecuația mişcării (tangentiale) este: 


n 1 = Pe. 
— (G+ F) sin ọ — ml a 


Dacă se consideră oscilaţiile mici, atunci sin q zz 
~ ọ gi, deci: 


— ml 2 
(mg + qE) 9 = ml i 


sau 
d*o g gE __ 7 
ea aa Fig. 18 
Integrind, găsim pentru perioada de oscilație: 
Pr 
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— P —— A FENOMENELOR Cre MG 


Prin urmare, in cazul a) T = 2x ul = 2z |/ EE 
g 


9,81 
è 2x 2x 
in cazul b) 7 — ii La 
E" Mc EUIS: ———————————— 
/ 9 pat 9,81 — 4-10-5- 100 
l ml 01 ^ 103.041 
Ay in cazul c) 


Y à —- 27 
! a — 4E 
I inl 


2x 
———— ——— 
9,81 4 - 1075- 100 
01 103.01 


— 0,823 s. 


Problema nr. 19. Douá sarcini electrice 


| — punctuale, +q şi —ng, sint situate în vid 
Fig. 19 la distanţa d una de alta. Să se arate 
că suprafaţa echipotentialá de potenţial 
nul este o sferă. Să se calculeze raza și coordonatele centrului acesteia. 
Solujie: Alegem un sistem de axe ca în figura 19. 


V(M) = [2 | [a 


r 


47 eo l| r r 47 £g 


x r' 
Pentru V = 0, rezultă r =>, sau 
n 


ma — 2|» * 2|-[(s-- 2] + spat. 


respectiv, fácind un artificiu, 


dn 


2(n? — 1) 


[xd + + 2=( E 
n* — 1 


Raza sferei: 


dn 
R = . a 
n?— 1 
n2 + 1 


Coordonatele centrului: z = ai 
n — 


d 
.— 7? z0: = 0, 
2 > Yo Zo 


Problema nr. 20. Se dau două sarcini punctuale de valoare +g situate 


în vid la distanța 2d una de alta. Se cere: 
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a) să se calculeze si reprezinte grafic variația cimpului 
în lungul dreptei comune. l 

b) să se traseze aproximativ liniile de cîmp $i liniile echipotentiale ( 
planul z — 0) 

Soluţie : 

a) Impártim spaţiul in 3 regiuni si aplicăm teorema superpozitiei, Notám 
cu E, proiecția cimpului rezultant pe versorul e din figura 20-a. 


potenţialului 


in 


x 1 1 ; 
Pe] 
: 4xe |r ta +r ZI e Mec) 
1 1 
GEO + ES 
HO azer Tor 
1 1 
Vii =— |- + 
iii 4zeo Lr  r—2d 


q [1 1 
E i-i 4 _ 
PI Ar £g "hu (2d + ry? 


1d 1 


47 eg |r? (2d — r} 


1 
Evm = 5 E Ls yer 


47 eo Lr? (2d — r)? 


La reprezentarea grafică ţinem 
, 1 i 
seama că E, scade cu—, apli- 
r 
cám și aici superpozitia, repre- 
zentind pe rînd cîmpul şi poten- 
fialul fiecárei sarcini in raport 
cu distanta de la punct la sar- 
ciná. 


b) În raport cu un punct N(z, y, z) din spatiu 


ViN) = - [eA Tera 
M= mat TEPES  VTGcyTT 


respectiv in planul z — 0, urma suprafetelor echipotentiale reprezintá curbe 
de gradul 8. La reprezentarea liniilor de cimp se tine seama, aplicind teorema 
superpozitiel, cá in imediata vecinátate a sarcinilor ele sint radiale, respectiv 
suprafeţele echipotentiale sferice. În fiecare punct, o linie de cimp este nor- 
mală la linia echipotentialá pe care o intersectează. Se obţine astfel spectrul 
din figura 20-b. 

Problema nr. 21. Să se calculeze cimpul electric produs în vid de un fir 
rectiliniu finit, încărcat cu densitate lineică de sarcină constantă 0, într-un 
punct M situat la distanţa a de fir. (fig. 21). 
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Solutie: Luăm un element d! de pe fir care va produce în punctul M cimpul 
elementar : 


Ap A R 4 . "e 
dE, =- l >. =, UA. dE, = d /7,-sin 0. 5 dE,, = d E,-cos o. 


A 
A 
S 
> 
x 
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Fig. 20-b 
: a 
R—-——; l=actge; dl--— n 
' sin [v4 sin? % LE 
Utilizim ca variabilă independentă unghiul « 
. *pj  — sin pe a xer xl 
dEy,. =.: lar T des. By, =| ' dE, = L (cos 04.-]- COS a») 
C AT Eo a i z—0, AT ya s! 
^ xP;  — cos 
Ateo . d 
- a j xo i E A sof 
Ey. = | ' dEyp=-— (sin. ap sin: a3); 
T— da 4n Ed RA 


Se poate calcula deci modulul gi.orientarea in 
^ orice punct din spaţiu. 
Cazuri particulare 
a) pe mediatoarea firului («, = «2 = «) 


x 
Eyn = ——— 008 [aM Ey, — 0, 


b) la firul infinit lung (c, = «s = 0). k 


P1 E 
Eyn = ? Ey, = 0, 


21 Epa 
c) la unu] din capetele firului (s = T ; a = a) | 
xp, . xp , 
Eys = FL cos a; — Ey. L (4 — sino) 
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Se observă că la firul infinit lung, cimpul este plan paralel: modulul: depinde 
doar de distanţă iar vectorul cîmp este normal pe direcţia firului. 

Problema nr. 22. Se dau fire rectilinii, paralele, infinit lungi, încărcate cu 
densitate de sarcină lineică +p; și respectiv —py. Să se calculeze cimpul si 
potenţialul in punctul curent (fig. 22) pe T 


Solutie: Aplicám ‘teorema superpozitiei tinind seama ..de ;problema 21, 
punctul b) i i AR x. | | 


E; sis i =a], 


2 2 
2x €o | 7$ ri 


Ey Ya aducă e e d bs i 
Dar —— = = şi tinind seama că prin. construcţie apare unghiul comun 9, 


T Ev, JA " TT NES ] aat ; 
rezultă: au A QAM ~A BCM.. 
Hmi u. EDP METRE TM JH TT LS. 9. .4.ana A 
adică: = îs : dar rg = V+ ri — 2r,-d- cos 0 
Va Ta E 
: d | XQ o7 7 — dos i 
Ey > Ev my Ene r Vd + r} — 2d r cos GE 
Pentru calculul potenţialului aplicăm formula „cunoscută: ` 
VM) = VM) = V Ee dm 02 n 
Vf) = VOL) + JEL m E; VaM) = VOL) — 3 dn E 
2T £g Tg 27.0: -> "To 


VAN = VAM) + VaM) = VUE) + E In e. 
T £o 2 
Dacă convenim să luăm V(M)= 0 pe axa de simetrie (r, = r3) 


" VUD en ran Dee: rei cies o0 
s 39mtg . Tao Pour 


Liniile echipotentiale, V(M) = const, Ji = const, sint o familie de cercuri 
Ta 
(numite ale lui Apollonius) ale căror,centre se află pe dreapta ce uneşte cele 


două fire. 


6 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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. Problema nr. 23. Să se calculeze forţa de interacțiune dintre două fire rec- 
tilinii, paralele, de lungime l, situate în vid la distanța a unul de altul 
avind densități lineice de sarcină 0, Și oi, (fig. 23). 


Soluţie: Asupra unui mic element dz din firul 2 se va exercita forţa: 


AP, = PI, Ey,, * dz, 
respectiv 
dF, = Pn Evm da 


d Ps, = Pa ° Evis ‘dg, 
dar conform problemei 21: 


xp. xp — 
Eyes = A (cos &4 + cos 3) = h "EP NES + ta Lu NS 
4x £a AT Epa Væ + r? lo? + (l — xy 
xo " " *p 
Evis — h (sin C1 — SIN Qt) = h —— s — M" C — 
47 ga 4r ega Ya? La? l'a? + (LI — xy 
i XP ' ej, (' d Ye? e 2 
Pare =|| ap, = Eee e a Pg fja z-4| 
0 2xrea Jo Va +r 2r ea 


cáci cele 2 integrale care apar sint egale 
Fas = $ AF, = 0. 
0 


Deci forța de interacțiune este normală si produce respingerea firelor (este 
pozitivă dacă pj, - pr, >> 0) ceea ce era de așteptat. 

Forţa specifică (pe unitatea de lun- 
gime) 


F 
fis =` m = 


— xX Ph ° Pl g al. 
a 1+ Bg l 


2% Eo 


Dacă |— oo, se obține rezultatul 
simplu: 


Problema nr. 24. Pe un fir in formă 
de semicerc, de rază a, este repartizată 
uniform sarcina electrică adevărată q (fig. 24). Care este intensitatea cimpului 
electric în centrul semicercului? Exemplu numeric: q = 10-9C, a = 10 cm. 

Soluţie: Din expresia coulombiană 


T 
AT ep 
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deducem (fig. 24): 


E, =$ xe | als -— xP; V cos 0 dð —0 
4m tg Jc a 4n £o Jo a ? 
deoarece r, = — a cos 0 si 
E. ( ryadü — XPi NL xP] 
» 4meg .c 03 ádnteg Jg «a T Inea 


fiindcă r, = a sin O. 


Densitatea de linie a sarcinii elec- 
trice rezultă din 


= na pos 
q Z P; . B as PR 
şi, prin urmare, UE. —— Ms 
i : (40) JÉ 
E-——j, 
2x? a? £g 
j fiind versorul axei Oy. Numeric, 
în sistemul MKSA raţionalizat: i 
Fig. 25 
. -8 
pa 2578.10 2. 
2 n? 0,12- x 


4n - 9-10? 


Problema nr. 25. Sá se găsească valoarea intensității cimpului electric intr-un 
punct oarecare al axei unei spire circulare de rază a situată in vid, încărcată 
uniform cu densitatea lineară de sarcină electrică adevărată p; (v. fig. 25). 
Exemplu numeric: p, = 10 unităţi CGS electrostatice, x = a = 1 m, x fiind 
distanța punctului P in care se calculează intensitatea cimpului de la 
planul spirei. 

Soluţia 1: Din motive de simetrie, vectorul intensitate într-un punct de pe 
axa Oz nu are componentă decit de-a lungul acestei axe: 


p, r ds xp,cosaa (27 xpa COS X 
pi By at p I sl dic i iei „8 
ui 47 ep Jr 7r? AT Eola? + x?) Jo 2 e(a? + a?) 


deoarece r = (a? + 12)h şi r, — r cos « = 7. 
Rezultatul mai poate fi pus sub forma: 


xp ar 


i fiind versorul axei Ox. 
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Soluţia a 2-a: Intensitatea cimpului se poate obţine calculind intii poten- 
fialul din punctul P: 


x ( p,ds xp,a 
Axe SUR 2 ey (a? + a2): ? 
oV X pax 

E, = -———- 


da . 2e (@ 4 a2) 


= 
Sua, 
= 
~ — 
~ 
Ssa E 
Somme lea eec A mL 
bebe — — — 
-— d 
L- m” g 
„— 
EA A 
pò — 
psi 


Fig. 26-a 
Numeric, caleulind în sistemul, CGS nerationalizat: 


po E e ojus d 
© 2/8«a  2V8.1-100 


E, = 0,223 - 3 - 10: = 0,669 - 104 V Jm. 


Problema nr. 26. Sá se determine intensitatea cimpului electric in centrul 
unui semipoligon regulat cu un număr par n de laturi (poligonul întreg are 
2n laturi), cercul circumscris avînd raza a, laturile poligonului fiind încărcate 
cu sarcină electrică repartizată uniform cu densitatea lineară pr. Exemplu 
numeric: n = 6, a = 10 cm, o; = 10 C/m. npn C 

Solütie: Să rezolvăm problema preliminară a cimpului unui segment de fir 
încărcat cu densitatea p; a sarcinii electrice in mod uniform şi să determinăm 
cîmpul într-un punct al mediatoarei segmentului (fig. 26-a). Din motive de 
simetrie, cîmpul nu are componentă decit în lungul mediatoarei (vezi pro- 
blema 21). aa | | | 

Însă r, = a, 2 = 3 + 2? şi, deci, 


a % 
+ ztg 3 in — 
xp 3 ds xp, Sin 3 
E, = E = uir dit A Ei PPP —— A 
4T €9 a (52 p 2) la 27 Egt 
. uhi i ! 


În cazul poligonului trebuie să insumám vectorial cimpurile produse de 
fiecare latură în parte, pentru a găsi cîmpul rezultant, care nu are decit com- 
ponente în lungul axei Oy, deoarece laturile simetrice în raport cu Oy își 
anulează reciproc componentele pe axa Ox (fig. 26-b) | 
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Prin urmare: 


E = Ej oos (2 — 1 s] - Ecos (2 — 3 2-]9- 


"PEL sin Z y^ cos [5 — e DZ] 


Dar 
și, deci, 
' x po T 1 xP _ xP A 
E = PI inc an geor R IN a 
2m Egt 2n n T Egt x 
sin — 2m Ep a cos — 
2n 2n 


La limită, cind n — oo, adică atunci cînd apotema 2 tinde spre si e 
a cercului circumscris, regăsim valoarea cimpului produs de un semicerc 


cat uniform în centrul său (v. problema nr. 24): 


XR 
— 2T Ea 


Es 
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Numeric, în sistemul MKSA ralionalizat : 


110-9 eV 
E = 487 2, 
2* —— ———— .0,4 cos — m 
4r * 9-10? 12 
în cazul poligonului cu șase laturi, iar în cazul semicercului: 
kV 
E = 180 —, 
m 


diferenţa dintre cele două valori fiind foarte mică (3,9%). 
Problema nr. 27. Să se calculeze intensitatea cimpului electric într-un punct P 
situat la distanţa z de un plan încărcat uniform cu sarcină electrică cu 


densitatea superficială p,. Exemplu numeric: p, = ÎL - 10-5 2, 
T m 
Soluţia 1: Cum formula potențialului coulombian 
— X 5 dA 
dr E T 


nu este aplicabilă în acest caz (deoarece planul este infinit şi la infinit poten- 
fialul nu poate să tindă spre zero), să aplicăm direct formula: 


— € € ~ h) 
47 £g r? 


care este valabilă în toate cazurile. Din 
motive de simetrie, vectorul intensitate nu 
poate avea componentă decit in direcția 
perpendiculară pe plan. Sá calculüm 
această componentă: 


E mE x | esnrx dA . 
i 47 £g P 
Însă 


: T4dA rdA cos 
Te =T 008 o și CO = Pa = dQ, 


n 


dQ fiind elementul de unghi solid sub 

care se vede elementul de arie dA din 

Fig. 27-a punctul P (fig. 27-a). În consecinţă, pen- 
iru semispatiul z > 0, 

E, = Mr (ano reas = se: 


47 Eo 4T Ep 2 ce 


sau 


E = + 


Xps e 
n ^ 
i fiind versorul axei Oz, semnul (+) fiind pentru semispatiul din dreapta 
planului (z > 0), iar semnul (—) pentru cel din stinga lui (x < 0). 
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Potenţialul se calculează imediat, dacă convenim să luăm potențialul pla- 
nului egal cu zero. 


V = - Eda = FẸ Edr=F LM 
) 0 2&9 , 


semnul (—) fiind pentru semispa(iul x >O si semnul (+) pentru semi- 
spaţiul z < O. 


Fig. 27-b Fig. 27-c 


Soluţia a 2-a: Datoritá simetriei plane perfecte, se poate aplica teorema 
lui Gauss, alegind ca suprafatá inchisá X pentru calculul fluxului, un parale- 
lipiped, astfel cum se aratá in figura 27-b. Din motive de simetrie, vectorul 
intensitate al cimpului electric este orientat normal pe planul incárcat. In 
consecință, fluxul electric prin feţele laterale (perpendiculare pe plan) esie 
nul (deoarece E dA = 0), iar fluxul prin suprafața È se reduce la fluxul prin 
cele două suprafețe de bază de arie A. Cum aceste suprafeţe se găsesc la 
aceeaşi distanţă de plan, de o parte şi de alta a lui, din aceleaşi motive de 
simetrie, vectorii intensitate nu pot avea decit aceeași valoare E pe ambele 
suprafețe, dar orientări antiparalele. Deci 


| EdA -| EdA 4| E' dA —2 AE, 
5 S S’ 


iar sarcina din interiorul paralelipipedului: 
qz =p, A. 
Prin urmare, 


2 EA — -— o, A, 
Eg 


Ce unde 


E = sau E = 5i 
pr 
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Numeric (sistemul MKSA rationalizat) 


1 d. . 10-8 
E = — 7 = 4,5 kV 
9. 1 m 

4r 9-10? 


Se observă că intensitatea cimpului 
electric este independentá de distanta 
T (cimp uniform), in' fiecare semispa- 
hu, $1 prezintă o discontinüitate egală 
cu 2E = 2% jn: dreptul planului 

£9 . ers | 
(v. fig. 27-c) în: care 
Vs Ei... e uc 

Problema nr. 28. Să se calcüleze si 
reprezinte grafic variația, cimpului si 
potentialului electrostatic intre douá 
plăci paralele, infinite, încărcate cu 
densități de sarcină situate în; vid. 

Soluţie : Aplicám teorema superpozi- 
-— (iei si utilizăm rezultatele problemei 27. 
Fig. 28 ; : 

Cu versorul e din figura 28, avem: 


Es = Ep, + Be + že) = 0; Vu = Vaconst, 


se reprezintă 


d 1 MM y | x. | | | | ^ f 
Ey =e [22 3 d e LE V (2) — V, = Eygdz— V4— : z 
eo — 0 ^ . 0 Eo 


Ey un = e| — — 2%) —0:5. Vg = Ve Va — a consti: 
2 £g 2 £o à : 1 £9 d 


"Se observă că între plăci cîmpul este uniform, iar în exteriorul lor este nul. 

Problema nr. 29. Sá se calculeze intensitatea 'cimpului electric si poten- 
fialul într-un punct oarecare de pe axa de simetrie a unui disc subțire de 
rază a, uniform încărcat cu densitatea de'suprafatá o, a sarcinii electrice, 
discul fiind situat în vid. 

Exemplu numeric: p, = 1078 — ;-à: 10 om; 'z — a. 

m? . 
Soluția I: Caleulám potențialul unui punct oarecare P (fig. 29): 


V — ps | dA 
spp eE — 
AT I S r > 


cu dA = p dọ dO si 7? = p? + a? si, deci: 


V eu V edo — C d0 = Kaiti (Va 4- a? = 2) 


T 1 9 
4n € , e = 5.203 0767 4 Ep 
0 Ü p og END v + . 
(p^ d- 23)2 p 
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pa bip Ra i tu. 


N St * 4 Piu "A e 4» z A Las. 24a 
UT og lH iei țiței” 

da 2e æ+ a) ; 

ind numai componentă în lungul axei Oz. Se observă 


tine intensitatea cimpului unui plan extins (problema 


ai) v 


vectorul intensitate av 
că, dacă a — co, se ob 


nr. 27). i pia 
Soluţia a 2-a: Calculăm înţii intensitatea cimpului “electric: 
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NER PEST (=, 


X 
LATE Eg Ps ! 


- et á 
AA 


dar cum r, — z, rezultá 


A xox (4 ; ed 2r 
E = E (i tus d = 
AT £g Jo (P? + 27) * Jo 


__ Xps | __ x | 
2e, Yat + a 


iar potenţialul V, luînd originea de po- 
tential la infinit: 


ya V AT e N (: _ 


— Tars Jas: à (2: ya + z k 
i Exemplu numerie (în sistemul MKSA* ' : 
rationalizat):' - S No 
y= T (3—1) 107 = 234V; 


An: 9.10 


"4 


E = A  r- 73) = 167 5: 
27% -9 + 109 


Problema nr. ..30. Un plan: încărcat 
uniform cu densitatea p, à sarcinii, elec- 
irié& are un orificiu circular de rază a. 
Se cere să se determine idtensitatea cim- 
pului electric în punctul Pisituat pe axa < 
fantei la distanţa z de 'plan, (fig.. 30). ,. 
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Solutie : Să aplicăm metoda superpozitiei, considerind c 
ca fiind superpozitia cimpului E,, produs de plan fără orifi 
produs de discul circular de rază a încărcat cu den 
electrice, plasat in locul fantei: 


impul în punctul P 
Iciu, $1 a cimpului E, 
sitatea — o, a sarcinii 


E, = “į (v. problema nr. 27) 
2€9 


şi 


yet mam li -ya |i 


2E8 


(v. problema nr. 29). 
Cimpul rezultant va fi: 


pr. 
rt 
a 


Cap DA e Da stis d 


24 Vaza ? 


sau 


E — i sin e. 
289 
În centrul fantei (a = 0), cîmpul va fi nul. La 
distanță foarte mare de plan (x — oc), cimpul 


va fi uniform si va avea valoarea “=, ca si cum fanta nu ar exista. 
2 


€ 

Problema nr. 31. Se consideră un mediu nepolarizabil electric (e = c), in- 
cărcat cu sarcină electrică, si o cavitate vidă practicată in jurul unui punct P 
(in vecinătatea căruia sarcina electrică era repartizată exclusiv cu densitatea 
de volum p,, mărginită). Să se demonstreze că, dacă dimensiunile cavității 
tind spre zero (cavitatea stringindu-se pe punctul P), intensitatea cimpului 
electric E, în punctul P din vidul cavităţii tinde spre o valoare-limită inde- 
pendentă de forma şi orientarea acesteia. 

Soluţie : Dacă se notează cu D — domeniul în care este repartizată sarcina 
adevărată, cu Do, — porțiunea din D mărginită de suprafaţa 5, a cavităţii 
și cu D’ — domeniul exterior cavităţii (a cărui reuniune cu De., este D), se 
poate scrie: 


E | | òR 
aci 47 £g D' RI 4n £g D R3 AT Eo Dcav R$ 


Dar in Des, 83g = o, dv si, deci: 
x va" ; SR 
lim Ee — lim — | AR -i Reo àv|- = | L — Ep 
Dea s> P Dcav- P 4T £j p Æ Dcav R? 479 JD R 


deoarece, cînd se trece la limită, primul termen (independent de forma, orien- 
tarea și dimensiunile cavității) este constant, iar 


lim | Polt )R dv'. 
47 Eg Dcac P R? 


E, = 
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Dar 


| E, | = lim | e(t dv < x lim V Py | dv' 


AT € DcavP | R? AT €g Deav>P ) R? 


şi dacă observăm că | p, | <| Pomas | Şi extindem integrala (pozitiv definită) 
asupra volumului Dz, al sferei de rază a minimă cu centrul. in P care 
contine cavitatea, se pot stabili inegalitățile: 


int ; dv' : 47 RAR 
x Dcav Dy 


Diav P R? a0 R2 
cu dv' = 4r R^ dR 
O « *|E,| «| Pons | lim V dR — 0, 
x a>0 Jo 


din care rezultă: 


adică 
. z R 
lim E,, = rr. 9 
Dcav— P 4T €o JD R? 


este independentă de forma si orientarea cavității, calculul efectuindu-se ca 
şi cum aceasta nu ar fi fost practicată. 

Problema nr. 32. Să se determine intensitatea cîmpului electric și poten- 
tialul în cazul unui cilindru circular in- 
finit lung, de rază a, de permitivitate 
c9, încărcat uniform cu densitatea de 
volum p, a sarcinii electrice. 

Soluţia 1: În acest caz nu se mai 
poate folosi formula potenţialului 
coulombian ; 


y IE: * (e , 
47 Ep 


deoarece această formulă a fost de- 

dusă în ipoteza cá la infinit potentia- 

lul tinde spre zero, ceea ce nu este va- | 

labil în cazul cilindrului infinit lung. Fig. 32-a 

Tinind seamă că vom avea de-a face cu i 

un cîmp plan-paralel, putem aplica potenţialul logaritmic. l 
A) Pentru un punct din exteriorul cilindrului, la distanța R > a de axa 


lui (fig. 32-a), avem 


V, == , p, Inr dA, 


27 Eo 
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unde § este suprafaţa unei Secţiuni transversale prin cilindru, 


= JA + e* — 2 Rọ cos 0 = R (1 — 2 £ cos 0 -+ E 
i R m 


și dA = odo dð. 
Prin urmare, 


uu = e edo" (i —2 È cos 0 + £ Em n d0. 
l * €g J0 
Dar 
NE (1 — 2 u cos 0 + u?) dð = 0 
0 
pentru u = <1 (vezi Manualul Inginerului, I, p. 113) şi ceai: 
Pa *Py (a Med" 
es | 229 ln R dð = — aln R. 
2T £g 9 2 €o 


Pe suprafaţa cilindrului potenţialul devine 


i x 
Vea = — — a? ln a. 
2€g 


Cum px se poate adăuga orice constantă finită, să adăugăm mări- 
.. D " s p x 
mii V, constanta a? ]n a, în scopul de a face ca potenţialul suprafeţei 
cilindrului să fie nul. ! Deci: 


Intensitatea cimpului electric rezultá: 


. R- 
i E, = — grad Te a E 
) y 2e9 P 


B) Pentru un punct din interior procedám in mod analog: 


pă 
PI ies e 


1 an(1— 2.8. £)1 a] 
s ef, nro nm 
Însă, pentru R > o, — si 


D=" în (1 — 2 u cos 0 + u?) d0=0, 
0 
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i Hà € HÀ ————————————— 
iar pentru R < p, u = > 1 şi 
27 No l 
I" =Í In (1 — 2u cos 0 -+ u?) dð = 4 m In £. 
0 R 


În consecinţă, 


s “09 R xpy (a 
peat ( ọdọ 2x In R — — | odo [27 In 5 + 27 In, R) = 
27 co Jo 2m eg JR R 
= oL gus R — e È? pn pdo. ke | 
wt o. 39 JR s 
Cum mE | 
a 2 ^ 2|la 
" aln odo = mn o- H| = 
(e edo E p 


1 1 "x 
= 71e mac Bln Rgl — EX Ug 


L 


P. 


rezultă 
r i ` 
xP; xp T | 
Vi L— —, : v a? ln a + 9 (a? — R?). t QU Fig. 32-b 
£p . 4 €, i 2H i 
: : N , ga n: i 1Py | FIE í 
şi, în sfirgit; adáugind constanta a?ln a rezultă:!: — ^ 
i Eo i 


* 
V; (e B), 
4 £o 
care se anulează pentru R = a, ca şi Ve, astfel că V, = Vi pe] suprafata 
HR — a. 
Intensitatea cîmpului electric rezultă: 


E; = — grad V; = ^ R. 


£o 


Felul cum variază mărimile intensita 
poate urmări in figura 32-b, | 
Soluţia a 2-a: Aplicăm formula: 
_ kX ( Pur dv ; 


F 3 
4T Ep m. 


te si potenţial, in functie de rază, se 


pentru un punct din exteriorul cilindrului (R > a). Se vede că, din motive de 
simetrie, vectorul intensitate nu are componentă, decit în lungul „razei R 


(fig. 32-6)* > 


E sý X T 
== =p s—9 e 1 "- , 4 
f AT Eo Je r* "4 
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Însă 
r? = p 2, 22 = R? + p2—2Rp cos in care s-a notat MP = x 
dv = pdp dz d0, 


rg = R — p cos 0. 


Prin urmare: 


E, = *p, y pdo (” (R u 


AT £o Jo 0 
+o d 
— ọ cos 0) df € N 
, — eo (x? -+ z?) fa 
Dar 
te dz — |1 z +o% 
" (3: o [ae Vreo 


- 2 
a — Rb p?— 2R p cos 0 
1-2(7 F(R— p cos 0) dð —— 


o R+ @— 2 Rp cos 0 


2 
=+ |0 "+ 2(R- 
0 
MU eemu; 
|^. 2R o R*-4[g£ — 2Rp cos 0 
2. n MEMO S 
mc uuu e are tg (7 E 2) ur m LIE 
R R R— g R+ ep 2] | R R R 
și 
a a? 
pdp — — 
! 2 


și, în consecinţă, . 


E — *p. gi. 
2 Ep R? 


Potențialul rezultă imediat, dacă se ia suprafața cilindrului de potențial zero: 


R x R x 
n=- E, dr =— aj RiR 0-9. 8], 5. 
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Pentru un punct din interior se procedează în mod analog, tinind seamă 
de faptul că integrala | í 
SR UE p HR co 


1 =24 
o Ri4 p2—2 R pleos0 


4x , 
are valoarea r3 pentru R > p şi valoarea zero pentru R < o $i, deci, 


X9, (R4: xp 
E; == i, = odo = — R. 


Potențialul va fi: de 
V; = -È Edr = — fo (* RAR = 


1 xp £g .a 
= — a (R? — a?) . 
4 €9 
Soluţia a 3-a: Datorită simetriei cilindrice 
perfecte se poate aplica teorema lui Gauss, 
luînd ca suprafață 2 un cilindru de rază toc- 
mai R şi de înălţime oarecare (fig. 32-d). 
Pentru R a se obţine: 


| E.dA = 
PM 


= (Baa = (| E.dA = E. (dA = E, 27 Rh; 
Aria lat. Aria lat. Aria lat. 


qz = p. ra?h 


şi, deci: 
x 
E,2x Rh = — pu nah, 
£o 
de unde: 
f xp R 
E, = —- a: 
92 A R? 


Pentru R < a se obține 
E; 27 Rh = Ea d 
£o 


de unde: 
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'"Comparind vele trei soluţii date problemei se constată eficacitatea. celei 

de-a treia metode, care a necesitat calcule foarte puţine. on 
Problema nr. 33. Să se determine potențialul și intensitatea cimpului electric 

în cazul unei sfere de rază a uniform încărcată cu densitatea de volum p, a 


sarcinii electrice, sfera avind: permitivitatea eg. 


-' Fig. 33-b 


"P " 
XE T j 


Soluția 1: Fie R distanţa de la punctul unde se calculează potenţialul 


și cîmpul la cențrul sferei. | l 
a) Cazul cînd punctul în care calculăm potenţialul V, * este in éxteMorul 
sferei (R > a) (fig. 33-a). Folosim formula: . ,. | "T 


x du 
V, is —— b 
r 


Punind în coordonate sferice (p, 0, o) dv = e? dp sin 0 dO de 
cu 


ae e M et 
r = |R? + -œ — 2H p cos 0, 


se obtine 


Xp. d d 1 2n 
"S Po e edo * . Sin 0d0 | dọ. 
47 eo Jo ` Jo VR? + p?— 2 Rp cos 0 Jo 
Dar "Hihn oan 
V dq = 2n, iar 
fe Sai Mur! 
fa U sin 0 dð __ 2 C d(R?4-p?*—2 Rpcos0) _ 
o VR? + gi—2Rgcos0  .2Rp Jo 2l f? + g? —2 Re cos 0 i 
2 (m d(r) 2 = 2 2 
= —— == r| = : R )— R — = — 3 R > . 
wo WT ar ar == pi G9 
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Prin urmare: 


" xe, dr (a q 
Ve = T) p? dp = "Pe 7 
: 0 Je; R 


iza 
3 


sau, punind q = M 


x 
y, = q 


dre R 


În consecință, pentru punctele exterioare sferei, potențialul electric rezultă 
A fi Lom ca $1 in cazul cind toatá sarcina sferei ar fi concentratá in centrul 
al ei. 


Întensitatea cimpului electric va fi: 


b) Cazul în care punctul in care caleulám potentialul V; este in interiorul 
sferei (R < a). 
In mod analog. 


Ve x Y 2d ( sin 0 d0 (^a 
AT £g T E o VRE- £^—2Rgcos0 Jg P 


- 


Dar | 
I= C sin 0 d0 _ 2 U dr) _ 2 T 
Jo VR? 4 —2Rpcosð  2Rp J 2V  2Rọ | lo 


poate fi în cazul cind R > p: 


ii st c senium. 
dab AER Ut pen 


- 


iar in cazul cind R < p: 


J” = 2 
2Rg 


[(e + R) — (p — R) = 


D 


Prin urmare, integrala în raport cu p de la 0 pînă la a trebuie despărțită in 
două integrale: prima de la 0 pînă la R pentru care R > o şi este valabilă 
expresia J’, iar a doua de la R piná la a, pentru care R < o $i este valabilă 


expresia I”: 
y, = f» V 2e de D 2ede|= € s R? + — r|= 


2c, LJ R 
9 Ep 3 Sr eo La 3a? 


— Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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şi 


E; = — grad V; = vd. R = A A. 


i 3 
£o ATE a 


Se observă cá la suprafaţa sferei (R = a): 


x xo 
Vs Vi A; E; = E, = — a. 


dreg a 3 £o 

Felul cum variază V şi E cu raza R se 
poate urmări în curbele din figura 33-c. 

Soluția a 2-a : Datorită simetriei sferice 
perfecte se poate aplica teorema lui Gauss. 
În orice punct situat la aceeași distanță 
R de centrul sferei, cimpul trebuie să aibă 
aceeaşi valoare. Orientarea lui Æ coincide, 
tot din motive de simetrie, cu orientarea 

Fig. 33-c razei R. 
Pentru un punct exterior (R > a, ale- 

gind ca suprafață închisă X o sferă de rază R, putem scrie: 


( E. dA =Í E.dA = EA dA = E, 4r Re. 
p> Z 3 


De altă parte, sarcina g din interiorul suprafeţei este: 


i Land 
93 q 3 ev 
$1, deci: 
3 
E, în m = E ES 6, — M q, 
0 0 
de unde: 


Xp, a3 R xq R 


3 €o Rs ^— 4x & R? 


E, = 


Pentru puncte din interiorul sferei (R < a), fluxul prin suprafața 2 are o 
expresie analogă, iar gx reprezintă de data aceasta funcțiunea din q cuprinsă 
in sfera de rază R < a: 


rR BR 
py eU. 
$i, deci, din 
dr R? 
E 4r RB LIU. 
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rezultă 
xP, 
p lp. 
3 £o 4re, a? 


Potenţialul dintr-un punct din exterior (Va — 0): 


R ] R : R 
V, V. —( E, dy = — | RAR ——— x dR _ 
x q *P., a? 


4me R 3e; R 


Potenţialul dintr-un punct din in- 
terior (Vo = 0): . 


R 
V; = -i E dr = 
eo 
a R 
= -j E. dy = — | E;dr = 
oo oo 
_ __ 1 V RaR C RaR "4 Fig. 34 
47 £g L-0 R? a a? 
AA Aa Ba |l 8 = Bee e- F) 
iu | AT Eo a 2a3 2a 8zeo La 3a? 2 € 3 


Soluția a 3-a: Intensitatea cimpului electric se poate calcula: şi pe baza 
formulei: 


E = x [E 
AT £o .v r3 


Nu mai dám rezolvarea problemei pe baza acestei formule. . . 

Problema nr. 34. Sá se calculeze potentialele electrice pe axa de simetrie a 
unei emisfere de razá a, presupusá uniform incárcatá cu densitatea de supra- 
fatá p, a sarcinii electrice (fig. 34). Potentialele se vor calcula în două puncte 
exterioare sferei de rază a, dar situate unul în stinga (Pes) şi celălalt în dreapta 
(P.a) si la distanţa R > a de centrul O; mai departe, se cere potenţialul într-un 
punct P; situat în interiorul emisferei la distanţa R' <a de centrul 0. Sá se 
examineze continuitatea potenţialului in centrul [^ al emisferei şi în punctul $, 
de intersecţie a emisferei cu axa sa de simetrie. Aplicaţie numerică: 


a = 30 em, R — 50 cm, R' = 10 cm şi p, = 107? —- 


Soluţie : Se foloseşte formula 


LP E (e55, 
47 £g r 
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a — ie ni 
In coordonate sferice (a, 0, 9) se obţine: 


dA — a? sin 0 d0 do 


r = Va2 + R? —?R a cos . 
Potenţialul din P,, este: 


T 
V, . . xap; C sin 0 d0 2n d 
E | 47 eo Jo la? + 88 — 2aR cos 0 Y Pi 


sau 


Potenţialul în punctul P; este 


y. a xa ps ps Pt. 
tO 2 FE di: 


Continuitatea potenţialului in punctul S; se verifică cu ușurință punind 
= R' = a. Se obţine în acest fel potenţialul în punctul S;: 


Vs, = TE (Vang = (Vin-.. 
Potentialul din punetul P,, se obtine observind cá. 


r = |R? + a? 4- 2Ra cos 0. 


Avem : 
= — 
P. = xa?p; C sin 0d 0 ___ Xüps [ +R l'a? AES 3 
"o 2«J lé R3RacsÓ 2e | R R.J 


Continuitatea potențialului în punctul O se verifică făcînd în expresia lui V; 
$i a lui V., pe R să tindă spre zero. După ce se ridică nedeterminările, se obține: 


Vo = E = (V;)r=0 = (Ve)nzo. 
2 Ep 


Făcind calculele numerice se obține: 
Ves = 164 V, V= 170 V, V; — 197 V, Vs, = 240 V, Vea — 130 V. 


Problema nr. 35. În punctul de coordonate (a, o, o) se găseşte o sarcină 
punctuală g' = 10^8C. Ce sarcină g'' trebuie plasată în punctul (-4,0,0) pentru 
ca fluxul intensitátii cimpului electric printr-un cerc cu raza a situat in pla- 
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nul yOz si avind centrul in origine (fig. 35) să aibă valoarea V, = 100 Vm 
(în sensul pozitiv al axei 2). 


Soluţie : Intensitatea cimpului electric într-un punct oarecare al supra- 
feţei cercului, cimp produs de sarcina q’, va fi 


Ey unu ia! TF. 
= — 3 
4n €g r3 


iar fluxul electric prin această supra- 
faţă (S): 


y; =| E'dA— rd | 


JS AT Eo 


1'dÀÁ 


r'à 


xq’ | dA cosa _ 
S 


AT €9 r^? 
= — zl dQ = ipd Ad o 
AT £g JS 47 £o 


Fig. 35 


dQ = E fiind elementul de unghi 


o 


solid sub care se vede din punctul q' elementul de arie dA, Q, fiind unghiul 
solid corespunzător suprafeţei ($). 


Analog: 
yp — xq” r"dA -- xq” Q 
: 4r e, Js r” AT £o i 
şi deci: 
x(Q 
T.= Y+ Y = (q" — g) 
47 £g 
; y2 
În cazul cînd cercul are raza a, se obține, cu cos « — 757» 


Q = 2n (1 — cos a) = 2x (1 — 12) 


$i, prin urmare, 


y, xà — 3) g" — g'), 


4 £g 


de unde 
4 £p Fe : 
x(2— V3) 


q" = 9 + 
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Numeric: 
rr 40-8 9-10 SIA 
q je 0-8 + reia = 10-8 + 0,6 -10-8 = 1,6 - 1073C. 


Problema nr. 36. Douá corpuri punctuale cu sarcini electrice egale si de 
semne contrare g și — q sint situate la distanța | unul de altul. Se cere să se 
" determine intensitatea cimpului elec- 


2:9 pg. £" | 4 _Ē tric în punctul A situat la distanţa 
z r 2» l pe linia care unește cele două 

r 4 puncte, respectiv într-un punct B 

| din planul perpendicular pe mij- 


locul distanței dintre cele două 
puncte (fig. 36). 

Soluţie : Pentru punctul A situat 
pe linia care uneşte cele două sar- 
cini se poate scrie: 


E, = E’ + E" = 


— —————— — 


Fig. 36 u, fiind versorul razei OA = r. 
" — 2r) x 2 gl 
=- q ( Du, = — 2 —u, e 
T E [- 5) 47 £o | BI 
4 4r? 
2ql 
apai L 
4re nr? 


pe 
deoarece — < 1. 
4r? < 


Pentru punctul B, situat în planul perpendicular dus prin punctul O pe 
linia care unește cele două sarcini, se poate serie: 


E; = E' + E" = | ea eg eec 


dme | r^. r” 


deoarece r' — r' = l, fiind un vector de mărime] şi dirijat de la sarcina 
negativá spre cea pozitivá. l 

Produsul ql = p, se numeşte momentul sistemului de sarcini q, — q care 
constituie un dipol electric. În funcție de momentul p, cele două cimpuri 
au următoarele expresii finale: 


E aa a E. 23»4, 
4 Area r? 


E Dd. 
Anc, rr? t " 
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Problema nr. 37. Sá se calculeze intensitatea cimpului electric E(r) si 
potențialul electrostatic corespunzător V(r) produse intr-un punct oarecare M, 
de vector de poziţie r, din vid, de un dipol electric de moment Pa Situat într-un 
punct P de vector de poziţie r' (se notează R = r — r’). 

Soluţia 1: Dipolul electric fiind configuraţia limită a unei perechi de sarcini 
egale şi de nume contrare q; și — qa, a căror distanță relativă Į tinde spre 
zero astfel ca p, — lim lg, = finit, se 

1299 


gd- 
pot folosi rezultatele de la problema pre- 
cedentá descompunind vectorul l (si deci 
momentul dipolului) intr-o componentá 
radială l, şi una transversală l, (fig. 37): . 


l=l, +l, 

sau 

qal = qul, + ga's; 
sau 

Da — Par + Dis 
cu 
; mores Fig. 37 
$1 


Pa = — p, sin Ou,. 


Cimpul E al dipolului va putea fi obţinut atunci prin suprapunerea a două 
cimpuri E, si E, produse de doi dipoli de momente Par ŞI Pa: a căror supra- 
punere duce la dipolul dat: 


E = E; + E 


Folosind pentru Eg şi pentru E, expresii de forma celor obținute în problema 36, 
rezultă: 


E Y 2p, x 2p,cos 0 
Izeg R ERN m 


—— - —— —— u, 
dre R3 47 2 m 
şi deci cu 


Pa: = P — Per ŞI pa, = (p;ug)us 
TEE" [=] x |) x 


4 — 


47 Eo RS 47 Eo R? 
va peman) 
47 Eo RB R 
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Potenţialul va fi [cu V(oo) = 0 si r=r'+R] / 


| | 3(p F)RAR dR 
V= — ("Edr = — È" E dR = — % CA — Pi |» 
oo o 47 Ep .00 R5 R? 


cu 


padR =a (25) -3 p,R an = d[i EE (p,F) RAR 
R? R? Ri R? Rs 


[deoarece RAR = d(R?/2) = d(R?/2) = RAR] 


P (PAR pR p, cos 0 1 
V=— | af d j= t id o d alp gad. 
4x £9 Je RS Are R Ám Ep R AT £9 R 
. : x . x uBR ; p ; 
Soluția a 2-a: Considerăm expresia E, = " Fem E, (r') a cimpului 
T £g 


coulombian produs de o sarcină q, situată in P, ca o funcţie de acest punct 
(adică de 1"), cu M fix. Cimpul dipolului va fi atunci (neglijind termenii de 
ordin superior in l, care la limita sa tinde spre zero), prin suprapunere: 


M EE 


120 


1-0 


— lim In grad! ] E”) — (-; . grad’ E^) = lim (1 grad?) E, = 


n R R 
*— (pa grad’) =; = — 7 (pa grad) 2: 


47 Eo d AT £p 


X aq R 
= lim (l d”) = = 
Tm m (Ig. grad’) =, 


Efectuind calculele se obține: 


x E — 4] 


47 €p R5 R? 


E -— [- (paR) grad > — 7; (pa grad) R| = 


AT € 


adică expresia obținută în soluția precedentă, cu calculul corespunzător al 


potențialului. 

Soluția a 3-a: Calculăm intii potențialul prin suprapunerea potentialelor 
coulombiene produse de cele două sarcini (neglijind termenii de ordin supe- 
rior in l/R): 


V = lim pma" E e uu mu 
1>0 4T € R’ R” AT £9 1-0 ARR AT €p 190 R? 
MOE E ak e x Bat 
Area R Areg R? 
Cimpul se calculează apoi cu formula: 
E = — grad V = — B. grad | Pe | = TER o. orad) £ F 


R 
+ Da X rot r3i 
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unde s-a folosit identitatea grad (AB) = ( 


A grad) B + A x rot B (cu A — 
— const.) ; deoarece rot m^ 0, se obtine, 


3(p,R)R | 
47 € RI 4n €p R$ R 


Problema nr. 38. Într-un cimp electric-omogen E, se introduce un mic 
dipol de moment electric p, omoparalel cu cimpul E,. Să se arate că în 


acesteia și se va trasa aproximativ spectrul cimpului r 

Soluţie : Folosim sistemul de coordonate sferice. Presupunem că există 
o astfel de suprafaţă. Atunci, în orice punct al acesteia componenta tan- 
genţială a cimpului rezultant e nulă (vezi fig. 38 a). 


ezultant. 


E,— Eu + Ep = — Ein 0 + p 8, __—0 


Ri dre 


Deci: 


T 
x p 
Ry =| 


47 £g E 


Fig. 38-a Fig. 38-b 
deoarece egalitatea trebuia să fie satisfăcut 
trasarea cimpului rezultant se ține seama c 
țială sferică, cimpul la intinit e omogen 
cimpul corespunde celui dat de două sare 
spectrul din figura 38-b. 


p 3 


ă la Ro dat, pentru orice 0. La 
ă: există o suprafaţă echipoten- 
; în imediata apropiere a dipolului 
ini egale de semn contrar. Se obține 
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. Problema nr. 39. Se dă un fir rectiliniu, infinit, avind o distributie lineică 
de momente electrice P, | dl (vezi fig. 39). Sá se calculeze cimpul şi poten- 
ţialul într-un punct curent M. E 

„Soluţie : Deși va rezulta un cimp plan paralel, expresia potenţialului poate 
fi dedusă fără a interveni noţiunea de potential logaritmic. În adevăr: 


e Pi. R P(r — l) Pr 
A 1 s d-AQ al Ad "2 di 


căci P, das l 
Utilizăm şi aici variabila independentă a. 
l=r'tga; dl = — du; = — 
cos? a cos « 


x cos? % r da 
Vp = | P,: 7 cos 0 —— — = 


(c) ră cosg 


e cos 0 (2 
A BL cos a: da 
r 


—r 


to 


27 £o r 27 £g m 


Ep = — grad Vp = 
rå r? 


x l AP, vyr zh 


27 Eo 


Se vede că avem un cîmp plan paralel. El se întilnește la cilindri foarte lungi, 
polarizati diametral. A nu se confunda însă cîmpul acestei distribuții de dipoli 
cu cimpul unui singur dipol! i ui 

Problema nr. 40. Să se determine forța care 
acţionează asupra unui mic corp polarizat eiec- 
tric, de moment p, aşezat într-un plan perpendi- 
cular pe un conductor rectiliniu filiform, infinit 
lung, uniform încărcat cu densitatea p, a sarci- 
nii electrice (fig. 40) A" 

Soluţia 1: Se aplică formula: F = grad (pE), 
in care: p 


x eI 
Fig. 40 E = meg TD " 


şi p este un vector constant. 
Avem: 
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sau în coordonate clindrice r, d, si 


sin i i 
| Jl x | [A5 | p. 
* r r r 
F = me pia. n ed. ade MUTA A A 
2r €, "P êr a r ða at z i 
xpp 


BETT Ca Cosa — e, Sing. 
Soluția a 2-a: Se aplică formula F — 


— (p grad) E, (care duce la acelasi re- 


zultat in cimpuri electrostatice, unde 
rot E — 0). 


Avem” 
p. — 0, Py=P, p,-—0, 
asa incit forta va fi: 


__ XP/P | 3 er) ór ə El ex 
ESSA EM ES 8j" de Vr J 25] 


in carer — Vz? + y?, « = arc tg Ts - 
Tt x 


2 A ; A ; 
= a C052 i + sina j) = e, ; deci 


xPP | _e, y , ex 1 1 
dapi s Est r 1 T a 
at 
sau, in sfirsit, 
xpp 
F= 


zne p (COS a * e, — sin & * e,), 
0 


rezultat obţinut si la solutia 1. 


Problema nr. 41. Sá dá un dipol electric de moment invariabil p = 1073 Cm. 
ă se calculeze componentele normală şi „tangenţială (E, şi E;) ale inten- 
sităţii cimpului în diferitele puncte ale unui cerc avind centrul in punctul 
Da al dipolului, care este situat în planul cercului, raza cercului fiind r = 
= 9 cm, 

Să se determine 
asupra unui alt dip 
pe primul dipol, 


cuplul, energia de interacţiune si forța care se exercită 
ol de moment invariabil p' = p, orientat perpendicular 
avind punctul mediu pe cercul de rază r — 5 cm (fig. 41). 


— TOWMUUUEMTUTUESS 
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Soluţia I: Potenţialul V şi intensitatea cimpului electric E create de un corp 
cu moment p fiind: 


LR pr, 
AT Ep Tr? 
E = x 3(pr)r p 
4x £9 rË r3 
Componentele E, şi E, se calculează imediat: 
T 3C T T 
E, = u,E = E-—-— 3pr  pr|. x pr /* 2pcos | 
r 4T Eo ri ri 2T tg ri AT £5 r 
p cos [= 4 J 
e , 
E,—e,E--— S Pese _ x s x psinno 
Ane P dT £o P Te ră 


prin urmare: 


E = — P. [2 cos ọ e, + sin 9 €x]. 
AT Eg r? 


În punctele B și D ale cercului, intensitatea cimpului electric nu are decit 
componentă radială, iar în punctele A și C, numai componentă tangentialá 


(fig. 41). 
Cuplul exercitat asupra dipolului p' va fi: 
C=p'xE, 
dar 
p' = p'(sin e-e, + cos e-€,) 
şi deci: 


C — —— P?" (sin? 9 — 2 cos? 9) (e, X ej). 
4T £o 


Cuplul este maxim în poziţiile A si 6. 
Energia se calculează imediat : 


xpp’ 3 cos ọsin 3 x pp’ sin 2o 
W-—pEe-4B—MU——dsB 
AT £g r? 87 Ep p 


iar forţa se calculează din energie: 


á si 1 2 in 2 
pit meje 23 (029) J- 
8x e, Lr P r og V P 


GS PP (—3 sin 29. e, + 2 cos 20 €;). 
8z e, r* 
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Prin urmare, pentru ọ = 0, zi 27, m, forța acţionează asupra corpului p’ 
în direcția tangențială, iar pentru o = pa LÍ , s, z ^ 
Numeric, în sistemul practic nerafionalizat: 


in direcţia radială. 
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V L——R— e 2 — 0,036 cose V; 
1 0,052 
9 + 10? 


E, = 1,44 coso Y. 


m 


E, = 0,72 sing Y; 
, E. 


— 9 4035 (1 —3e0s$9) Nm: 
C i5; 10 el 3 cos E 


W = 108 sin 29 J. 
250 i 


Soluţia a 2-a: Se aplică, pentru calculul forței, formula F = (p' grad) E 


şi se obține: 
1 2E 3E 
F S a A p OB 
Po r ĉọ i ar : 
în care: | 
E = x. ic i sita a A 
AT Èp si 
Avem, | 
BE AP LE A, cos Q- e, + sing. e,). 
29 4r ep T? Og 
Dar 
€, = — i sing + j cosọ, 
e, = i cosọ + j sing, 
aga incit: - 
$€» — i059 — j sing = — e, 
09 
Qe, 


OD = — i sing j cosp = e; 


119 MARIMILE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 


Deci: 
2E xp 1 


= —— —(— 3 sin "e a . 
óg ^C mi Ba P-e, + 3 0089- e,), 


CE ZA ; 
2E [=a] (2 coso. e, -- SIno- ep). 


Observind că p, = p'e, = p' cos ọ si p; = 
= p'e, = p' sin ọ, înlocuind în expresia forței si 
făcind toate calculele și reducerile, se obține ace- 
lași rezultat ca şi în soluția 1: 


F Qd LUE SD d cos 29 * e; — 3 sin 29 - e,). 
8re, ri 

Problema nr. 42. Se considerá douá mici cor- 
puri polarizate electric (sau doi mici dipoli elec- 
trici) de momente p, si pa, de orientări oarecare, 
vectorul de poziţie relativ al celui de-al doilea 
mic corp faţă de primul fiind R,,. Să se deter- 
Fig. 42 mine expresiile generale ale forței Fizn Fa şi 
ale cuplurilor C,,, Ca, care se exercită asupra 

celor două mici corpuri (fig. 42). 
Soluţie : Cimpul E, al primului corp în punctul in care se află al doilea avind 

expresia: 


E, = x [3 (pi Rida -e.| 
47 £g Ra Rua 


rezultă pentru forţa F,2 exercitată de acest cimp expresia: 


" 
F = grada(P:E,) = TER grad,[3 qna. (poz) __ _PaPa |: 
o 


Ris Rio 


La efectuarea derivării, p,, Pa și 7 trebuie considerate constante, lar 7; 
variabil (cu R4, = Pa — r,). Deoarece 


grad, (p,R,,) = grad, [pax (zo — 231) + Po(9s — y) + Piz (z2 — Z)] = 
= p, grad, (PaRa) = po: 


1 1 — SR, á 
rad — == > 5 > rad, R,, = 1 
8 " R$, RÌ: B Ri» 
1 3R 
grade pac 77 — Y ) 
Ru Ria 


rezultă 


iC as asl pi(p4F,,) + p(pyF) — (PPAR 15 (piu (ph | j 
iE Rio Rie - 
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jar 
C4 =P: x E, — —— Rx zc Pax Ps . 
ár £g Ris Hijo 
In mod analog se obtine: 
4 
Fa = grad, (p, E,) = ad — 3 px pF) EN pi(p,R,,) Vir (PiP) RB, 
4m £g Ris P 


Je 45 (p,R,(p,R,,) FR, i 
Rio 
iar 
C, = xE = a [eta Fal P: X Di |, 
a = Pi 2 Am tg R$, + Ris 

Se constată imediat că: l 

Fa = — Fi Şi Ci £ — Cu, 
deoarece numai momentul rezultant (de exemplu, față de origine) este nul: 

T, X Fa + 7; X Fiz + Cia + Ca = Ria X Fie + Ca + Ca = 0. 


Problema nr. 43. Folosind rezultatele din problemele nr. 41 si 42, cum 
şi teorema lui Coulomb, să se compare dependenţa de distanţa relativă R,, = 
= €h a forţei electrice F, care se exercită intre două mici corpuri punc- 
tuale în următoarele condiţii: 

a) cele două mici corpuri au sarcinile g, şi q3; 

b) primul corp are sarcina g,, iar al doilea momentul electric permanent 
P2 = Papa; . ; : 

c) primul corp are momentul electric permanent p, = pipi, iar al doilea 
momentul electric permanent Pz = pse€,»; 

d) primul corp are sarcina q,, iar al doilea momentul electric temporar 
Pz = «E, (proporţional cu cimpul produs de primul); | | 

e) primul corp are momentul electric permanent p, = pep, iar al doilea 
momentul electric temporar p, = «;E,, (proportional cu cimpul produs de 
primul). 

Solutie: Avem succesiv: 


dai 
D 


-— 1 
a) F = he, adică Fg ~ — 
4x ep Hijo Ris, 
1 
ink EUM ci aie 
b) Fa = x nP: [epa — 3(ep2€12)612), adică Fi ~ RA! 
Ars Riz 
e) F = — Pi Pa (3e, (655015) + 3e,4(e51€13) — 3ezz(€p18p2) — 
Ar €o Ri. 


| " 
pres tax NU ua ses 
15 eis (€p1€12) (€p2€12)] adică Fi i; 
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+ j 
d) În acest caz, p, = «s + €, Si 
47 ep Rig 
py... "s el p 3te.. Ye x V owagi 
12 = inel Rh eig — « (€12) Cis] = — 2 [zac] A €»; 
m £o 13 dr £o Fio 


adică F9 ~ : 
R]; 
12 


şi este totdeauna o forță radială de atracție, 
12 


. Areo R 
€15)€13 — ep1] $1 


2 2 
Pia = | » | “Ei (3e | (esse — 
Ar Eo Ris { p1 ( P1“12 


— ep1€12) + 3(ep1€12) [3(6e5,€35) * €12 — 
— € 51] — 3e44[3 (e5,€i13)* — Eu 
-— 15ei2(€p1€12) [3(ep.€.2) EE €51€12]] ; 


2 x, p? 
F = | x | = Ble "E NM 
us n [ (en 12)€p1 


| gi 
— 30 e44(€,1€13)? + 3612], adică Fa ~ P 
12 


Problema nr. 44. O coajă sferică de grosime b — a şi de permitivitate eg 
este uniform încărcată cu densitatea de volum p, a sarcinii electrice. Se cere 
să se determine potenţialul electric în exteriorul cojii, în coajă şi în interiorul 


cojii, şi să se verifice continuitatea potenţialului la cele două suprafeţe sferice 


. ; . . . LEN me C : 
concentrice, de raze a si b. Aplicaţie numerică: p, = 10% — ~a = 30ecm; 
" m 3 


b= 0em; H-—1m., -., | pe ei 
Solutie: Problema se rezolvă cu ajutorul teoremei superpoziţiei, cunoscind 


din problema nr. 33 potentialul din exteriorul si din interiorul unei sfere 


uniform încărcate cu densitatea de volum a sarcinii electrice: 


în care R, este raza sferei, iar R, și R; sint. distanţele dintre centrul sfere: 

şi, respectiv, punctele P, și P; din exteriorul și interiorul sferei. a- 
Coaja sferică se poate considera ca fiind superpozijia a două sfere once 

trice, una de rază b încărcată cu densitatea de sarema electrică + p, ȘI Ce 
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Jaltá de rază a încărcată cu densitatea — p, a sarcinii. Punctul P., situat 
în exteriorul ambelor sfere, va avea potenţialul: 
p e xp, — at). 
3e, R 
Punctul P, se află in exteriorul sferei de rază a şi în interiorul celei de rază b; 
potenţialul în acest punct va fi: | 


xp p2 a 3 
V. — z |? x 2 | 


TIR ax 


2 6 R 
Punctul P; se află in interiorul ambelor sfere, deci potențialul în acest 
punct va fi: 


pi uo e iz-45]- 2-4) — Xv (pe — a2) 
ella 6] 42 6 2e, i 


independent de poziţia purctului în interiorul cojii. 
“ Continuitatea potenţialului la suprafața interioară a cojii se verificá ușor: 


(Vi)aza = (Voa=a = e (2 — a?) = Va: 
€ 


0 


În mod asemănător: 
- xo, b — a? ; 
(Vai = (Va = Bo = Ve 
3e, b 


Aplieatia numerică duce la urmátoarele 
rezultate: V, = 36,9 V; V, — 73 V şi y, 
= V; = 90,5 V. 

Problema nr. 45. Un cilindru circular 
drept, de rază a, foarte lung (practic infi- 
nit), de permitivitate eo, are în interior o 
cavitate cilindrică excentrică de rază b < a, 
distanţa dintre axa cilindrului și axa cavită- 
tii fiind c < (a — b). Partea masivá a cilin- 
drului este uniform încărcată cu densitatea 
de volum o, a sarcinii electrice. Se cere .sá 
se arate că intensitatea cîmpului electric 
are aceeași valoare şi aceeaşi orientare (cimp 
uniform) în orice punct din interiorul ca- 
vităţii. Aplicaţie numerică: p, = 1078 = : c= 10 em. 

Solutie: Vom rezolva problema aplicind principiul superpozitiei. Vom con- 
sidera că cimpul într-un punct P din interiorul cavității: este suma a două 
cimpuri: cimpul E,, produs in punctul P de cilindrul de rază a — fără cavi- 
tate — uniform încărcat cu densitatea + p», si cimpul. Es, produs în acelaşi 
punct de un cilindru de rază b încărcat uniform cu densitatea — p, de sarcină 


electrică (fig. 45): 
ý : E = E, + E. 


8 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Nuda ibd ee MEC a a AIE, 
y 5 Cimpul electric în interiorul unui cilindru 
j À uniform încărcat a fost calculat în problema 
PE nr, 32 și, deci, folosind rezultatele obținute 
LA acolo, vom serie: 
y N d xp x( ) 
P S zac Dips M in 
-w 7 s xp 
PA > = — (0P — O,P), 
2e 
2 9 
| sau 
m E =* 0,0 
. xcd 1 2* 
S | (7) (2) 2 £p 
Fig. 46-a Din expresia obtinutá rezultá cá intensita- 
tea cimpului nu depinde de razele vectoare 
O,P si O;P, ci numai de vectorul O,0,, care 
este același pentru orice punct P din inte- 
riorul cavităţii. 
g Să observăm că, în cazul cînd cavitatea 


este coaxială cu cilindrul de rază a (adică 
c = 0), atunci 0,0, = 0 si E = 0; prin ur- 
mare, în interiorul cavității nu avem cimp. 
Dacă considerăm că raza b tinde spre a, 
adică porțiunea încărcată cu sarcină se re- 
duce la o pojghitá pe suprafața cilindru- 
lui, cîmpul în interiorul lui continuă să ră- 
mină zero. 

Numeric (în sistemul MKSA rationalizat): 


1:10 kV 
E = —— 04 = 5,65 E. 
m 
2 —————— 
47 - 9: 109 


Problema nr. 46. În spaţiul infinit, pre- 
supus polarizat uniform şi permanent, se 
practică o cavitate cilindrică circulară, ìn- 
finit lungă, de rază a. Axa de simetrie a 
cilindrului formează un unghi constant ae 
cu vectorul P al polarizaţiei electrice (per- 
manente) (fig. 46-a). Să se determine in- 
tensitatea cimpului electric într-un punct de 
pe axa cilindrului. 

Solutie: Alegem axa Oz confundată cu 
axa cilindrului, iar axele Oz şi Oy le alegem 
în aga fel, incit axa Oz să facă unghiul 0, cu 
proiecția lui P pe planul normal la cilindru. 


T a 
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Fie P' = P sin ag această proiecţie. La suprafaţa cilindrului apar sarcini 
de polarizatie, a căror densitate este: | nr 


P; = — div, P = — ej, (P, — P4) = — eyP, 


deoarece P, = 0 și P, = P. 
Versorul normalei suprafeței de séparatie dintre mediul interior 7 si cel 
exterior 2 este: 
es = i cos O + j sin 0. 


Vectorul polarizatiei electrice este: 
P = iP.sin ag cos 0, + j P sin « sin 0, + KP cos ao. 
Produsul lor scalar va fi: | | 
e: P = P sin a, cos 0, cos 0 + P sin ap sin 0, sin 0, 
astfel incit densitatea de suprafaţă a sarcinilor de polarizatie va avea valoarea: 
Pps = — P sin a, cos (0 — 0,). 


Intensitatea cîmpului electric într-un punct O de pe axul cilindrului luat 
ca origine este E, = E + E,, unde E, este cîmpul corespunzător sarcinilor 
de polarizatie de pe pereţii cavităţii. 

Cimpul electric elementar produs în centrul O al axelor de coordonate de 
către sarcinile plasate pe elementul de arie dA = a dð dl al unei fișii infinit 
lungi, de pe suprafaţa cilindrului, și infinit subţiri de grosime a dô este: 


*P,, ad0 dl 
ep — Prs A 
PE, = An T? 


Cimpul electric, datorită sarcinilor de pe întreaga fișie, se află prin inte- 
grarea componentei radiale dE sin « a acestui cimp elementar: 


] xa dO 0 dlsi 
ag, =| 2E sin a = e | d d s 


AT Ep a=n rT? 
xd0o,, (° x dÜ 
Ime. CU qip ps i IL meee 
= nep V. sin « da = 27 E pe 
în care s-a ținut seamă de faptul că 
| | i d 
r = şi dl = — Ee 
sin « sin2a 
Deci: 
3 dE, = — a: 2P sin Xo COS (0 — 9.) dO. 


4T Eo 
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Cimpul electric în O, datorită sarcinilor de pe întreaga suprafată cilindrică 
se află integrind proiecția lui dE pe direcţia lui P’ (tre limiţele h Pr ants 


an 
E, =È dE, cos (0 — 0,) = — z 
0 47 Eg 
. 2x s f 
2P sin o| cos? (0 — 0,) d0 = — XPSinao — P, 
0 £g 2 £o 
^ <— | — e | -m 
Z Sp memo — | —» 
-—— | — ——| ——9- 
— 


Q Io —»-|—- 
zi 3] = | 
JAM "Sp $570 
2 . zi E b) 9 d) 


Fig. 47-a, b, c, d 


ceea ce reprezintá componenta lui E, in directia opusá lui P'. Componenta 
lui E, in directie perpendiculará pe P, este: 
p= (" dE sin (0 — ð) = 0, 
0 
aşa incit: 
E. =E+E,=E+ kx (P x k), 
£o 

in care k este versorul axei Oz. 

Problema nr. 47. Se dà un semispatiu uniform polarizat, cu vectorul P 
perpendicular pe suprafața de separație cu vidul. Sá se calculeze in cele două 


medii: cîmpul E, inducția D, potenţialul V (fig. 47-a). —— 
Soluţie : Utilizăm metoda sarcinilor fictive de polarizatie. 


fp» = — div P = 0; pps = — div,P = en (P;,—Py- 


Prin aceasta, problema s-a redus, din punctul de vedere alcimpului E, la un 
plan infinit încărcat cu densitatea de sarcină pps (vezi problema 27) 


— E, =E, = ep ga P = FA P; Vi(z) — V(zo) = — V E, dr 
o 


D, = cot, =ŽP; Vala) — Va) = — V E, dr 


D, = co E. = F P 
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Se observă că la limita de separație se conservă componenta normală a in- 
duetiei D. 

Problema nr. 48. Acelaşi lucru pentru o placă de grosime a, infinit lungă 
şi lată, polarizată transversal uniform (vezi fig. 48-a). 

Soluţie : Aplicăm aceeași metodă ca la problema 47 


Qj, = — div P = 0; 
ppsa = €i (Pa — Pa) = — Pi Poig = € (P,— P, =+ P 
| £I! 
fL Meo l d 
P i | | 
ü E Í T 
E si 
i | | | 
olelo Mi i| i| 
2] -P P 
j Fig. 48-a, b, c, d 


oblema este echivalentă cu cazul a 


Din punctul de vedere al cimpului E, pr 
e contrar (vezi pro- 


două plane infinite paralele, incírcate cu sarcini de num 
blema 28) 
E, =0; D,—:,E,—0 


wp; BD—uECxB-0 Via) Ve) = -h Edr 
E, =0; D, = £E; = 0 


Si de aici se observă două lucruri: 
a) în corpuri este absolut necesar să se oper 


ireductibili unul la altul. 
b) dacă a — 0 şi notăm 


a—0 N 
discontinuu pe feţele unei astiel de foite. 


eze cu 2 vectori cimp E si D, 
lim a: P = P, = puterea fortei electrice, se vede 
cá potentialul e 


f . xX x 
Va — Va = lim AX pia — Ps 
a=>0 Eo Eo 


Problema nr. 49. Să se determine cimpul unei sfere de rază a, uniform pola- 


rizată cu polarizația P. 
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Soluţia 1: Folosim formula V = ——( Fr eu notaţiile din figura 


| AT Eo Jv r 
49-a (alegind axele astfel ca P să fie conținut in planul yOz). 
| P = e,0 + e,P, + e,P,; 
"= e,(— p sin 0 sin «)+ 


+ e,(H — o cos 0) + e, ( — p sin Ocos a) 
= | R? + o —2 Hp cos 0; 
Pr = P,(R — pocos 0) — 
— P,p sin 0 cos «a; 
dv = g*sin 0 dO da dg. 


Prin urmare, pentru R > a, potentia- 
lul va fi: 


Fig. 49-a 
y —-—* e U (7 _ [Py(R — p cos 0) — Pzp sin 0 cos ale? sin 0 dp dð dx - 
* Amea Jo Jo Jo (Ri + g? — 2 Rp cos 0)^* | 
x (^ R Py? sin 0 de dd E U i P, g? cos 0 sin 0 de dd . 
^ ?e Y o (R? + g—2 Rọ cos0) *— 2e Jo lo (R? -- p? — 2 Rp cos 0) 
Dar 
|- PEE CHE. ie S ee SR 2 e (pentru R > p) 
-o (R? + p? — 2 Rp cos 0): R Bg-—g i 
£1 
n — cos 0d (cos 0) eis 2p (pentru R p) 
o (Ri gi—2Rpcos0)^ —— mi(Rt—g) 


$i, prin urmare, 


P 
V, = reale a 
E0 


— Á—MÀM E 
—— — 


? ede xPy ( e'de M. vU — = Vs per E 
o R—p ^ cR, mR—pg dee RI dne R 


g; = 


„sfera polarizată uniform se comportă ca un dipol de moment p = »;P. Inten- 
sitatea cîmpului electric rezultă imediat: 


. j XU 3(PR)R P : 
E, — — grad y. = , [T2 ud 


4n Eo 


/ 3 .. . i] w i 1 X 1 r l 
v, = 1%£ fiind volumul sferei. Se observă că pentru punctele din ezterio 
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Pentru un punct din interiorul sferei (R < a) mersul calculului este analog, 
tinind seama însă că: 


z d(cos 0) E 1 4 
y APETO "- A 2— 5 (pentru R < 9); 


[ee (pentru R< o) 
o (Ri g—2Recos6)/* — gg! R°?) 
Se gáseste: 
V; = — PR, 
3 £o 
E; ENS LR P. 
3 £g 


În interior potenţialul variază liniar și cimpul e omogen. - 

Soluţia a 2-a : Problema se poate rezolva şi cu ajutorul sarcinilor de polari- 
zatie. Deoarece P = const., in interior div P = 0, dar pe suprafața sferei 
sarcinile de polarizatie au densitatea pps: 


@,s = — div, P = — Cupe (P, — P,) = eP, 


unde e, = e,,, este versorul normal pe suprafața sferei indreptat spre exte- 
rior, P, — P este vectorul polarizație în interiorul sferei gi P, = 0 este vec- 
torul polarizatie în exterior (in vid). Potenţialul produs într-un punct din 
interiorul sferei (R < a), de aceste sarcini de polarizatie, va fi: 


y. = -% (e dA __x E 
Pl —— ps RS s 


r 4T £o r 


Dar 
P = e,0 + eP, + e;P,, 
dA = dAu, = a? sin 0 dO da (e, sin O sin « + e, cos 6 + e, sin 0 cos æ) şi deci: 


PdA = (P, cos 0 + P, sin 0 cos «) a? sin 0 dO de, 


jar 
r = (R? + à? — 2Ra cos 0)'^. 


La integrarea în « de la O pină la re, termenul cu P, dă o contribuţie nulă 
şi rezultă pentru potenţial: 


— 


, 4m eo Jo Jo (R* -- à? — 2R a cos 0)": 


Însă: 


n cos Od (cos 0) 2R 
uu Y (R? -- a? —2R a cos 9)^: 3d? 
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și deci: 


Analog se arată că: 
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V; = itas tollis A — e. PR 
3 £p 3 o 
V, "m x 7, PR 
4r Eg p 


Soluția a 3-a: Se consideră două sfere identice de rază a, confundate şi 
încărcate cu densități de volum fictive p, ale sarcinilor electrice, egale şi de 


Fig. 49-b, c, d 


semne contrare. Să dă o deplasare sferelor, una față 
de alta, astfel încit centrele lor să se afle la o dis- 
tantá foarte mică l (fig. 49-b). Elementele de volum 
ale celor două sfere, iniţial confundate Și neutre 
din punct de vedere electric, formează cîte un di- 
pol elementar de moment 


dp — le, dv 
sau 
E. = 
goes TR 


(v. fig. 49-c). 

Sistemul acestor douá sfere este deci echivalent 
cu sfera polarizată uniform. 

Cimpul sferei polarizate va putea fi calculat prin 
superpozilia cimpurilor celor două sfere la limita 
l — 0, p, — co. Folosind rezultatele obţinute la sfera 
incárcatá uniform cu densitatea de volum o, a sar- 
cinilor electrice (problema nr. 33) precum si teorema 
superpozitiel, rezultă: 

n exteriorul sferei, într-un punct P,, potenţialul 
electric va fi: 


1 1 R'—R' 
Redi E ius E E 
4T ep | R’ R” 47 € R 
Putem face aproximatia: 
LR cos « 
hR'"—mR'— nid. onis Maris 


., Htcos (n— 9) — Ht 


R R 


$i apoi, înlocuind in expresia potenţialului, 


_ x » ut xv, PR " 
ir £g ipu R? dreg dO 
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În interiorul sferei (fig. 49-d) într-un punct P;, potenţialul va fi: 


ES. d g^ R*) (e m^" PV PW $ d " , 
á a F 2 ATR EIQUE 


Fácind inlocuirile: R” — R' cz zz 
şi R^-- R'z2R se obţine: 


E gp. c0 Ma * nar 
6c, R 3 €p 3 €o 


2.3. MĂRIMI DE STARE A CÍMPULUI ELECTRIC: 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 50. Două bile egale, de rază r = 1 cm si de masă m = 9 g, 
sint suspendate in vid de un acelasi punct prin douá fire de mátase cu lungi- 
mea l — 19 cm. Se comunică bilelor sarcini identice ca semn și mărime. Cit 
de mare este sarcina q a bilelor, dacă ele s-au depărtat astfel, incit firele de 
mătase formează între ele unghiul 2g = 90°? 

Răspuns: q = + 0,84 -10%C 


Problema nr. 51. Să se calculeze cimpul electric produs în centrul unei 
semicoroane circulare, de raze R, și R, încărcată cu densitate superficială 
de sarcină p, (fig. 51). 


Răspuns: E, = 2 In ®& 
2T Ep R, 


Fig. 51 Fig. 52 


Problema nr. 52. Să se calculeze cîmpul si. potențialul electric pe axa unei 
. coroane circulare de raze R, și Ra, încărcată cu densitate superficială de sar- 
cină p, într-un punct M situat la distanță h de planul acesteia (fig. 52). 


"^ ae (VER Veni! 


Răspuns: A 
y-2I (VE F Ri — VF 4- R3) 
£o 
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Problema nr. 53. Sá.se calculeze potentialul şi cimpul electric in planul 
mediator al segmentului care unește două sarcini egale +q şi —g, situate în 
vid la distanța 2 d una de alta. Se vor trasa aproximativ liniile de cimp şi 


liniile echipotentiale. 


Răspuns: V = 0; pg, —.* 4 
| 27 E R? 
Problema nr. 54. Să se determine intensitatea cimpului electric și poten- 
țialul în cazul unui cilindru conductor circular infinit lung, de rază a, încărcat 
uniform pe suprafaţă cu densitatea p, a sarcinii electrice. 
Indicaţie : Se aplică una dintre metodele folosite la cilindrul uniform încărcat 
în volum, de preferinţă teorema lui Gauss. Se găsește: 


E;=0; V;=0; 
xes R 


E, =a >; E n—,; 
£9 R2 Eo 


dacă potențialul suprafeței cilindrului se ia zero. 

Problema nr. 55. Să se determine intensitatea cimpului electric si poten- 
fialul în cazul unei sfere conductoare de rază a, situată in vid, uniform incăr- 
cată superficial cu densitatea p, a sarcinii electrice. 

Indicaţie : Se aplică una dintre metodele folosite la sfera uniform încărcată 
in volum, de preferinţă teorema lui Gauss, datorită simetriei sferice perfecte. 
Se güseste: - 


x ( 

E;—-0; V;= TE E 
Ac a £o 
R R 
E. = : q. >se, 
47 Eo R? Zo 3 
Vi el P d 
ire R to R 


În formulă, g = 4 x a? e, reprezintă sarcina electrică totală a sferei. Intensi- 
tatea cîmpului și potențialul pentru punctele exterioare se pot calcula ca si 
cum toată sarcina q ar fi concentrată in centrul sferei. 

Problema nr. 56. Într-un cimp electric omogen Ey se introduce un mic 
dipol p, antiparalel cu cimpul. Să se arate că în cîmpul rezultant există o 
sferă cu centrul în punctul în care se află dipolul, care este o suprafaţă a linii- 
lor de cimp. Se va calcula raza sferei si se va trasa spectrul cimpului rezul- 
tant. ! : 

Indicajie: Se va urmări nr. 38; Ro = | z- [^ 

Problema nr. 57. În cimpul unui mic corp încărcat cu sarcina q = 10 *C, 
situat in origine la distanţa r = 10 cm de el, se gáseste un corp sid ini 
de moment electric p = 1079?Cm, axa dipolului formind un unghi z =: 
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cu raza vectoare 7. Să se calcul 


> 4 eze cuplul si forta care ità À 
lului. Să se verifice satisface M. ze exercită asupra dipo- 


rea principiului acţiunii Și reacţiunii. 
Răspuns: C — 45. 105N.m; F= 1,6 - 40N 


Problema nr. 58. În interiorul unei sfere de "- ; y 
catá cu sarcină electrică cu densitatea p,, ANITA no ui 0 vod - 
tot sferică, de rază b, distanța dintre centrul sferei Q. i ari 
și al cavităţii O, fiind c<(b—a). Să se arate că 
in interiorul cavităţii cimpul electric este uniform. 

Solujie: Problema se rezolvă la fel ca si problema 
nr. 45, rezultatul fiind: i 


E = * 0,0.. 
3 zo 
Problema nr. 59. Să se calculeze intensitatea cimpu- 
lui electric in intervalul cavitátii excentrice practicate 
într-un cilindru nepolarizabil infinit lung, respectiv în- 
tr-o sferă, încărcat cu densitate volumică de sarcină Du Fig. 59 
(v. fig. 59). 


Indicajie: Se aplică teorema superpoziţiei, in mod similar problemelor 
nr. 45 gi 58. 
Problema nr. 60. Sá se calculeze cimpul electric în centrul unei cavităţi 


sferice de rază a, practicate într-un corp omogen uniform polarizat, cu pola- 
rizatia P. 


Indicaţie : Se procedează ca in problema nr. 46 şi se obţine E, = a P. 


Problema nr. 61. Un cilindru de rază a șilungime l este uniform polarizat, 
vectorul polarizatiei fiind paralel cu axa sa. Cilindrul se află în aer. Să se 
calculeze variația lui E, D si V în lungul axei cilindrului, de la z = — co 
la z = + co. 

Indicajie : Se introduc sarcinile fictive de polarizatie ca în problema nr. 48. 
Se obțin două discuri încărcate cu + P și — P, al căror cîmp şi potențial este 
calculat la problema nr. 29. 


2.4. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI MAGNETIC: 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 62. Să se calculeze contribuția la producerea cimpului mag- 
netic a unei porțiuni rectilinii de circuit filiform, de lungime l, străbătută 
de curentul 7, într-un punct exterior, situat la distanța r de axa conduc- 
torului. | , Ts "OE 

Solutie : Pentru rezolvarea problemei, se aplică teorema lui Biot-Savart-La- 
place, integrarea efectuindu-se numai pe porţiunea de circuit consideratá. 
Acasta ar introduce o ipoteză in plus, și anume faptul că fiecare element 
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de conductor produce un cimp magnetic a cărui intensitate se poate calcula 
cu aceeași formulă ca și întregul circuit, teorema Biot-Savart-Laplace fiind 
demonstrată numai pentru circuite închise în regim staționar sau cvasista- 
ționar. Deoarece nu se pot realiza fizic elemente deschise de circuit în regim 
staționar sau cvasistationar, rezultatul aplicării teoremei la circuite deschise 

nu are sens fizic. El este totuși util, deoarece, dacă este 


necesar să se calculeze intensitatea cimpului magnetic 
ee produs de un circuit care se poate descompune în 
A porţiuni de forme geometrice simple, rezultatul se ob- 
At tine insumind contributia fiecárei portiuni calculatá 


dupá formulalui Biot-Savart-Laplace. Rezultatele ob- 
ţinute prin integrári pe porţiuni deschise sint, de 
asemenea, practic corecte, dacá intr-un circuit inchis 

P este predominantă contribuţia unei porţiuni de cir- 
cuit, contribuţia celorlalte putind fi neglijată. În 
toate problemele care urmează și în care se utilizează 
teorema lui Biot-Savart-Laplace pentru circuite des- 
chise, rezultatele obţinute se interpretează fizic in 
sensul arătat. 


Al Fie, prin urmare, AB segmentul rectiliniu de circuit 
! de lungime 1, parcurs de curentul 7 în sensul indicat in 
Fig. 62 figura 62 si fie P punctul in care trebuie calculată 


intensitatea cimpului magnetic. Fie O piciorul perpen- 
dicularei duse din P pe segment, pe care îl alegem ca origine. În aceste 
condiţii rezultă: 


H=] 


C dr x R 
—— 3 
PE 


A n 


cu notatiile corespunzătoare din figură. 

Se observă cá produsul vectorial dr' x R este mereu perpendicular pe 
planul figurii si deci se poate transcrie dr’ x R = edr’ R sin gq, unde e 
este versorul normal pe planul figurii orientat înspre figură, iar z este unghiul 
format dintre dr” și R. 

Formula precedentă se transcrie: 

H spt I $ dr'R sina | 
4x Ja R? 
Observind că: 
r' =r cotg (n— a«)=r tga 


şi 
NR r M. 
^ sin (7 — a) ^ cos a 
$i cá deci: 
dr' = d 3 
cos? x 


r fiind constant. 
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Integrala de mai sus devine: 


da 
r na 
— e XI (Pa __cos?a x IL (8 . 
H —e ( — — ap E ' sin ada = 
AT Jf T Arr Jg, 
cos? a 
= eX — 608 al” td (cos 
Arr | : pr B, — cos B;), 


B, si B, fiind unghiurile « corespunzătoare extremităților segmentului. 
„În cazul particular al unui conductor rectiliniu infinit, B, — 0 și 8; > 7, 
şi se obţine: 

H =e x1 


2rr 


În cazul particular al unui conductor rectiliniu semiinfinit, B, == si 


B, — m, și se obţine: 


H —-e*l. 
4Axr 
Aplicaţie numerică: I = 20 x A, p, = "t B, = rd r = 0,5 m. În sistemul 


MKSA raţionalizat, cu x = 1, rezultă: 


47 0,5 2 
— 3,65 Asp/m. 


În sistemul MKSA nerationalizat cu 
x — ám rezultă: l 


H= c (2-1) —5x073- 


An-20m V3 1 
n = seme 3-3) - 
i005 [L2 <A 


= 20x 0,73 = 14,67 mOe. 


În sistemul CGS e.m cu x = 4n, I = 
= 2n [u.CGS e.m.]: 


4r:2nr y3. i "n " 


nsitatea / a curentului de conducţie care străbate 
mă de spiră circulară plană de rază i 
i determine intensitatea cîmpului 
EC 'aloarea de 2 amperi. Să se „în 
ae era b S nal P situat pe axa de simetrie a spirei normală pe planul 
ei, la distanţa r = 10 cm de acest plan (fig. 63). 


p 3 


Problema nr. 63. Intens 
un fir foarte subtire, indoit in for 
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Soluţie : Se aplică teorema lui Biot-Savart-Laplace: 
H=] $ dr x R . 
4n r R? 
Componenta pe axa Oz este: 
H.— I dr sina _ xiI 
"oo m p R 45 R? 


: 2x a sin q, 


2 
7 EN -1 NEN C 
2 (a?4 2^ 


deoarece sin a = = și R = (a? 4+ ry. 


Fig. 64 Componenta cimpului rezultant pe axa Oy este 
nulă, deoarece componentele elementare dH, a două 
cite două elemente dr' de conductor situate simetric faţă de axa Oz se 
anulează reciproc. La fel componentele dH, a două cite două elemente 
situate simetric față de axa Oy se anulează și deci și H, = Q. 
Numeric, în sistemul CGS electromagnetic nerationalizat: 


H e 4x1 x 2 x 107! 53 = = 0,225 Oe. 
2 (52 + 102) 
8 Problema nr. 64. Un fir conductor foarte sub- 
W | tire este indoit in formă de poligon regulat cu n 
NS laturi de lungimi a și este străbătut de curen- 
tul de conducție /. Să se calculeze inducția mag- 
netică in centrul poligonului (fig. 64). 
Soluție : Se folosește rezultatul obținut in pro- 
e 
blema nr. 62, in care 


g, 25. $i B, = z — B, lar r= Lactg”. 
n 2 n 


2 
Se obţine: 
udi B = *bo! psinftgE. 
' Ta n n 
Fig. 65 Aplicație numerică : Pentru n = 6; a = 10 cm; 


1—2004A, în sistemul MKSA rationalizat se obţine: 
B= |X! X An x 1077 x 200 
x0,1 


= 48 x 10731 12 — 1,39 x 103 = 0,139 Gs. 
2 V3 m? 

Problema nr. 65. Prin interiorul unei suprafețe conductoare sferice, * 

lungul unui fir conductor care coincide cu axa polară a sferei, trece curentul /. 


x 6 x sin £tg-= 
6 ^ 6 
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care se întoarce prin suprafaţa conductoare sferică (fig. 65). Sá se determine 
intensitatea cimpului magnetic produs în interiorul și în afara sferei. 
Solujie : Cimpul în exteriorul sferei este nul, deoarece solenafia corespun- 
zătoare oricărei curbe închise, care nu străbate sfera, este nulă, iar simetria 
faţă de axa AB impune linii de cimp circulare. 
În interiorul sferei cimpul magnetic trebuie să prezinte simetrie în raport 
cu axa polară AB. 


LO 


Fig. 66-a Fig. 66-b 


Liniile de cimp nu pot fi decit cercuri avind centrul pe axa polară si planul 
perpendicular pe aceeaşi axă. Pentru a determina mărimea intensității cimpu- 
lui magnetic, se poate aplica legea circuitului magnetic uneia dintre liniile 
de cimp, de exemplu linia I de rază r, tinind seamă că în orice punct al aces- 
tei linii de cimp, din motive de simetrie, intensitatea H are aceeaşi mărime, 


deşi orientarea este diferită: 
$ H dr =$ H ds = H$ ds = 2nr - H = xl, 
r r r 


de unde: 
xI 


2nr 


H = 


66. O bobină cilindrică de grosime neglijabilă, de lungime 4 
e si este parcursă de curentul i, iar mediul in care se 
abilitatea u. Se cere să se calculeze inducția mag- 


netică în punctele situate pe axa de simetrie a bobinei (fig. 66-a). 
Solutie: Considerind pasul de bobinare foarte mic şi asimilind fiecare 
spiră cu un conductor circular, se poate folosi rezultatul obţinut in pro- 


blema nr. 63 și teorema superpoziţiei. | | 
Considerind spirele uniform distribuite pe unitatea de lungime, un element 


AF N : P 
de bobiná de lungime dz, care este echivalent cu i da = ndx spire (unde n 


este numărul de spire pe unitatea de lungime de bobină) produce intr-un 
punct P de pe axa de simetrie, situat la distanţa z de planul elementului de 


bobină (fig. 66-b), un cimp magnetic de inducţie: 
sin « 


A ; 
eati la —— nda. 
dB — 2 EM 


Problema nr. 
si de rază a, are N spir 
găsește bobina are perme 


(1) 
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Deoarece: 


tga = =; 

rezultă: 

a = are tg —,; 
sau: 

da = — — — dr = — = =æ m a dr, 
i LE: qT? + a? t 
x2 

sau: 

dz =— E da. | (2) 


: Din (1) şi (2) rezultă cimpul elementar in punctul P 


xX-x sinx R? x — 
dB — — > utan — «= — > nisin zdz. 
. A a E 


9 


Cimpul produs de curentul care străbate spirele de la stinga punctului P 
are expresia: 
[r4 % u 


2 


x x " E 
B, = (dB= En i|cosa Ni COS x. d 
z á 


2 


HE) 


În mod analog, cîmpul datorit spirelor din dreapta punctului P are expresia: 


r 


xuni 
B, = TET cos da, 


astfel încît cîmpul de inducţie magnetică din punctul P este: 


* T 'É (cos a, + cos a). 


B = B, T Bar = 


^ 


In centrul solenoidului: 
B = xni u cos P, 
unde: 


| 2a 
B = are tg - 


Pentru un solenoid infinit lung, 


a, = a, = Û, 


CE Scanned with OKEN Scanner 


| : MARIMI DE STARE A CIMPULUI MAGNETIC | 129 
er 20 
pentru orice punct de pe axă și rezultă un cimp uniform: 


B > suni = xp. 


În toate cazurile precedente, intensitatea cimpului magnetic se poate 
calcula imediat din: 


Raž, 
u 

Aplicaţie numerică : Sá calculám intensitatea cimpului magnetic şi inten- 
sitatea cimpului de inducţie magnetică: i 

a) în centrul bobinei; 

b) la unul dintre capetele bobinei; 

c) într-un punct situat în exteriorul bobinei, la distanța d de extremitatea 
cea mai apropiată. 

Date numerice: N = 1 000 spire; 1 = 30cm;a = 3 cm; i = 8 A; d = 10 cm. 
Bobina este situată în aer. 

Calculul se face în sistemul de unități MKSA rationalizat, în care: 


z= 1; p= g= ár 107. 


a) În centrul bobinei: 
B — are tg ru = are tg 0,20 = 11*20*; 


cos B — 0,98; 
1 000 


H = 8 x 0,98 = 26 200 Asp/m. 


3 


Dacá am calcula acest cimp cu formula aproximativá, considerind bobina 
foarte lungá, ar rezulta: 


1 000 


8 = 26 600 Asp/m, 


H, aprox — 


jar eroarea comisá ar fi: 


Inducţia magnetică este: 
B = 4v7 xX 107 x 2.82 3 104 = 33 x 107* Wb/m?. 


b) La un capăt al bobinei 


3 T E E 
a, = are tg = — t8 0,1 22 0,1 ; Xa = 


9 — Bazele electrotehnicii — €. 3277 
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1 


CO d, ate Doe iE 
| 1 + 0,01 1,01 


— 0,99; 


1000 1 
H = c x BX ^4 0,99 = 13 200 Asp m ; 


B = án x 107 x 1,320 x 104 = 16,6 x 107? Wb [m?. 


COS Xa = > = ————— = 0,995 
! o Yarapce Vara 7 
—d 10 îi 
cosas = -= = — TR > 7 „956; 
la? + a? y3? + 10? 


H= L 1000 o (0,995 — 0,956) = 520 Asp /m; 


3 


B = 4r x 107 x 520 = 6,54 x 104 Wb /m?. 


Problema nr. 67. O bobină cilindrică lungă, l 2» a, are raza a și N spire par- 
curse de curentul i, mediul în care se găsește bobina avind permeabilitatea p. 


Fig. 67-a 


Să se calculeze, în aceste noi 
este produs printr-un punct P 
mijlocul bobinei și este 


Se suprimá spira din mijlocul bobinei. 
conditii, intensitatea cimpului magnetic care ) 
al axei bobinei, la distanța x de planul care trece prin 
"perpendicular pe axa ei de simetrie (fig. 67-a). 
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Soluţie : Pentru calculul cimpului magnetic cerut se foloseşte teorema su- 


perpoziţiei, şi anume se consideră acest cimp ca rezultind din suprapunerea 
celor două stări ale bobinei din figura 67-b: 

a) bobina neîntreruptă, parcursă de curentul i; 

b) legătura dintre spira de la mijloc și restul bobinei întreruptă, și această 
spiră parcursă de un curent de intensitate i, îndreptat în sens contrar faţă 
de curentul de sub punctul a). 

Fie H, şi H, intensitátile cimpurilor corespunzătoare: 


H, =+", (1) 
H, = a sin g, (2) 


in care « este semiunghiul sub care se vede spira din punctul în care se 
calculează cimpul şi R este distanța dintre acest punct și un punct de 
pe spiră. 

Deoarece: 


R = Va F 22 


T M 
Ya rct 
relatia (2) se poaté pune sub forma: 


sin « = 


E 2 
fi MN LENIN. aia A 
2 (a? + yh 


z fiind distanţa dintre punctul dat și planul spirei. 
Cimpul căutat H se calculează din: 


Ni xi A 
H =H, + H, =+ a = 
l 2 (æ+ a2 


IN a? 
= x i| — — — l]. 
| l 2(a* + a2) | 


Pentru z = 0 (centrul spirei care lipseşte): 


H -xi[7-2]. 
l 2a 


Problema nr. 68, O spirală plană, deasă, cu N spire, are diametrul exterior 
a şi este parcursă de curentul electric constant Z. Sá se calculeze intensi- 
tatea cîmpului magnetic într-un punct P al axei perpendiculare pe planul 
spiralei, ştiind că axa trece prin originea spiralei (fig. 68). 
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Soluție: Intensitatea cimpului magnetic produs de o singură spiră de 

rază r într-un punct situat pe axa spirei, la distanța z de centrul spirei, 
are, conform relaţiei din problema nr. 63 (care constituie o aplicație a tes- 
remei Biot-Savart-Laplace), valoarea absolutá: 
s Ed ap E s. 
2 +r)” 
și este normală pe planul spirei, iar 
orientarea ei rezultá, dupá regula 
burghiului drept, din sensul curen- 
tului Z din spirá. 

Curentii din spirală se pot asi- 
mila cu niste curenti circulari, iar 
spirele se considerá uniform repar- 
tizate, astfel incit un segment al 
unei raze a spiralei, de lungime 


Fig. 68 


* . w N - 
egală cu unitatea, să intersecteze un număr n = — spire. 


a 
Astfel, un element de suprafață de rază r şi grosime dr (fig. 68) produce 
în punctul P cimp magnetic ca și cind ar fi o spiră circulară de rază r, 
străbătută de curent: 
dI = I ndr (2) 


a cărui expresie, prin analogie cu (1), este: 


dH = 2 In die (3) 


(pe + 23): 


Cimpul magnetic rezultant în punctul P se calculează prin integrare, 
aplicind teorema superpozitiei: 


H-V dH = 2 In one E (4) 
2 rai. 


Însă: 


—— M — — — Mee 


astfel incit (4) devine: 


dr a(? dr "S 
H =ŽnI V ECIET iE -a| = l= 
2 "MIL o (radiere 


x NI E ax Vata fa! 


=> 


2a x 0o yett 


4). 
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Problema nr. 69. Să se calculeze intensitatea cimpului magnetic în centrul 
unei sfere de lemn, de rază a, pe care sint infásurate strîns și într-un 
singur strat, JV spire care pot fi considerate paralele și care sînt parcurse 
de curentul i (fig. 69). 

Solutie: Cimpul magnetic dat de o singură spiră de rază r, al cărui plan 
este la distanța 2 de centrul sferei, are, conform relaţiei (b) din problema 


S W 


c' 


Y 
N 


CĂ 


„Fig. 69 


nr. 63 (relaţie care constituie o aplicaţie a teoremei lui Biot-Savart-Laplace), 
valoarea absolută 


2 
Heñ ju 
2 (72 + 32) 3 (1) 


este normal la planul spirei, iar orientarea lui corespunde, după regula 
burghiului drept, orientării curentului i din spirá. l 
Curenții din spirele bobinei se pot asimila cu nişte curenți circulari, iar 
spirele se consideră uniform repartizate de-a lungul axei zg’ a bobinei 
(fig. 69), astfel încit să fie [n = E spire pe unitatea de lungime. 
a 


Astfel, un element de bobină de rază r și grosime dz, situat la distanţa x 
de centrul bobinei, la dreapta sau la stinga acestuia, se comportă ca o 
spiră parcursă de curentul 


di = i n dz, (2) 


iar intensitatea cîmpului elementar pe care îl produce in centrul sferei are 
expresia: 


AH a ni diaas 
H : nidz Hd (3) 


Deoarece: 
r = aq — x 


relatia (3) se poate scrie sub forma: 


. Q — r? 
dH = ni? dg. 
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; Intensitatea cimpului magnetic rezultant, în punctul P se calculează prin 
integrare, adică aplicind teorema superpoziţiei: 


Hes 2 üt = 2 žni Em dada 
2 a? 


0 0 


= uniţi da P tz] = xni [1 -— $) - 


0 


0a 


Problema nr. 70. Printr-un conductor 
practic infinit lung, de secțiune drept- 
unghiulară 2a x 2b, trece un curent con- 
tinuu i. Să se determine intensitatea 
cimpului magnetic într-un punct oare- 
care din exteriorul conductorului (fig. 70). 

Solutie: Să considerăm un fir elemen- 
tar al conductorului de secțiune dA' = 
= dz'dy', parcurs de curentul elementar 


dit. PL qudg. 
2a - 2b 4ab 
Acest fir elementar, care trece prin punctul de coordonate'z', y', pro- 
duce în punctul P (x, y) un cimp magnetic elementar plan-paralel a cărui 
intensitate se află ușor (v. problema nr. 62). 


1j, M xi dx'dy' 
— — —À i$ 
8rab r 


în care 7? = (x — z')? + (y — y'. Componentele cimpului sint: 


dH, = dH sin a = i 9 — ds'dy'; 


8xrab r? 
dH, = — dH cos a = — ——— *—7 da'dy'. 
8xab r 


În consecință, cîmpul produs de totalitatea firelor elementare ale conduc- 
torului va avea următoarele componente: 


1 +b +a —y' ' 
H,e6 | dz” $ — bod ME HE 
8r ab )—o —a (x—&f-(u—uy 


H= = y dy' € — 
rab J—a —b (x— r’ + (y— y’) 
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. Efectuind integralele duble, se obţine: 


H= xi E U +a? (rb? —z—bj, (y--a? +o 
> smal 2 — wap +a 2 wayta 
+b z—b zb 
y + a) (aret M — 00 d | — a) (aret E. să E 
+ (y ) iru E ia (7 ) [ar s- 
— arc t edi = 
Sa AA 


şi o expresie analogă pentru H,. 

Liniile de cimp sint curbe închise, avind o formă 
apropiată de aceea a elipselor. 

Problema nr. 71. Echivalind cîmpul magnetic al unei 
mici bucle de curent, de vector arie AA, parcursă de 
curentul electric de conductie i, cu cimpul magnetic 
al unui mic corp polarizat magnetic si avînd momen- 
tul magnetic m, = iAA, se cere să se deducá ex- 
presia inductiei magnetice stabilite de bucla de cu- 
rent, de moment m, într-un punct oarecare, luînd Fig. 71 
ca bază teorema lui Biot-Savart-Laplace (fig. 71). 

Solutie: Conform teoremei lui Biot-Savart-Laplace, inducția într-un 
punct oarecare P din apropierea buclei de curent este dată de formula: 


B= ^U I drx R . 
dr r R? 


P (Fix) 


Inmultind scalar această relaţie cu un vector arbitrar constant u, se 
obţine: 


Bu = u (ar x =i dr (E. x ul. 
4x — p m 4n jr (m 


Aplieind teorema lui Stokes si tinind seamă că vectorul de poziție R 
are originea variabilă pe curba I' și extremitatea fixă (punctul P), se 
obţine: 


B:u= Sil rot’ [= x u) dA = 
Sr RE 


AT 
- — Xe. ii rot k x u) dA. 
47 Sp R? 


În adevăr, atunci cînd originea vectorului de poziție R se deplasează 
în direcția lui d», variația acestui vector e egală si de semn contrar cu 
variaţia lui cînd i se deplasează extremitatea. 

Dar, 


R su A aei d) E e dus 
rot (75 x = ag divu [s gra w + (u grad) = u div zg? 
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în care, afară de termenul al treilea, toti ceilalţi termeni sint nuli, deoarece 
u = const. gi div X = 0. Rezultă, 


UT RA WS B 
B-u LU În K grad) | dA. 


Tinind seamă că pentru operația (u grad) 5 , în care R este variabil, 


vectorul dA este constant; expresia de sub integrală se mai poate serie în 
felul următor: 


MN AS Ini 
-ni (5) ea p em (Pate ma (E da) 
Deci, 


B-u = po u grad (7 dA) = a iul grad (ss da). 
4n Sr R? dr Sr R 


u fiind un vector constant. 
Deoarece dimensiunile buclei sint mici în raport cu lungimea R, ultima 
integrală se poate transforma astfel: 


R "* Es Y. kea Pe 

" grad | > dA) = " grad (24. p dA, : + dA, jJ- 
"A Ma A z = 1l = 

= grad E V. (zdA, + y dA, + «4A, grad | : " RdA| 


— grad [s " da) = grad [s . AA) . 


Vom avea deci: 


B:u-—— iu grad ($ AA]. 
47 p 


Deoarece u este un vector arbitrar, egalitatea precedentă nu poate avea 
loe decit atunci cînd: 


Ser A R ; 
B = = grad | (i A4)] 


adică: 


B=— on ba grad (Pe). 
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Dacá se efectueazá derivarea, expresia sus-mentionatü se mai poate scrie 
astfel: 


B = Xbo Eon (m, 
4n R5 mj 


deoarece mM, este un vector constant (momentul magnetic echivalent al 
buclei de curent date). 

Problema nr. 72. Să se calculeze forţa de inter- 
acțiune dintre două porţiuni rectilinii, paralele și 
egale apartinind la două circuite parcurse de cu- 
rentii i, şi ia (fig. 72). 

Soluţie : Se ştie cá dFiz = i, dr, X B, respectiv 
dF,,—i,:dr-:B,(x) cu sensul gi direcţia din 
figurá. 

Dar din problema nr. 62: 


B,(z) = T i, [Cos ay + cos æ] = 


__ XBtol 


| z i l— c 
4xa Va: + 22 Vaz 4- (L— zh | 


Fig. 72 
1 Xuglji, (i xdr xpo intial a? 
0 ma Jo Vara: map 2ra d l 


deoarece cele douá integrale definite care apar sint egale. Forta pe unitate 
de lungime: 


_ Fe 2^ kohi (| Ea] 


2ra 


Dacă firele sint infinit lungi (| — co) se obține for- 
mula lui Ampère: 


=~ Mohl, d 
L 2ra 
Aplicaţie numerică: ù = ti, = 14; a— 1m; 
f 2 = 2-107 N/m. 
27 


Această relaţie serveşte la definirea unităţii de — Fig. 73 

curent electric in S.I. ` 
Problema nr. 73. Aceeași problemă pentru două porţiuni paralele şi rec- 

tilinii, dar de lungimi inegale, apartinind la două circuite electrice (fig. 73). 
Soluţia 1. Calculul se poate face prin integrare directă ca în problema 72. 
Soluţia 2. Se observă că din motive de simetrie putem scrie: 


Fasor = FAg,pg + FAB.EP 


Fasor = Fac,oe iz a Fecr pr Fac,ED. 


D oo 
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Fg, p = Facute: 
Prin adunarea celor 2 expresii precedente rezultă: 


F Aspre = m [VEF a4 VEFa- a VEET Taa] 
__ to d ie 4d? 
xs 4T mE 


2 * os ied 
eer e 3-1 
a a 
ünind seama cá F,spr a fost pus 
sub forma unei expresii in care apare 
forța doar între conductoare paralele 
de lungimi egale. 

Problema nr. 74. Un mic ac magne- 
tic care are momentul magnetic perma- 
nent m. se găsește în cimpul magnetic 
al unui fir rectiliniu vertical, parcurs 
de curentul i, la distanța r de fir, în 
aer (u, = 1), astfel încît momentul 
său magnetic este cuprins într-un 


plan orizontal și formează unghiul g 
cu raza vectoare r din acel plan, care unește micul ac magnetic cu firul. 


Se cere să se calculeze forţa și momentul pe care le exercită cîmpul magnetic 
al firului asupra micului ac magnetic (fig. 74). 
Solufie. Alegem coordonatele cilindrice r, o, z, de versori E, Cy. €,, ca 


în figură, si observăm că, în aceste condiţii, cîmpul magnetic produs de 
curentul rectiliniu este: 


P4 


H = e, — =œ, H, 
d 27r 
jar 
m — m cos « e, +m sin « e,. | 
Intr-un sistem absolut si coerent de unităţi, forța şi momentul care se 
exercită asupra micului ac magnetic sint date de: 
E 4 
F = grad (m B) = (m grad) B; 
M=m xB. 
Cum în coordonate cilindrice operatorul gradient este: 
2 


2 . 2 
rad se 8, — d- & -— a. X. 
g r ér T ? Tô + ti 2 
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obţinem 
2B 3B eB 8 
F = [me, SE + me, Z 4 me, 59 |— m cos ELA i E 
" ér z rog a E ôr dic a râe 
şi, deoarece: 


2e, H 28 m. = e 2B — 0 
ór D 29 r3 em mm 
X Lol ; i 
F = — m cosa E — e, — e,m sina XU -, 
2x r? 2r? 
X [Lol ; 
= — m “Et (e, cosa + e, sin a). 
27 r? Í 


Vectorii m și H fiind continuti în planul e,, e, se observă imediat că: 


|M| =m B cos a = XP“ m cosa. 
27 7 
Să se calculeze M și F folosind coordonate cartesiene. 
Să se interpreteze calitativ rezultatele obţinute, pentru « = 0 si « = 90, 
folosind interpretarea microscopică — astăzi părăsită — a momentului mag- 
netic prin sarcinile magnetice fictive qm si — gm situate la distanţa | = 


m . . . m . " 
= — una de alta în direcţia lui m, știind că asupra acestora acţionează 


Qm 
forte de forma: 
F = Qr. 


Să se interpreteze calitativ rezultatele ob- 
ținute, pentru « = 0 şi a = 90°, folosind 
interpretarea microscopică a momentului 
magnetic cu ajutorul unei bucle- elementare 
de curent, presupusă, pentru simplificare, 
de formă pătrată, de vector arie A şi cu- 
rent im, astfel încit: 


m = i,À. 


Problema nr. 75. Un fir conductor recti- 
liniu, orizontal și foarte lung, este parcurs 
de curentul de conductie i și se găseşte în 
aer (u, = 1) într-un cimp magnetic omogen 
Hg omoparalel cu conductorul. În punctul  ; 
O, situat la distanţa Ph sub fir, se găsește un Fig. 75 
mie ac magnetic. Se cere: —— 

1) Momentul care se exercită asupra acului magnetic, cind momentul 
magnetic m al acestuia este situat într-un plan orizontal și formează unghiul 
a cu orientarea cimpului Ho. 

2) Unghiul «, pe care-l formează acul cu planul care trece prin O si 
prin fir, cind este lăsat să se rotească liber în jurul punctului O (fig. 75). 
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, Solujie : 1) Alegem axele ca în figură și, notind cu H; cimpul magnetic 
produs in O de firul rectiliniu, avem: if 


H = H, + H; = iHe ji 


qm —im cos «+j m sin «, 
si cuplul căutat va fi: 
i j k 
C—mxB-—ye,[mocosa msing 0 = kuyn| 2, i cos 4 — Ho sin a, 


R; i 0 
27h 
ceea ce se putea scrie direct, folosind coplanaritatea vectorilor H;, H,, m, 
i şi j. | 
2) Poziţia de echilibru a acului lăsat să se rotească liber este totdeauna 
aceea în care m este omoparalel cu cîmpul rezultant H și din figură avem: 


ao = arc tg E: = arc tg EA 
| Hg 2r hH,, 
ceea ce rezultă imediat și din expresia cuplului, punind condiţia ca acesta 
să fie nul. 


2.5. MĂRIMI DE STARE A CÎMPULUI MAGNETIC: 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 76. Să se determine intensitatea cimpului magnetic produs 
de un fir conductor foarte subţire, de lungime practic infinită, străbătut de 
un curent de conduotie avind intensitatea 
I = 1 A, la distanţa r = 10 cm de axa fi- 
rului 


Răspuns: H = 3 A/m 
Lj 


Problema nr. 77. Un circuit electric plan, 
format din două părţi semicirculare con- 
centrice şi din cele două segmente de raze 

Fig. 77 care le unesc capetele (fig. 77), este par- 

curs de curentul i. Știind cá a gib «a 

sint razele celor două semicercuri, să se calculeze inducția magnetică in cen- 
trul semicercurilor. Circuitul e situat în aer (u = po). j 

Indicaţie: Se aplică teorema lui Biot-Savart-Laplace, remarcindu-se că 
porțiunile rectilinii ale circuitului nu contribuie cu nimic la cîmpul magnetic 
în punctul 0. | 
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Se obține: - 
a “e B(0 =t (I-A 
l ) 4 b J 


Problema nr. 78. Două bobine cilindrice foarte lungi, aşezate in lungul 
aceleiaşi axe, au extremităţile la distanţa 1 una de alta. Bobinele au razele a 


Fig. 78 


şi numărul n de spire pe unitatea de lungime şi sînt parcurse de curentul i 
în același sens (fig. 78). Se cere să se calculeze intensitatea cimpului 
magnetic produs de cele două bobine parcurse de curent, în centrul de 
simetrie al acestor două bobine. 

Răspuns : Conform problemei nr. 66 şi teore- 2R 
mei superpoziției, cîmpul cerut are intensitatea: 


: | 
H = xni (cos «a, + cos æa). 


Problema nr. 79. O bobină cilindrică de rază R 
şi lungime l, în aer, avind JV spire, este stră- 
bătută de curentul electric de conducție i. Pe 
axa bobinei, la o extremitate, se găseşte un 7 
mic corp polarizat magnetic de un moment mag- 
netic permanent m (fig. 79). 

Se cere să se determine forța care se exercită 
asupra corpului de moment magnetic m. 


f 


" 
Jl 


; 


Îndicaţie: epe 
Fn = grad (mB) lei dm A id Fig. 79 | 
Bo) = AP ros + Yerum] 
potet n ascen] <0 


adică este forță de atracţie. 


u^Ài. 
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Problema nr. 80. Un fir conductor, omogen gi de secţiune constantă, 
formează un circuit închis care ocupă laturile unui triunghi echilateral de 
latură a. Circuitul este alimentat prin două virfuri ale triunghiului, cu un 
curent de intensitate i. Se cere să se calculeze intensitatea cimpului si 


Z> : À 
Fig. 80 Fig. 81 


inducția magnetică produsă de curenţii din circuit în centrul de greutate G 
al triunghiului, în ipoteza că mediul din jurul circuitului este aerul (fig. 80). 

Problema nr. 81. Un circuit format din două segmente drepte, de lungimi a, 
şi din două arce de cerc (fig. 81) de raze b, este parcurs de un curent i 
şi este situat în aer (u, = 1). Se cere să se calculeze inducția magnetică 
B, produsă de circuitul parcurs de curent, în centrul de simetrie c al cir- 
cuitului. 

Problema nr. 82. Patru spire dreptunghiulare egale, conductoare, cu latu- 
rile A si 2a, sint legate în serie si infágurate pe un cilindru de lemn, de 
înălțime A si de rază a, astfel incit fiecare spiră să ocupe un plan diametral 

; al cilindrului, iar planele spire- 
lor consecutive să formeze un- 
ghiuri de cîte 45° unul cu altul 
(fig. 82). Se cere să se calculeze 
intensitatea H a cimpului mag- 
netic care se produce în centrul 
cilindrului, cînd spirele sînt par- 
curse de curentul de conductie i. 

Problema nr. 83. Şase spire 
circulare conductoare, egale, sînt 
legate în serie si înfășurate pe 
o sferă de lemn de rază a, ast- 
Fig. 83 fel încît fiecare spiră să ocupe 

| un plan diametral al sferei, iar 
planele spirelor să treacă prin aceiași doi „poli“ ai sferei şi să formeze 
unghiuri de 30* unul cu altul. Se cere să se calculeze intensitatea cimpului 
magnetic care se produce în centrul sferei, cînd spirele sint parcurse de cu-i 
rentul de conductie i (fig. 83). 

Indicaţie: În problemele 80—83 se aplică fără dificultăţi teorema lui 
Biot-Savart-Laplace. 
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3.1. BREVIAR DE LEGI ALE TEORIEI MACROSCOPICE 
A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 


3.1.1 LEGI GENERALE 


Legea de conservare a sarcinii electrice adevărate. Intensitatea instantanee 
a curentului electric de conducţie i, care iese din orice suprafaţă închisă X, 
este egală cu viteza instantanee de scădere în timp a sarcinii electrice ade- 
vărate gz din interiorul suprafeţei presupuse antrenată de corpuri în mișcarea 
lor (forma integrală a legii de conservare a sarcinii electrice adevărate) : 


is = — -> (1) 


Dacă se exprimă intensitatea curentului electric în funcție de densitatea 
de curent și sarcina electrică adevărată în funcţie de densităţile ei de volum, 
de suprafaţă si de linie, cum şi de sarcinile punctuale, se obţine forma 


integrală, dezvoltată, a legii: 
| JdA LUA. | p, dv + | e, dA +i p; ds + ze. (1.a) 
E dl | Jvz Sy Cy i 


in care sensul normalelor exterioare ale suprafetei e, este sensul de referintá 
pentru fluxul densităţii curentului de conductie. Constanta de proportio- 
nalitate din lege se poate alege egalá cu unitatea in orice sistem de unitáti, 
dacă se alege in mod adecvat constanta kg din definiţia densităţii curentului 
de conductie. Cum, în cazurile cele mai generale, densitatea curentului 
electric de conductie poate avea divergență de volum şi de suprafață, iar 
„densitatea de linie a sarcinii electrice nu poate varia în timp fără ca den- 
sitatea curentului de conduetie si de convecţie să devină infinite, aplicind 
teorema lui Gauss si Ostrogradski, ținind seamă de expresia derivatei de 
integrală de volum a unui scalar cîmp și separind diferitele specii de diver- 
gente, se obtin douá forme locale ale legii. Prima dintre us ape 
că divergenta sumei dintre densitátile locale și instantanee ale curent 


10 — Bazele electrotehnicii —c3277 
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electrici de conducţie si de convecţie este egală cu viteza de scădere în 
timp a densităţii de volum locale şi instantanee a sarcinii electrice adevărate: 


div (J + ppt) = — es, (1.b) 
> fiind viteza locală a punctului din corp pentru care se consideră această 
formă a legii. Cea de-a doua formă se referă la suprafețele de discontinuitate 
şi exprimă că divergenta de suprafață locală şi instantanee a sumei dintre 
densitátile curenților electrici de conducție si convecție este egală cu viteza 
de scădere în timp a densității de suprafață locală și instantanee a sarcinii 
electrice adevărate: 


div, (J + p) = — ^er, | (1.6) 
sau 


ex [(J5 — J1) + (Poza — pura) = — 205. (1. d) 


Legea legăturii dintre inducţie, intensitate şi polarizatie în cîmpul electric. 
Inducţia electrică locală instantanee este funcţie lineará şi omogenă de 
intensitatea locală instantanee a cimpului electric si de polarizatia electrică 
localá, avind drept coeficienti 'permitivitatea vidului și coeficientul de ratio- 
nalizare: 

D = &E + xP. (2) 


Legea îluxului electrie. Fluxul electric instantaneu, care trece prin orice 
suprafață închisă X, este egal cu produsul dintre coeficientul de rationalizare x 
$1 sarcina electrică adevărată instantanee gs din interiorul suprafeţei 


Fz = xgz. (3) 


Dacă se exprimă fluxul electric în funcţie de inducția electrică şi sarcina 
electrică adevărată în funcţie de densitátile ei, se obţine: 


E dA = x m p, dv + fe, dA + " o, ds + Eas]. (3. a) 


unde sensul de referintá al fluxului electric se considerá orientat dupá nor- 
malele exterioare ale suprafeţei închise X. mE 

Dacá se aplicá teorema lui Gauss si Ostrogradski, si se separá diferitele 
specii de divergențe, se obţin patru forme locale ale legii fluxului electric. 
Prima dintre acestea exprimă că divergenta locală si instantanee a inducției 
electrice este egală cu produsul dintre coeficientul de rationalizare şi densi- 
tatea de volum locală și instantanee a sarcinii electrice adevărate: 


div D = x,. (3. b) 


Cea de-a doua se referá la suprafeţele de discontinuitate ale inducției 
electrice şi exprimă cá divergenta de suprafaţă locală si instantanee a inducției 
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electrice este egală cu produsul dintre coeficientul de raţionalizare şi den- 
- sitatea de suprafaţă locală si instantanee a sarcinii electrice adevărate: 


div, D = xp,, (3. c) 


sau 
€i * (D; — D1) = xps, (3. d) 


iar pentru suprafețele pe care p, = 0: 
Da, == D,,, (3. e) 


unde €e; este versorul normalei pe suprafaţa de discontinuitate in punctul 
considerat, orientat dinspre fata 7 spre fata 2 a suprafetei de discontinuitate. 
Cea de-a treia formă se referă la liniile de discontinuitate ale inducției 
electrice si exprimă că divergenta de linie locală şi instantanee a inducției 
electrice locale este egală cu produsul dintre coeficientul de rationalizare $i 
densitatea de linie locală și instantanee a sarcinii electrice adevărate: 


div ;D = xp. (3. £) 


Cea de-a patra formă se referă la punctele de discontinuitate ale inducției 
electrice și exprimă cá divergenta de punct locală şi instantanee a inducției 
electrice este egală cu produsul dintre coeficientul de rationalizare și sarcina 
electrică adevărată, punctuală, locală şi instantanee: 


div,; D = Xfi. (3. g} 


Legea inducției electromagnetice. Tensiunea electromotoare instantanee u,r, 
din lungul oricărei curbe închise D' este egală cu viteza instantanee de 
scădere a fluxului magnetic ®s care trece prin orice suprafață deschisă S, 
limitată de curba IT și presupusă antrenată de corpuri în mişcarea lor 
(forma integrală a legii inducției electromagnetice): 


d$. 
Ur = — 7] i (4) 


Dacă se exprimă tensiunea electromotoare în funcţie de intensitatea 
cimpului electric $i fluxul magnetic in funcţie de inducția magnetică, se 
obţine forma integrală, nedezvoltatá, a legii: 


d 
A 
$ E dr = ui B dA, (4. a) 


in care sensul de referință al tensiunii electromotoare se asociază după 
regula burghiului drept cu sensul de referinţă al fluxului magnetic. 


Folosind expresia derivatei de integrală de suprafață a unui vector cîmp 
în raport cu timpul, care intervine în expresia derivatei fluxului unui vector 
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n ——————————————— 
cimp în raport cu timpul, se obţine următoarea formă integrală, dezvoltată, 
a legii (v.'4.b): - | 


$ E dr = ahi da -$ (B x v) dr, (4. b) 


unde v este viteza locală si instantanee a mediului în care are loc inducția 
electromagnetică, iar 


ua = — | 28 da “(a c) 


se numește tensiunea electromotoare indusă static, sau prin transformare 
(sau prin pulsatie în curent alternativ), iar 


AREE J (v x B) dr (4. d) 


se numeşte tensiunea electromotoare indusă prin mişcare (sau prin rotație 
in maşinile electrice), ambele tensiuni electromotoare fiind raportate la 
referentialul față de care se descrie fenomenul de inducție electromagnetică. 
Fiecare dintre aceste două tensiuni electromotoare depinde şi de referen- 
tialul față de care se descriu fenomenele, tensiunile electromotoare induse 
prin mişcare, respectiv prin transformare fiind relative, însă suma lor este 
independentă de referentialul față de care se descriu fenomenele. 

Cum, în cazurile cele mai generale, intensitatea locală a cimpului electric 
poate avea rotor şi rotor de suprafață, ca și produsul (B x v), aplicind 
teorema lui Stokes si separind cele două specii de rotori, se obţin două 
forme locale ale legii in care intervin rotorii. Prima formă locală este 


rot E = — B —rot (B x v), (4. e) 
et 


v fiind viteza locală a punctului din corp pentru care se consideră forma 
locală a legii, — iar a doua formă, care cuprinde rotorii de suprafaţă, are 


oB 


la — finit forma: 
et 


rot, E = — rot, (B x v) (4. f) 


sau, dacă se notează cu e,,4 versorul normal pe suprafața de discontinuitate 
și dirijat dinspre fata 1 spre fata 2: 


eng X (E; — E1) = — eua X [(B x v); — (B X 9), (4. g) 
adică, în cazul corpurilor imobile (v = 0): | 
En = En 


unde E,, şi Es sint componentele tangențiale ale intensității cimpului electric 
in punctul suprafeţei de discontinuitate pentru care se consideră legea, pe 
cele douá fete ale ei. ; 
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Din legile legăturii dintre inducție, intensitate si polarizatie în cimpul 
electric, legea fluxului electric şi legea inducției electromagnetice, rezultă că 
un cimp electric poate fi produs cu ajutorul corpurilor incárcate sau pola- 
rizate electric, cu ajutorul eimpurilor de inducţie magnetică variabile in 
timp sau al corpurilor mobile în cimpul magnetic, sau printr-o combinare 
a acestor mijloace. 

Legea legăturii dintre inducţie, intensitate si polarizafie în cîmpul mag- 
netic. Inductia magnetică locală instantanee este funcţie lineará și omogenă 
de intensitatea locală instantanee a cimpului magnetic și de magnetizatia 
instantanee locală, avind drept coeficienţi permeabilitatea vidului şi coefi- 
cientul de rationalizare multiplicat cu permeabilitatea vidului 


B = y, (H + xM). (5) 


Legea fluxului magnetic. Fluxul magnetic instantaneu Oz, care trece 
prin orice suprafață închisă X, este nul (forma integrală a legii fluxului 
magnetic): 

OQ. = 0. (6) 


Dacă se exprimă fluxul magnetic în funcţie de inducția magnetică, se 
obţine următoarea formă integrală a legii: 


( B dA — 0. (6. a) 
Z 


Dacá se aplicá teorema lui Gauss si Ostrogradski, si se separá diferitele 
specii de divergente, se obtin patru forme locale ale legii fluxului magnetic. 
Prima dintre acestea exprimă cá divergenta inducției magnetice este nulă 
oricînd şi oriunde: `- 

div B = 0. (6. b) 


Cea de-a doua formă locală se referă la suprafeţele de discontinuitate ale 
inducției magnetice și exprimă cá divergenja de suprafață a inducției mag- 
netice este nulă oricind gi oriunde: 


div, B = 0, : (6. c) 
adică 
en * (Ba — B4) — 0, (6. d) 
sau 
Ba, = By, (6. e) 


unde e,4, este versorul, pe suprafața de discontinuitate in punotul considerat, 
orientat dinspre fata Z spre fața 2 a suprafeţei. 

Cea de-a treia formă exprimă că divergenţa de linie a inducției mag- 
netice este nulă oricind şi oriunde: 


div, B = 0, (6. f) 


abit. 
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iar cea de-a patra formă, cá divergența de punct a inducției magnetice 
este nulă oricind si oriunde: | 
div, B — 0. | (6. g) 


Legea circuitului magnetic. Tensiunea magnetomotoare instantanee ur, 
din lungul oricărei curbe închise T, este proporţională cu suma dintre inten- 
sităţile instantanee ale curenților electrici de conducţie Osp si herlian is;;,., 
care trec prin orice suprafață deschisă Sr limitată de curba [, presupusă 
antrenată de corpuri în mișcarea lor, factorul de proporţionalitate fiind 
coeficientul de raţionalizare x: 


Umar = x(0s;. + LHSp)- (7) 


Dacă se exprimă tensiunea magnetomotoare în funcţie de intensitatea 
cimpului magnetic și fluxul electric în funcţie de inducția electrică, se obţine 
forma integrală, nedezvoltată, a legii: 

$ H dr = x | JdA 4 | DdA|, (7. a) 
r | Sr x dt 


Sr 


in care sensul de referință al tensiunii magnetomotoare se asociază după 
regula burghiului drept sensului de referinţă al fluxurilor. i 

Folosind expresia intensității curentului electric hertian şi expresia deri- 
vatei de integrală de suprafață a unui vector cîmp în raport cu timpul, 
care intervine în expresia derivatei fluxului unui vector cîmp în raport 
cu timpul, se obţine următoarea formă integrală, dezvoltată, a legii: 


$ H dr = xf + pv) dA + $0 Xx v) dr | dA, (7. b) 


Sr 


unde s-a ţinut seamă de forma (3. b) a legii fluxului electric. 

Se observă că integralele care contin viteza v, sau derivate parţiale în 
raport cu timpul, depind de referentialul fatá de care se consideră legea, 
— însă suma tuturor acestor termeni este independentă de acest referentiai. 

Cum, în cazurile cele mai generale, intensitatea locală a cimpului magnetic 
poate avea rotor şi rotor de suprafaţă, ca și produsul (D x v), aplicînd teore- 
ma lui Stokes şi separind cele două specii de rotori, se obţin două forme 
locale ale legii, în care intervin rotorii. Prima formă este: 


ALFER EE 5) (7. c) 
x 


x Ot 


rot H = «|a + pD + 


unde J este densitatea curentului de conductie; pw este densitatea curentului 
de convecție; Là T reprezintă  densitatea curentului de deplasare, iar 
x 


1 rot (D X v) reprezintă densitatea „teoretică“ a curentului Roentgen. Expe- 
x 


rienta arată că, în locul acestui termen, trebuie folosit termenul rot (P x v), 
densitatea „experimentală“ a curentului Roentgen, v fiind viteza locală 


id 
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a punctului pentru care se consideră forma locală a legii, — iar a doua 
formă locală este la Z finit: 
rot, H = «|. + e rot, (Dx v)|: (7. d) 
x 
adică pentru corpurile imobile (v = 0): 
€512 X (H, ON H) = xd, (Z. e) 


Ene fiind versorul normalei pe suprafața de discontinuitate, orientat dinspre 
fața 1 spte fața 2 a suprafeței. 

Din legea legăturii dintre inducție, intensitate şi polarizatie în cîmpul 
magnetic, legea fluxului magnetic şi legea circuitului magnetic, rezultă că 
un cimp magnetic poate îi produs cu ajutorul corpurilor parcurse de curent 
de conductie sau polarizate magnetic, cu ajutorul corpurilor încărcate si 
in mișcare, cu ajutorul cîmpurilor de inducție electrică variabile în timp 
sau al corpurilor mobile în cîmpul magnetic, sau printr-o combinare a 
acestor mijloace. 

Legea transformării energiei electromagnetice în conductoare. Densitatea 
de volum locală și instantanee a puterii de transformare din energie elec- 
tromagnetică în energie interioară a corpurilor, prin curent de conductie, 
este egală cu produsul scalar dintre intensitatea locală și instantanee a 


cimpului electric și densitatea locală şi instantanee a curentului electric de 
conductie: 


pj — EJ. (S) 
. Conform legii de material (12. a) a conductiei electrice, produsul rezisti- 
vităţii prin densitatea locală si instantanee a curentului electric de con- 
ducţie este egal cu intensitatea locală si instantanee a cimpului electric in 


sens larg, adică a sumei dintre intensitátile locale si instantanee ale cimpului 
electric și cimpului electric imprimat: 


pJ = E + E;, (9) 
adică 
E = pJ — E; (9. a) 


şi deci rezultă din (8) teorema de material a transformării energiei electro- 
magnetice în corpuri: 


Pi = (PJ) J — EjJ. | (10. 


a) Lema anulárii fluxului electric. Prin mijloace adecvate se poate anula, 
cel puţin într-un moment, fluxul inducției electrice prin orice suprafață 
închisă. | Nn" 

b) Lema anulării fluxului magnetic. Prin mijloace adecvate se poate anula, 
cel puţin într-un moment, fluxul inducției magnetice prin orice suprafață 
închisă. 
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Observaţie. Există o prezentare, în care propoziţiile (a) şi (b) au 
funcțiunile de legi, în locul legilor (3) si (6). — Sistemul legilor generale 
trebuie completat fie cu principiul superpozitiei, fie cu o formulare adecvată 
a condiţiilor la infinit, fiindcă în acest fel se pot determina intensitátile 
şi inducţiile cimpurilor electric $i magnetic date de un sistem de corpuri 
situate într-o regiune limitată a spaţiului, în funcţie de mărimile de stare 
electrică $i magnetică ale sistemului de corpuri. 


3.1.2 LEGI DE MATERIAL 


Legea polarizafiei electrice temporare. Într-o largă clasă de materiale, 
numite materiale de caracteristică electrică lineará, polarizatia electrică 
temporară instantanee si locală este proporţională cu intensitatea instantanee 
locală a cimpului electric: 


P, = €E, (11) 


unde y, este mărimea de material numită susceptivitate electrică, tensor 
în mediile anizotrope şi tensor normal y,, respectiv scalar, în mediile izotrope, 

Combinind legea polarizației electrice cu legea legăturii dintre inducţie, 
intensitate şi polarizatie în cimpul electric, se deduce cá în medii de carac- 
teristică lineară si avind polarizatie electrică permanentă P,, independentă 
de intensitatea cimpului electric, există între inducţie, intensitate și pola- 
rizatie relaţia: 


D = E + xP,, (11. a) 


unde tensorul ¢ degenerează într-un scalar in mediile izotrope. 


În dielectricii de caracteristică electrică lineară, cu excepția cristalelor 
piezoelectrice şi piroelectrice, P, — 0. De aceea se presupune P, = 0, dacă 
nu se specifică în mod expres contrariul. 

Legea conducţiei electrice sau legea lui Ohm. Într-o largă clasă de mate- 
riale numite materiale de caracteristică ohmică lineară, densitatea locală 
şi instantanee J a curentului electric de conductie care trece printr-un 
corp este egală cu produsul dintre conductivitatea * corpului şi intensitatea 
locală şi instantanee a cimpului electric în sens larg, care este egală cu 
suma dintre intensitátile locale și instantanee ale cimpurilor electric E si 
electric imprimat E;: 


Un enunţ echivalent al legii este următorul: Produsul dintre rezistivitatea 
locală $ a corpului şi densitatea locală instantanee a curentului electric de 


* Conductivitatea & ca şi rezistivitatea $ sint în general tensori în medii anizotrope, 
degenerind în scalarii o $i p 1n medii izotrope si de caracteristică lineară. 
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conductie este egală cu intensitatea locală instantanee a cimpului electric 
în sens larg: 


PJ =E +E, | (12. a) 


Din formele locale ale legii, enuntate mai sus, rezultă următoarele forme 
integrale ale legii. Suma uj; dintre tensiunile electrică și electrică imprimată 
instantanee din lungul oricărui fir conductor este egală cu produsul dintre 
rezistența conductorului și intensitatea instantanee a curentului electric de 
conducţie care trece prin fir: 


uj = Ri. (12.5) 


Dacă se exprimă tensiunea electrică in sens larg uj; în funcţie de inten- 
sităţile cimpurilor electric si electric imprimat, se poate scrie legea sub 
forma: 


y. (E + Ei) dr — Ri = | cJ dr, (12.0) 
C 


unde pe curba de integrare C, din lungul firului de secţiune A, sensul de 
referință al tensiunii coincide cu sensul de referință pentru curent, iar fac- 
torul de proportionalitate: 


- ds 19 | 
R= e» (02.4) 


rezistenţa electrică a porțiunii de conductor filiform considerată, este o 
mărime de corp, în care p este o mărime de material, depinzind de natura 
şi de starea fizică a conductorului, numită rezistivitate. | 
Legea magnetizafiei temporare. Într-o largă clasă de materiale, numite 
materiale de caracteristică magnetică lineará, magnetizatia temporară locală 
$1 instantanee este proporţională cu intensitatea locală $i instantanee a 

cimpului magnetic: 
M = X, A, (13) 


unde Xm este mărimea de material tensorială numită susceptivitate mag- 
netică ; ea degenerează într-un scalar y, în materialele izotrope, fiind pozi- 
tivă pentru materialele paramagnetice, negativă pentru cele diamagnetice, 
însă pentru ambele clase de materiale |x„| «& 1. 

Combinind legea magnetizatiei cu legea legăturii dintre inducţie, inten- 
sitate si polarizaţie în cimpul magnetic, se deduce că in medii de carac- 
teristică magnetică lineară gi avind magnetizatia permanentă M p) indepen- 
dentă de intensitatea cimpului magnetic, există între inducţie, intensitate 
$i polarizaţie relaţia: 

B — XH + xuM,, (13.a) 


unde tensorul j. degenerează într-un scalar, în mediile izotrope. 


In majoritatea materialelor de caracteristică magnetică lineará, M, = 0. 
De aceea se presupune M, = 0, dacă nu se specifică în mod expres con- 
trariul. >- 
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Observaţie. Relaţiile cu M, Æ 0 sint valabile cu aproximaţie pentru 
anumite medii feromagnetice. 


Legea electrolizei. Masa dm/di de substanţă care apare la catodul unei 
băi electrolitice, raportată la unitatea de timp, este egală cu raportul dintre 


* b * . . A - + L] . 
produsul echivalentului ei electrochimic — prin intensitatea curentului electric 
n 


v 
care trece prin baie, si dintre o constantă universală Fo, numită constanta 
lui Faraday: 


a, 


m A 
Ny 


(14) 


i 
a E A 
Fo 
echivalentul electrochimic fiind citul dintre greutatea atomică A, respectiv 
de radical, a substanței și valența ei chimică n,. 


Legea cîmpurilor imprimate voltaice. Tensiunea electromotoare impri- 
mată de-a lungul oricărei curbe închise T care trece numai prin conductoare 
de primul ordin (cu conductie electrică), neaccelerate, la o aceeași tempe- 
ratură, este nulă. 


3.2. LEGILE CIMPULUI ELECTRIC: PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 84. O sferă conductoare situată în aer, departe de pămintul 
conductor, are raza a — 1 m și este încărcată cu sarcina adevărată g= 
= 1079C. Se cere să se calculeze diferența de potențial electric dintre sferă 
și pámint, în următoarele trei ipoteze: 


a) între sferă şi pămint nu se găsește nici un conductor; 


b) între sferă și pămint se găsește o sferă conductoare izolată de prima 
goală, concentrică cu aceasta si avind raza interioară b = 1,1 m şi raza 
exterioară c = 2 m; 

c) între sferá și pámint se găseşte sfera goală de la punctul b), dar legată 
la pămînt printr-un fir conductor. 


Se va considera pămîntul ca fiind tot o suprafață sferică, dar cu rază 
foarte mare (infinită). 


Solujie: Se rezolvă punctul b), din care rezultă şi soluţiile pentru cele- 
lalte puncte (fig. 84-a). 

Sarcina g > 0, din motive de simetrie si dat fiind că sfera interioară 
este conductoare, se va repartiza uniform pe suprafaţa sferei. Sub influenţa 
acestei sarcini, pe fata interioară a cojii sferice va apărea o sarcină — g’, 
repartizată de asemenea uniform, şi dat fiind că coaja sferică este izolată 
$i initial fără sarcină, conform legii de conservare a sarcinii electrice, pe 
„suprafaţa exterioară a cojii va apărea sarcina de nume contrar -+ q', repar- 


uzată tot uniform. Sarcina g' trebuie să fie egalá cu sarcina q, aceasta 
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rezultind din aplicarea teoremei lui Gauss pentru o suprafaţă sferică 5 
de rază cuprinsă între b si c: : 


$ EdA = * qs — 0, 
r £p 


deoarece E in interiorul cojii sferice conductoare este nul și, prin urmare, 
ge =9—g9=0. 
Împărţind spaţiul în patru zone, 
aşa cum se arată în figura 84-a, să 
calculăm intensitatea cimpului elec- 
tric în fiecare zonă. 
În zonele (1) și (3), cîmpul este 


nul fiindcă sfera și coaja sferică 
sint conductoare: 


E, = E; — 0. 


În zona (2), aplicind teorema 
lui Gauss unei suprafeţe sferice 
de rază cuprinsă între a $i b, re- 
zultă: 


S E dA = 4nr?E, = xq, 


adică: 


xq T 
4xep ră 


În zona (4), sarcina g a sferei 
şi sarcina — g' = — q a suprafeţei 
interioare a cojii își anulează reci- 
proc cimpurile, iar sarcina g' = gde  [--------— 
pe suprafaţa exterioară produce un 
cîmp a cărui intensitate este 


E, = sla <r <b)" VIE 


g e => 
sa (7) ale dc (9) Fr 


E, = — — r> 0). ^ : 
4 4m t, „| ) Fig. 84-b 


Felul cum variază intensitatea cu distanţa r se poate urmări în figura 84-b. 
Să calculăm diferenţa de potenţial dintre coaja sferică şi pámint: 


xq V rdr *q 1 


= ———— — 
— . s 


c 
. — z= ~- E dr D m 
Var Ka |: , ATE Jo r? dreg c 


Orice punct al cojii sferice se află la aceeași diferență de potential Ve — V, 
fată de pămint, coaja fiind conductoare. 
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Diferenţa de potenţial între sferă şi coajă va fi: 
V, = Ve = — (Brdr = Z (22 te 
Jb 


47g 


şi, prin urmare, diferența de potential între sferă și pámint: 


V, - V, - VF —- V9 o pe): 


Amsp | ab c 


Pentru cazul a) nu avem decit să considerăm că b şi c tind spre infinit și 
deci: 


? 


V,—V,-— M 


, 
ATEA 


iar pentru cazul c) considerăm V, — V, = 0 (si E, = 0) şi deci: 


- xq b—a 
V, =V, = ŽE. 
4nt, ab 
Observaţie : Capacitatea, definită ca - : in cele trei cazuri, va fi: 
ye Vy 


a) C — nta (capacitatea unei sfere faţă de infinit); 
x 


b) 4reĘabe : 


u x[(b — a) c + ab] i 
c) C = a (capacitatea condensatorului sferic). 
—a 

Numeric (în sistemul MKSA neraționalizat): 

1 + 10% 
a) V, — V, = — = 9kV; 

"PON M 
dám: 9-10? 
1 


i 9 - 10? i 1 
c= 1 40-3uF; 


b Y,—V,—53kV; C= - 10-34F; 


c) V, V, = 0,82 kV; | C — L-10-94F. 
0,82 
Problema nr. 85. Se dá un condensator plan, in care se introduce o placá 
dielectricá de permitivitate relativă £,. Între armăturile condensatorulul și 
dielectric rămîne o zonă strimtá de aer, de grosime 3, foarte mică in raport 
cu distanța g dintre armături. Să se determine pe baza calculului direct, folo- 
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sind sarcinile electrice adevărate si de polarizaţie, intensitatea cimpului 
electric în zona de aer si in interiorul dielectricului in două ipoteze: a) dife- 
renta de potential V, — V, dintre armături este menţinută constantă cind 
se introduce dielectricul între armă- 
turi; b) sarcina armăturilor se men- 
fine constantă (fig. 85). 

Solutie : a) Fie o, şi E, densitatea 
superficială a sarcinii electrice adevă- 
rate pe armături și intensitatea cim- 
pului electric înainte de introducerea 


PE // 
dielectricului, iar p,, densitatea sarci- uw. umm " - 
nilor de polarizatie care apar la supra- ————————— 


fata dielectricului de permitivitate z,e,. Fig. 85 
Sarcini de polarizatie repartizate în 
volum nu există in acest caz, fiindcă în interiorul dielectricului polarizatia 
este uniformă. 
Înainte de introducerea dielectricului, 


şi 


*g 


iar după introducerea dielectricului sarcina armăturilor se schimbă, luind 
valoarea p,. Variația sarcinii este posibilă, deoarece pentru a menţine dife- 
renta de potential constantă este necesară conectarea armăturilor la o sursă 
de tensiune constantă. Intensitatea cimpului electric într-un punct oarecare M 
în această situaţie este rezultanta intensității E a cimpului creat de sarci- 
nile + p, şi a intensității E, a cimpului creat de sarcinile + pp;: 


E, = E — E,— 5g, — — por 
0 


În zona de aer, E, = 0 și, deci, 


De altá parte, 
V, — Va = 2E, 8 + E, (e — 28) = Eog 


şi tinind seamă cá 3 «€ g, rezultă cá in interiorul dielectrieului: 


x 
E, = Eo = ga 
Eo 
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„Dar |p,,| = |div, P] = P = eqy,E,, conform legii polarizatiei, si deci: 


x x z x 
E, = E = — pro = — pi — — t. p, 
£g Eg £g Eg 


de unde: 
(1 + XX.) Pio = Ps, 
sau 
E:P:0o = P; 
și, prin urmare, 
E! = E, s. 


Prin urmare, sarcina armăturilor creşte de c, ori, la introducerea dielectri- 
cului, cimpul în zona de aer devine de e, ori mai intens, iar cimpul în dielec- 
tric rămîne același. Capacitatea condensatorului crește de e, ori: 


— L[LÉLLÉ — — 
-— | ———— — 


b) În ipoteza cá la introducerea dielectricului sarcinile armáturilor rămin 
constante, avem: 


E, = E, — E, = — Pro — — pps 
0 0 


şi cum: 

| 65. ! = P= £oX,E,, 

E, => E,— HE n 
sau 

E =Æ QE. 

i 1 + xe Ey 
Pentru zona de aer, E, = 0 si, deci, 
E, = E,. 


Diferenţa de potential între armături devine: 


Vi — Vi = 2829 4-5 (g —93) 4, 24 ., V — Vs, 
Er Er £r 
Prin urmare, în ipoteza făcută că sarcinile armăturilor rămîn constante, 
la introducerea dielectricului, cimpul in aer rámine același, cimpul în dielec- 


trie devine de s, mai slab, diferenţa de potential scade de e, ori. Capacitatea 
crește de e, ori: 


"rm 859 À - ErPsoå 

V! ii Vi Vi „>> Va 
O importantă concluzie practică rezultă din cele ce preced. Se știe că aerul 
este străpuns dacă cimpul electric are o intensitate care depășește rigiditatea 
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dielectricá [de circa 30 EV]. S-ar putea crede că, pentru a evita străpun- 
cm 


gerea aerului dintre cele două armături ale unui condensator, supus unei 
diferente de potential ridicate, e potrivit să se intercaleze între armături un 
strat de dielectric de permitivitate relativă e, ridicată şi de rigiditate 
dielectrică mare. Dacă însă între dielectric şi armături rămine o zonă de aer, 
intensitatea cimpului electric in această zonă va creşte de c, ori şi pericolul 
de străpungere va îi sporit. 

Problema nr. 86. Într-un mediu dielectric cu polarizatia permanentă P, 
uniformă, şi fără polarizatie temporară, se stabilește un cimp electrostatic 
de intensitate E. În acest dielectric se practică apoi o cavitate sferică mică, 
de rază a, și se cere să se calculeze intensitatea E,,, a câmpului electric care 
se stabilește, în aceste condiţii, în vidul din interiorul cavităţii. 


Soluţie : Deoarece mediul este polarizat permanent, practicarea cavităţii 
nu modifică starea lui de polarizare. Intensitatea E,,, a cimpului, care se 
stabileste intr-un punct M din interiorul cavitátii, va diferi de intensitatea E 
a cimpului electric existentă în același punct inainte de practicarea cavităţii 
cu cimpul propriu E,; al materialului scos din cavitate: 


Eca = E — E;;. 


Dar E,; este cimpul într-un punct din interiorul unei sfere, uniform polari- 
zate (problema nr. 49), de mărime: 


` x 
E,i = = PoS P, 
J£g 


astfel cá: 
E.. = E + >P. 


3zo 


Observaţie. Dacă mediul ar fi fost polarizat temporar gi uniform cu 
polarizaţia P = 5—— E înainte de practicarea cavităţii (e fiind permitivitatea 


dielectricului), după practicarea acesteia, polarizatia mediului din exteriorul 
suprafeţei cavităţii ar fi fost modificată și ar fi devenit neuniformă, datorită 
cimpului propriu Ep, al materialului scos din cavitate. De aceea rezultatul 
precedent nu este riguros valabil in cazul mediului polarizat temporar. 


Cp“ T7". ww. * 


de cealaltă parte a planului şi permitivitátile =, = 42o şi €% = 2e,. Sá se cal- 


trici, in cele două cazuri posibile de orientare a intensității cimpului electric: 
de la dielectricul 7 spre dielectricul 2, sau invers (fig. 87). 
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Solutie: Din legea fluxului electric rezultă conservarea componentelor 
normale ale inducției electrice la trecerea printr-o suprafaţă de disconti- 
nuitate neincárcatá. 

Rezultă: 


div, D = enm( Da a D) = Du — Dist £9E,, — 
— e Ey, = 0, 
€,1? fiind versorul normal pe suprafaţă dinspre fata 


g 1 spre faţa 2. In cazul nostru, Ej, = E,; Ej, = E, 
2 . d . 
şi, deci, 


E. = Ex. 


1 


Sarcina de polariza(ie va fi repartizată uniform pe suprafaţa de separație 
cu densitatea superficială: 


Pss — div, P. 
Însă, cum 
D = g&E + xP 
$i div, D = 0, rezultă: 


8p = = div, E = 79 e as Ea — E). 
* * 
Într-un prim caz presupunem E,, E, tt ena şi, deci, 
05; m Fa (Es, — E) = rune > 0, 


E 


În celălalt caz cind E}, E, 1| eno, 


ii = E, Es) = — pp, <0- 
Numeric, în sistemul MKSA raţionalizat: 
| E, — 100 2% — 59 Y. 
4£9 m 
AK S . 
d | 
i - 479 . 10? 4&5 — 2E9 100 xis 10 = . 
1 ED 727% m 


Problema nr. 88. Se dá un condensator plan, intre ale cárui armături se 
găsește un dielectric de permitivitate relativă e, = 4 și între care se d pari 
o diferență de potential V, — V, = 1 000 V, distanţa dintre armături fime m 
= 2 mm. În interiorul dielectricului se practică o fantá foarte îngustă, inc A 
nată cu unghiul « = 30° față de planurile armáturilor. Să se determine cimpu 

electric în interiorul fantei (fig. 88). | 
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Soluţie : Fie e, versorul normal pe planul fantei, făcînd unghiul « cu direcţia 
liniilor de cimp. Practicarea fantei este echivalentă cu apariţia unui strat 
dublu de sarcină de polarizaţie care nu perturbă cu nimic cimpul din exte- 
riorul fantei. Fie E; cîmpul electric in fantá for- 
mind unghiul 6 cu planul ei. La trecerea prin 


PC IT / 
suprafața de discontinuitate pe care o constituie [3 N 
fiecare dintre fețele fanteise conservă componen- Ñ N 
ta tangentialá a intensității cimpului electric: N 
Ey cos = E sing SS ý% 


şi componenta normală a inducției electrice: 
D; sin B = eE,sin 8 = D cos « = egs, E cos g. 


În relațiile precedente, E si D — :E sint in- 
tensitatea cimpului electric şi inducția electrică 
într-un punct din dielectricul condensatorului (neperturbate — așa cum 
s-a precizat — de practicarea cavităţii). 

Rezultă: 


Fig. 88 


E; = E Vsin2 « + £ cos? 
și | 
tg B — e, cotg «. 


Cind œ = 0; E;= 4D; iar cind « = $: E, = E. 
Eo 


În cazul valorilor numerice date: 


E= V" 2190 . 509000 *-; 
g 0,002 m 


E, — 5-105 =) + e (PS =17,3 10s. ; 


tgB —4J[3; B= 845". 


Problema nr. 89. O sferă dielectrică de rază a si de permitivitate relativă e,, 
uniform încărcată cu densitatea de volum p, a sarcinii electrice, este situată 
în vid. Să se determine densitatea de volum Pop $1 densitatea de suprafaţă 
a sarcinilor electrice de polarizaţie. 

Soluţie : Intensitatea cimpului electric în interiorul sferei uniform încărcate: 
cu densitatea de volum p, se calculează imediat (v. problema nr. 33, soluţia 
a 2-a), cu legea fluxului electric (teorema lui Gauss): 


Psp 


E = Ž® R, 


3gge; 


^* 


1? — Bazele electronicii — c, 3277 
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Tinind seamă de legea polarizatiei electrice temporare, P = eox.E, în care 
e, — 


Xe = e 1, rezultă: 
x 


Pr = — div P = — e, E div E = — ep IL Pe div R = 81g, 
^ x — Seger €r 


Densitatea de suprafață a sarcinilor de polarizatie este diferită de zero 
numai la suprafața sferei de normală exterioară e;;: 


Pps = — divs P = — esa(Pa — P4) = ey (P)r=a = (Pha=a 
(cu P, = P si P, = 0). Rezultă: 


€r—1 xpo ades 1 s;—1 


Pps = €9 Apy- 


x 3eger 3 €6r 
Deoarece sarcina de polarizaţie totală a unui corp izolat în vid este identic 
nulă, se poate verifica relaţia: 


d», T dez == 0. 
În adevăr: i 


dy, =Í ppo dv = — EI! | p» ane dR sa i 
5 v 0 8 Er 


Er 


dry =Í Pp dA = pps ána = Lm p= Pv- 
s Er 

Problema nr. 90. O sferă conductoare de rază a, uniform încărcată cu densi- 
tatea p, a sarcinii electrice, este învelită de o coajă sferică izolantă de per- 
mitivitate relativă e,, avind raza interioară a și cea exterioară b. Sá se deter- 
mine cimpurile, potentialele şi densitátile de volum ale sarcinilor electrice 
de polarizatie în cele trei regiuni: conductor (1), izolant (2), vid (3). Sá se 
determine densitátile de suprafață ale sarcinilor electrice de polarizatie care 
apar la cele două suprafețe de separație Sa şi Sag- 
" dpi odd Cimpurile electrice se determiná cu ajutorul legii fluxului electric. 

e obţine: 

E, 2 0, pentru R < a, deoarece în interiorul conductorului nu există sar- 
cini electrice în regim electrostatic; 


R „pentru üc Hc; 


xa 
E, = Ps . 
EgEr 


E, = UE, pentru R >b. 
£o R | 
Potenţialele se calculează cu ajutorul teoremei potenţialului electrostatic, 

în care, ca potenţial de referință, se ia acela de la infinit: (Va = 0). 
Potenţialul într-un punct oarecare din vidul exterior cojii este: 


V, = — $ Bud = — E deos 0° = 22e f 
o e] 


£g 


R dR xa?ps 1 
— E ——. 
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În coajă: | 
XE k R xa?o, (e; — 1 1 
y,— -[ E, dR + E, ar) = > == +1). 
| . 00 b EgEr b R 
Pe suprafaţa conductoare, ca şi în interiorul ei, 


y ese (2 dR + Can, AR] sa a == + 2), 


Eger b a 


Se poate verifica ușor continuitatea potenţialului la suprafeţele de sepa- 
rajie Sig si Sas. 


Capacitatea sferei faţă de sfera de la infinit este: 


vu xa?o, (c, —1 -] 
b a 


£p£r b a 


Densitátile de volum ale sarcinilor electrice de polarizatie in regiunile T 
(conductor) in echilibru electrostatic gi 3 (vid) sint evident nule; densitatea. 
de volum a acestora in regiunea 2 (dielectric) se calculează in felul următor: 


i Ls ; 2 N 
Pc? = — div P, = — — div D, — 5 diy E, = m Te, Ps diy = = 0, 


deoarece: 


P = De og (legea legăturii dintre inducţie, cimp si polarizaţie) ; 
x x 
div D, = (deoarece nu avem sarcini electrice adevărate repartizate: 
în volumul dielectricului) ; 


div Ë = 0 (aşa cum se ştie din calculul vectorial). 


Densitátile de suprafaţă ale sarcinilor de polarizatie se calculează fie direct. 
din legea polarizatiei electrice, fie din legea legăturii dintre inducţie, inten- 
sitate si polarizatie: 


Posio p div, P = — Ca (Pa E P)R=a = — Op EoXe(Ea)r=a = 
i 1— 
mower n VV We 
x EgEr Er 
sau: 
, 1 z: € . 
Ps2 = — div; P = — T div, D + E div; E 


şi, deoarece la suprafața conductoare a sferei metalice div; D = xp,: 


1— ee 
Pena = — — xps H 2 eu (E, — Bacu = — p; + È (Es) na = E p, 
pd x x Er 
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În mod analog se obţine, tinind seamă că P= 0 şi div; D = 0, densi- 
tatea sarcinilor de polarizaţie care apar la suprafața de separație dintre 
mediile 2 şi 3: 

05:25 = — div; P = — es (Ps — Pana = ens (P5) n, = (Pa) Rai = 


E£pr—1 xp; a? £5; —1 a 


T Sox) a ms x ege, b? e ops 
o*r r 


sau: 


Pps23 cm e div, P A — - div; D -- = div; E = a (E, —— Eg) Rao zs 
x 


WI xao; J]-*— o a 
x Yi e? egerb? E, "pi 


Se poate verifica uşor că: 
dex, -+ Tros, — 0 sau: Azb*0 pras -}- 470020 ps12 = 0. 


Problema nr. 91. Știind cá variaţia potenţialului electrostatic într-un die- 
lectric omogen de permitivitate c depinde numai de o coordonată, după 
legea 


V — az? +b, 


se cere să se determine intensitatea cimpului electric. Care este distribuţia 
sarcinii electrice? 


Solutie: Intensitatea cimpului electric rezultă din relaţia: 
E — — grad V, 


care in cazul precedent dá: 
E = — 2axe,, 


€, fiind versorul axei x. 
Distributia sarcinii se determiná din: 


xp, = e div E; 
deci: 


Qu = — e 


Prin urmare, sarcina electrică este uniform distribuită în spațiu. 


Problema nr. 92. Să se calculeze densitatea medie p, a sarcinii electrice 
din atmosferă, ştiind că intensitatea cimpului electric la suprafața pămin- 


tului este E, = 100 -—, iar la înălţimea A = 1,5 km, această intensitate scade 
m 


pină la Ej = 25 = s 
n 


i 


CE Scanned with OKEN Scanner 


LEGILE CIMPULUI ELECTRIC à; 165 


“Soluţie : Considerind .o descreștere liniară a intensității cimpului, fiindcă 
ne interesăm numai de densitatea medie p» putem scrie valoarea intensității 
la înălţimea x deasupra pămîntului: ' 


E = Ei + DEA, 
Pe de altă parte, din forma diferentialá.a legii fluxului electric 
div (eE) = xp,, 
deducem relatia: 
E (Ba + Bt = pn 
de unde rezultă: 
i, 
X h 
Introdueind valorile numerice pentru En, E, si A, obţinem: 


p. = 


1 


9 - 10°, 25 — 100 
Po = ry ren 


= — 0442-10-12 €, 
47 1 500 m. 
Problema nr. 93. Un cablu electric are 
raza conductorului a = 1 em şi raza că- 
măşii metalice a} = 2,71 cm. Pentru izolare 
se folosese trei straturi izolante, de permi- 
tivitáti relative e, = 5,4; ep = 43; ea cm 
= 2,9. Se cere să se determine în așa fel 
razele a, și a, ale suprafeţelor dintre stra- 
turile izolante 7 si 2, respectiv 2. şi 3, încit 
intensitatea maximă a cîmpului electric să 
aibă aceeași valoare în fiecare strat izolant, 


Solujie: Intensitatea cimpului electric la 
stratul k are expresiunea: 


E, = —X8 | (085. 8r p y ay ai 
2Tegerry : (01 Fig. 93 


și, punind condiţia din enunţ, rezultă: 


Era da — £303 = Egg, 


Deci: 
e 5,4 : 
a, = 0,— = "us > 0325 em; 
Era , 
5,4 
dg = a4, = . — = 1,86 em. 


Erg 2,9 
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Problema nr. 94. Se dă un condensator sferic, razele armăturilor fiind R 
şi Ra, avind un dielectric omogen cu e = const. Între armături se aplică o 
tensiune U,. Să se calculeze cimpul electric în dielectric, valoarea sa maximă 
Ema Şi valoarea optimă a lui R, (pentru U, şi R, date) la care valoarea 
maximă a cîmpului este cea mai redusă posibilă. 

Solujie: Din motive de simetrie, cimpul este radial şi depinde doar de 
dict E Aplieind legea fluxului electrio pe o suprafatá sfericá de razá R 
rezultă: 


y = E(R). 4x Rf = C' sau E(R) = — 


4r R? 
dar 
S EDBOARue [iL E) e E, 
Ri ár | R Ra 
deci | 
E(R)— Ub. BR, pu m e RR. Vo 
R  R—H; RP R—R,  R,(R,— Ry) 


Ca această valoare să fie minimă, 


ðE 
—— = 0 >R, — H, — R, =0 sau H,,,, = = 
OR, 3 


asg h, 
(E oselu 4 R, 


3.3. LEGILE CURENȚILOR ŞI SARCINILOR ELECTRICE: 
 POBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 95. Un vibrometru este alcătuit dintr-o placă metalică 
rigidă — care formează o armătură de condensator — și dintr-o membrană 
metalică elastică, izolată de prima placă și fixată de aceasta, membrana 
Armáfore fixi DES aon o adoua armáturá de condensator. 

ig. i l i 

De membrana elastică este fixată o piesă rigidă 

care este pusă în contact cu corpul ale cărui vi- 


if be 


(rofa N bratii trebuie măsurate. 
Moina G Distanţa dintre armăturile condensatorului este: 
Fig. 95 d = 0,1 mm (armăturile fiind în repaus). Centrul 


membranei elastice oscilează sinusoidal în timp cu 
0 frecventá de f = 100 Hz si amplitudinea oscilatiei este de 0,05 mm; ecua- 
„ţia mișcării centrului este: 


8 = 5 *102(2 + sin 2x - 100 t) [mm]. 


Armáturile condensatorului se conecteazá la o sursá de tensiune la borne, 
U, = 50 V, constantă. 
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Să se calculeze densitatea curentului de deplasare din centrul condensa- 
torului, 
Solufie: Densitatea curentului de deplasare este: 


1 0D 
Jp = =. — 
* x ét i a) 
unde x este constanta de rajionalizare si D este inducția electrică. 
În lungul axei condensatorului se poate considera că inducția electrică D 
nu variază, cind distanța 3 dintre armături este dată; deci, nici intensitatea 
cimpului electric E nu variază. În acest caz se poate scrie: | 


C E dr.— U,- (2) 
i | 
Prin integrare se obţine: 
E ô= U,, : (3) 
de unde: 
Es E. i; 
ide (4) 


Din legea dependenţei dintre D, E şi P și din legea polarizatiei electrice, se 
poate scrie: 


D = «E, (5) 


c fünd permitivitatea dielectricului. 


D este orientat normal pe suprafaţa armăturilor. 
Înlocuind intensitatea cîmpului electric E din (4) în ecuaţia (5), se obţine: 


_ Ù, 
D=: (6) 


Înlocuind pe D în ecuația (1), se obține: 


mdi 2 jy 2 aA 1), 
pa A a SU (2) a 
Dar 
3 = 5 - 10-2 (2 + sin 2r - 1004) [mm] = 5 - 10-5 (2 + sin 2r - 100 t) [m]. 


În sistemul MKSA, în cazul aerului e e e, şi se poate scrie, deci: 


LU 3 oon vod. e M E E 
eeu ur 1002 4 sin 2710072 a O 10 (3r sin 27100 1)] = 
1 1 1 


I s = 
=Z — 


——— * 10-5. : 
4r 9.10? 25 + 10719(2. + sin 2v - 100 t)? x 5 +10 2n 100 cos 2x 100 t 3 


sau: 


cos 27 100 t 


= — «1073 ——— ——— 
Jo 5,56 (2 + sin 27 100 t)? 


[A [m?]. 
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Densitatea curentului de deplasare Jp, din centrul condensatorului, variază 
deci în timp după ecuaţia precedentă. 

Problema nr. 96. Un condensator plan are fiecare armătură de suprafaţă A; 
distanţa dintre armături este gy. Condensatorul este cufundat într-o baie de 
“ulei şi este conectat la diferenţa de potential V, — V; (fig. 96-a). 


Fig. 96-a l Fig. 96-b 


Într-un moment dat, se apropie o armătură de cealaltă armătură cu viteza 


relativă v. 

Se cere să se calculeze intensitatea curentului de deplasare care trece între 
armături şi curentul de conducție care trece prin conductoarele exterioare 
"dintre condensator si sursă. Aplicaţie numerică: 


A = 100 cm?; ge = 1 cem; V, — V, =.10000 V; v —2mJs; e, = 255. 


Soluţie : Se consideră cá, între armáturile condensatorului, cîmpul electric 
este uniform (fig. 96-b). Inductia electrică între armături este: 


D = £E. (1) 
Intensitatea cimpului electric, între armături, este: 
Bit (2) 
do: | 


€ fiind versorul normalei pe armături. | 
Dacă se apropie o armătură de cealaltă armătură cu viteza v, distanța dintre 


armături la timpul t este: | 
g = ge — Vt. (3) 


Condensatorul fiind conectat permanent la sursă, intensitatea cimpului 
electric între armături este: 


Da Vi Ve (4) 
| go — vt. 
Din ecuaţia (1), înlocuind pe E, se obţine: 
| p = e Noe. (5) 


gy — vt 
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„Densitatea curentului electric de deplasare este: 
19D. 1 Y—y 
J = — Deh. e, (6) 
x êl X (gg — vt | 


Intensitatea curentului electric de de 


: plasare, care se stabileste intre armá- 
turile condensatorului, este: 


i ip = EZ i dA. (7) 


Densitatea curentului J este constantă pe suprafaţa armăturilor conden- 
satorului, în ipoteza că, între armături, cimpul electric este uniform. Înlocuind 
pe J în integrala de mai sus se obţine: 


i» = | mie TR dide T oig (8) 
AX (go — vt? X  (g9— wy 

În ipoteza că dielectricul dintre armăturile condensatorului este izolant 
perfect, curentul de conducţie in dielectric este nul. 


Din legea de conservare a sarcinii electrice, aplicată pentru suprafața închi- 
să X care intersectează unul dintre conductoarele de legătură dintre una din 
armăturile condensatorului si sursă (suprafaţa X cuprinde una dintre armă- 
turile condensatorului) se obţine curentul de conducţie: 


Sarcina gg de pe una dintre armături, cuprinsă in suprafaţa X, este: 
-A 
q = CV —V,) = ——— (Vu V3). (10) 
x(gg — vl) 
Și deci: 
s è cAv 
u— ge (Vi — V4). (11) 
Intensitatea curentului electric de conductie din ecuaţia (11) are aceeaşi 
expresie ca intensitatea curentului de deplasare din ecuaţia (8). 
Pentru datele din problemá, intensitatea curentului de conduotie, respectiv 
de deplasare, este: 


-4 
he LM aa Aa a ce i. OA ae 
4r -9 - 109 10-4(1 — 200 t)? 3,67 (1 —200 42 
$i 
5 1071 
ip = — 


3,6m (1 — 200 t} 


În ipoteza că dielectricul dintre armături este izolant perfect, curentul de 
conducție prin condensator este nul; curentul de conducție trece numai 
prin conductoarele dintre condensator şi sursă. | 


p o 
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Problema nr. 97. Un condensator cilindric, care are armăturile de raze R;, R. 
şi înălțimea k, este situat astfel într-o cuvă, incit axa cond i este 
EPT (fig. 97-a). i ondensatorului este 

Pe la baza cuvei pătrunde ulei printr-o conductă ; uleiul înaintează printre 
armături cu viteza v. 


Fig. 97-a 


Armăturile condensatorului sint conectate la o'sursă de tensiune la borne, U b 

constantă. 

„Se cere să se calculeze intensitatea curentului care trece prin circuit. Permi- 
tivitatea dielectrică a aerului este e, ~ eg (c, fiind permitivitatea dielectricá 
absolută a vidului), iar a uleiului este e,. 

Aplicaţie numerică: RH; = 20 cm, R, = 20,1 cm, v — 5 m/s, e, = 4e, si 
U, —1000 V. 

Solufie: Cit timp uleiul înaintează cu viteza v, în circuitul condensatorului 
se stabileşte în circuit un curent de conductie i, egal cu viteza de variaţie a 
sarcinii g de pe armătura interioară, respectiv cu curentul de deplasare printr-o 
suprafaţă închisă 2; ce contine această armătură (fig.97-a) ! 


f im Na 146 Dd4=ip- (1) 


Se determină întîi cîmpul electric în aer, respectiv în ulei, în spaţiul dintre 
armăturile condensatorului. Din legea fluxului electric, considerată pentru o 
suprafaţă închisă 2 cilindrică (fig. 97-b) — coaxială cu condensatorul și situată 
între armături (in aer sau în ulei) — de rază r (încît R; <r < R,), se obţine: 


| D dA =x í 
E 2 


Induetia electrică D se poate considera constantă ca valoare (dacă se negli- 
jează efectul de margine al condensatorului) pe fata laterală a suprafetet. 
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Integrala se efectuează numai pentru suprafaţa laterală din suprafaţa închisă, 
fiindcă numai pe această suprafaţă fluxul elementar D : dA este diferit de 
zero: 


D - 2nr l = aqy 


de unde: 
— xis . 
END! 


Din legea dependenţei dintre D, E şi P, şi din legea polarizatiei se deduce 
(dacă polarizaţia permanentă este nulă): 


D = eE. 


Din aceste ecuații se obține: 


e | (2) 


m 2nerl ` 


Sarcina electrică qz, cuprinsă în suprafața 2, se determină din: 


NI s 
R. 


3 


de unde, prin înlocuirea intensității cimpului electric din (2), (E este radial 
între armături si orientat dinspre armătura interioară spre armătura exte- 
rioară), se obţine: 


R, xq 
| d - e, dr = U,; 
Ri 2nelr 
sau 
xig ] Re 
—— n — = 
2ncl Ri U, 
şi deci: 
xx — Ub 
2nd — | Re 
In — 
Ri 


Intensitatea cimpului electric E din (2), într-un punct situat la distanța r 
de axa condensatorului, este: 


E56. i. 
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Această intensitate este aceeaşi fie in aer, fie în ulei, deoarece în expresia ei 
nu mai apare permitivitatea. Inducţia electrică rezultă "e 


U 
D, =, E, = eE = fb 1 e, 
Re r 


Ri 


In 


U 1 
D, = EE = E&E = s h . — €, 
Re T 


Integrala (1) pentru calculul fluxului electric se poate efectua numai asupra 
suprafeţei laterale cilindrice de raza r a suprafeţei 2; deoarece în rest cimpul 
este neglijabil (v. fig. 97-c). 

Se obtine 


h z 
y = $, DdA = ( D,e, 2xr dz + (i De, dar dz = E [so — 2) + ez]- 


Derivind cu dz[di = v, rezultă 


Aplicaţie numerică: 


1 
4—1 27:5 
( ) ipt 


PR ANR SE n 1000 = 1,7 - 10-4 A = 170 pA. 


20 


Problema nr. 98. Între armăturile unui condensator cilindric se roteşte un 
tub cilindric metalic, coaxial cu armáturile condensatorului (fig. 98-a). Se 
cere să se calculeze intensitatea curentului de convecţie și intensitatea curen- 
tului roentgenian care trece prin tubul metalic, dacă intre armáturile conden- 
satorului există diferenţa de potential V, — V,. 

Aplicaţie numerică: 

— înălțimea armăturilor și a tubului cilindric este h = 5 cm; 

-~ — raza armăturii interioare este a = 0,5 cm; iar raza armăturii exterioare 
este b — 1,5 cm; 
— tubul cilindric are raza interioară, respectiv exterioară: 


r; = 0,6 cm, r. = 1,4 em; 


m ermiturile condensatorului se aflá la diferenta de potential V, — V, = 
= 500 V: -— 
— între armăturile condensatorului 8i tub se aflá ulei, a cárui permitivi- 
tate dielectricá relativá este e, — 2,5; | 

— tubul se rotește în jurul axei sale cu m = 3000 rot/min (n, = 50). 
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Solujie: Tubul metalic este încărcat cu sarcina — q, respectiv q, pe supra- 
fata interioară, respectiv exterioară, dacă q este sarcina de pe armătura 
interioară a condensatorului (fig. 98-b). 


Fig, 97-c 


Fie — psi, ps. densitátile de sarcini adevărate de pe suprafaţa interioară, 


respectiv exterioară a tubului. 
Densitatea liniară a curentului de convecţie este: 


Jec = P; u, 


unde u este viteza unui punct al tubului: 
w-—2:nr':n,-r-:tu, 


(u, fiind versorul tangentei la cercul care trece prin 


punctul considerat). 
Densitatea curentului de convecţie, pe suprafata 


interioară este: 
J'ici = — p; ' Uj, 


iar pe armătura exterioară este: 


J Ice = Pse * Me: 


În ipoteza că sarcinile — q, respectiv g, sint repartizate uniform pe supra- 
fețele tubului, se obține; 
smd M q 


B v .. = ——————— € 
i amery ho! Pie 2r 'Treʻh 


CE Scanned with OKEN Scanner 


174 LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 
amen RC E RC E E aa 


Densitátile curenților pe suprafeţele tubului sint: 


— i q . 
Jii = 2a us 2r x n, E X * 16, = — T” s u,; 
: i 
"-———— — In + N, Fe * Ue = Yn, © ut, 
2z':r,:h h 


(densitátile curenților sint independente de razele r;, r. ale suprafeţelor). 
Curentul de convectie pe una dintre suprafetele tubului este: 


le = | ie dhu, =ù Jic dh. 
0 0 


In integralá intervine densitatea de linie a curentului de convectie si deci 
şi elementul de linie u, dh considerat ca vector cu sensul u,. Densitatea curen- 
tului de convecţie este constantă si integrala precedentă se poate efectua 
direct; se obține astfel: 


lei = — qn; 
lee = + qn,- 


Sarcina g, de pe una dintre suprafețele tubului, sau de pe una dintre armă- 
turi se determină din: 


q= C(Vi ci Və), 


unde C este capacitatea condensatorului format de armătura exterioară, tubul 
metalic şi armătura interioară; de fapt se formează două condensatoare de 
capacități C;, şi C,, conectate în serie, la diferența de potential V, — Fa. 
Capacitatea C este: 
— Cit * Cre , 


Ci: + Cie 


unde C; este capacitatea condensatorului format de tub şi armătura interioară: 


iar C,, este capacitatea condensatorului format de tub şi armătura exterioară: 


2rhe 
Cie = . 
b 
xln — 
Te 
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înlocuind pe Cis si Cre în expresia lui C, se obţine: 


2rhe  2rhe 


xin Ji xin AA 
_ a re 2rhe 
b. 
2xhe pa 2rhe via Ai 
xin% — xim — udi 


a Te 
Sarcina q cu care este încărcată fiecare dintre armături, sau fiecare suprafaţă 
a tubului, este: 
2rh 
q = NEU UO Və), 
Pe 


Li 


xin 
are 


iar intensitatea curentului de convecţie care trece la suprafața interioară, 
respectiv exterioară a tubului metalic, este: 


j " 2rhe 
— lei = lee = Ns (Vi E Və). 
ri 
xn —— 
are 


Pentru datele din problemá: 


sirc ee E L EOT BÓ = 0,208 = 4070 Aa 0278 pA 
1,5 - 0,6 60 
4-7x:9-109]1n ——— 
0,5 * 1,4 


Deoarece polarizatia electrică temporară P, este nulă in tubul metalic (fiind- 
că inducția electrică D și intensitatea cimpului electric E, în direcţia 
radială, sînt nule în tub), curentul roentgenian 
este nul. i 

Problema nr. 99. Pe sfera metalică de rază a 
şi situată într-un mediu dielectric de permiti- 
vitatea dielectricului e, este repartizată uniform 
sarcina Q. O sferă metalică de rază b (b > a)si 
de grosime foarte mică, concentrică cu prima 
sferă, se conectează la aceasta printr-o rezisten- 
tá R mare, încît fenomenul poate fi considerat 
aproape staționar. Să se calculeze intensitatea 
curentului, să se determine căldura dezvoltată 
în rezistenţă gi să se aratecă este egală cu scă- 
derea energiei electrostatice, ca urmare a anulă- 
rii sarcinii de pe sfera interioară şi creșterii sarcinii de pe sfera exterioară. 

Soluţie : Fie o suprafață închisă X în care este cuprinsă numai sfera metalică 
de rază a (fig. 99). Din legea de conservare a sarcinii electrice şi din legea 
lui Ohm, 


Fig. 99 
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se obţine: | 
. diy Va aii Vo 
aiaa dus aaa () 


unde V,, V, sint potenţialele celor două sfere. Diferenţa de potentiale V, — V, 
se poate exprima în funcţie de sarcina q (sarcina adevărată a sferei interioare 
la momentul 1): 


PV = Ed = Ma (or), 
i a a b ni C 


a drer? ^— Ane 
unde 
x(a — b) Anr? ^ 


este intensitatea cimpului electric la distanţa r de centrul sferelor, Înlocuind 
(V, — V,) în (1), se obţine: 


dz În, 
~e CR! 
şi integrind: 
t 
"CR 
qz = Ae , 


unde A este o constantă de integrare, care se determină din condiţia cá la 
t — 0, qz =Q. Deci: | 


|dzi-o =Q = A. 
Sarcina gz la momentul t este: 
t 
(m = Qe ^, 
iar intensitatea curentului este: 
1 
ly = 2 e Că 


CR 


Curentul electric variază exponential în timp. 
Căldura dezvoltată în rezistența R este: 


W,= NA dt. 
0 


Înlocuind pe i cu expresia determinată anterior, se obține: 
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Energia electrostatică, înainte de conectarea celor două sfere, este: 


unde C, este capacitatea sferei de rază a, și anume: 
4 
e Tea ; 


x 


După un timp destul de mare de la conectarea celor două sfere, se anulează 
sarcina Q de pe sfera interioară, respectiv — Q de pe fața interioară a sferei 
exterioare, şi rămîne sarcina Q de pe fața exterioară a sferei exterioare. Energia 
electrostatică, în acest caz, este: 


2 


lode e 


2Cp 
47% : " 2 " "uM 
unde C, — Az este capacitatea sferei de rază b, faţă de sfera de la infinit. 


x 
Diferenţa dintre cele două energii este: 


W, — W, = (La. 


Comparind cu rezultatul din (2) se ajunge la concluzia că scăderea energiei 
electrostatice este egală cu căldura dezvoltată în rezistenţa R. 

Problema nr. 100. a) Un condensator de capacitate C = 5 : 10-7" F, in 
momentul initial are o diferență de potential intre armături, care se másoará 
cu un electrometru de capacitate neglijabilá ; la electrometru se citesc d divi- 
ziuni. După 100 s se măsoară iar diferenţa de potential dintre armáturi — $i 


"xs dE aacra t 
electrometrul indică S diviziuni. 
b) La bornele condensatorului, care are o anumită diferență de potential 


între armături, se conectează o rezistență necunoscută H,; după 15 s, diferenţa 


de potenţial dintre armături scade la jumătate. " 
Se cere sá se calculeze: a) rezistenta dielectri- - NEN 
E eJZ 


cului dintre armături; b) rezistența necunos- | —————7——- 


cută R.. C 
Solutie: a) Intensitatea curentului ; care trece | | 
Zi 


prin mediul dielectric dintre armăturile conden- 

satorului se obţine prin aplicarea legii de conser- Fig. 100-a 

vare a sarcinii adevărate. Fie o suprafaţă inchisă 

X care cuprinde una dintre armăturile condensatorului (fig. 100-a). Atunci: 


dq y, 
—— Tdi LJ 


ly 


Din legea lui Ohm, aplicată rezistenței dielectricului, se obține: 
Up = Ri, 


12 Bazele electrotehnice — c. 3277 


E: pU" N 
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unde: u, = V, — Veste tensiunea la bornele condensatorului si R — rezis- 
tenta dielectricului dintre armături. i rezis 


Din legea fluxului electric şi din teorema potenţialului electric rezultă: 
C ub = 0, 


unde g = qx este sarcina electrică adevărată pe una dintre armăturile con- 
densatorului. 


Înlocuind pe i şi g în ecuația (1), aceasta devine: 
u; — C du, i 
R “dt 


Ecuația diferențială precedentă are soluția: 


t 
ü, = Ke ua 


unde K este o constantă care se determină în general din condițiile inițiale 
ale problemei. 


Tensiunile la bornele condensatorului descresc exponential în timp. 
Din condițiile date în enunț se obțin două ecuații din care se determină 
K şi R. 


La t = 0, tensiunea la borne este |u, |;=o = kd, unde k este o constantă 
a electrometrului.! 


La i = 100 s, tensiunea la borne este |u, |t=100, = k Š. Pentru aceste con- 


diții, în cazul condensatorului dat, se obține: 


kd = K; 


Prin împărțirea acestor ecuații, se obține o ecuație în R: 


2.10! 
e = —) 
2 


de unde: 


Ra? s = 2,89 - 1020. 


In 


: A 
b) Dacá in momentul initial, la bornele condensatorului se conecteazà 
rezistența H,, atunci: 


lg zm +i", 
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i’ fiind curentul care trece prin dielectricul dintre armături, iar i” fiind curentul 
care trece prin rezistența H, conectată la bornele condensatorului (fig. 100-b). 
Prin aplicarea legii lui Ohm, se obţine: 
ü, = Ri = Ri "s 


[nlocuind pe is (respectiv pe i! şi i”), și q în ecuaţia (1), se obţine: 


Soluţia acestei ecuaţii diferenţiale este: 


"fx 2 
u, = Kye e ta] Fig. 100-b 


RR 
R+ Ra 

Din condiţiile date se obţin două ecuaţii, din care se determină K, și Re 
(respectiv R., fiindcă rezistența R s-a determinat anterior). 

La i — 0, tensiunea la borne este |u, |,o = Ad. 


La i — 15, tensiunea la borne este | u; |, 15, = hy 
Înlocuind in ecuaţia (2), se obţine: 


kd = Kı 


15 
R, -5-107 


unde K, este o constantă de integrare şi R, = 


d 
ky — =e 
1 2 


Din aceste ecuaţii, prin împărţire, se obţine o ecuaţie in H,: 


de unde: 


Înlocuind pe R,, ecuaţia precedentă devine: 


1 1 In 2 


— ej- — 


R Rm, 3.10 
de unde: 


lucus A = 5,6 : 1011 Q = 5,6 2405 MQ. 
In 2 _Î In 2 1 


3-109 R 3-10) 2.10 
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Rezultă că legarea unei rezistenţe R, la bornele condensatorului este identică 
cu legarea în paralel, cu rezistenţa dielectricului dintre armăturile condensa- 
torului, a rezistenţei Ry. 

Din problemă rezultă o metodă de măsurare a rezistentelor mari, de același 
ordin de mărime cu rezistenţa dielectricului dintre armáturile condensatorului. 

Problema nr. 101. Un condensator plan are 
intre armături doi dielectrici, a căror suprafaţă 
de separație este paralelă cu suprafaţa armă- 
turilor (fig. 101). 

Permitivitatea  dielectricá a materialelor 
izolante este e,, respectiv z; dielectricii nu 

Fig. 101 sint izolanti perfecti gi au rezistivitátile o;, 
respectiv og. Armăturile condensatorului sint 
conectate la o sursă, a cărei tensiune la borne U, este constantă. 

Se cere sá se calculeze cáldura dezvoltatá in dielectric, in regim stationar. 

Soluţie : Căldura dezvoltată in dielectricul dintre armáturile condensatoru- 
lui este: 


P; =| pJ* do = | e1J? dv + PJ? dv, (1) 
v V. V. 


unde V, și V, sint volumele dielectricilor dintre armături prin care trece curen- 
tul electric de densitate J. 

Din legea lui Ohm sub formá localá se determiná densitatea curentului 
electric: 


J = lE, respectiv J = o E, (2) 
Pı Pa 


(Densitatea curentului electric este aceeași în ambii dielectrici.) În ipoteza 
că între armáturile condensatorului, în fiecare dielectric, cimpul electric este 
uniform se poate scrie: 


E,’ d + Ea" da = U,. (3) 
Din ecuaţiile (2) si ecuaţia (3) se deduce densitatea curentului electric: 
DP NE. , 0 (4) 
Pad + ads 
Înlocuind densitatea curentului electric in ecuaţia (1) şi integrind, se obţine: 
U? U? 


= DRE SITE . d PEPPER. NCURE A da, 
4 e (Pad, + Pad)? A 1 i P2 (Pidi + Pzd)? 


P 
sau: 
— A 
: Pad + pads 
unde A este aria suprafeţei unei armături, iar d}, d, sint distanțele dintre 
armături in care există dielectricul 7, respectiv 2. | 


P 
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Din expresia căldurii dezvoltate în dielectric, se poate calcula și rezistenţa 
condensatorului : , iia 
UP d d 
iun 7 ael Lor iod ira 


Problema nr. 102. Un condensator plan avind două straturi paralele de 
dielectric imperfect de grosimi g, gi g,, respectiv cu constante de material 
E, 0; Și £5 Oa, este încărcat prin aplicarea bruscă — pentru scurt timp — a 
unei tensiuni continue U,. Să se calculeze variaţia în timp a densităţii 
de sarcina adevărată de la suprafaţă de separație a celor doi dielectrici 
(fig. 102-a). 

Soluţie: Seriem legile sub formă diferențiată (locală), pentru fiecare mediu 
şi pentru suprafeţele de discontinuitate. Se are în vedere că, datorită conduc- 
tivitátii nenule a dielectricilor, va apărea pentru £7 0 un curent de conductie: 


| D,, = Xs = £5 E,— 2 Ja 
. 2 

(1) 

| Du = xpa = a E, — 7 J, 

1 


Am scris aici legea fluxului electric, legea legăturii în cîmp electric și legea 
lui Ohm. Din legea conservării sarcinii electrice adevărate rezultă în dreptul 
suprafeţelor $, și S, 


div, J|, = J} = — m. 
(2) 
div, Jl, = J, = — Tm. 
Cu (2) & (1) avem: : 
| Tun dpi Ps; —0— Psa = Pso e ^ 
ôt Ez : (3) 


| nuu 
Pon cpm uoc 0 pu o pan 
et £1 


l 


La t = 0, cînd aplicăm tensiunea U,, rezultă două condensatoare in serie: 


NUTUS NE A mE. LL BM 
Ps, (0) = es(0) = pu = 7 PEPA T 


Din legea fluxului electric scrisă pe suprafața de separație S, rezultă: 


XO XO; 


—- it — 
p(t) = = (Di, ww Dn) = Pse — Psi = Pse (e7: "^ —e N ) (4) 
Variația în timp a mărimilor pss, Ps, Și p, este reprezentată în fig. 102-b unde 


" : 
& s-a presupus că Ba SL 
E Ez £j 
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Problema nr. 103. Cit argint se depune la catod in 10 min, d i | 
solutie de azotat de argint trece un curent de 1,2 AP es 
Soluţie : Se aplică legea electrolizei, LL mi JS I ? in care: A este mol- 

> . n 
atomul elementului, m, valența lui, Fy = 96 500 C (constanta lui Faraday) 
Avem: 


2222223 
Narvan 
IA 


Ti j 


1 
Imi 
fi 


T 
| 


[UT 


r 


MARRARA 


AS 


22227222227 


5 


35, 9s $5» 
ü b 
Fig. 102-a - Fig. 102-b Fig. 104 


Problema nr. 104. Ca sá se dizolve un gram de zinc intr-un element Daniel 
avind tensiunea electromotoare U. = 1,08 V si rezistenţa interioară r; = 0,40, 
cît timp este nevoie să fie reuniți polii acestui element printr-o rezistență 
exterioară R = 1,6 Q? 

Solujie: Intensitatea curentului din circuit (fig. 104) este: 


OTR- E ze lE d. 
Ti+ R 0,4 + 1,6 


Din legea electrolizei rezultă timpul necesar dizolvării unui gram de zinc: 


__ MFono 1 -96 500:2 = 51808 
DD  É— D — ——— — ; 


A'i 68,8 * 0,54 


ceea ce corespunde la o oră, 26 min şi 20 s. 

Problema nr. 105. Printr-o solutie electroliticá a unei sári de aluminiu trece 
curentul de conducţie, a cărui intensitate este 7 = 10 000 A. Se cere să se 
calculeze timpul în care se depun m = 2000 kg aluminiu. 

 Solujie: Masa m de substanţă care se depune în timpul £ la un electrod 
din baia electrolitică se determină din: 


m = á NIS (1) 


ngF, 0 
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unde A este mol-atomul; n, — valența; Fg = 96 490 C (este constanta lui 
Faraday). : 

Intensitatea : = J a curentului de conduoţie fiind constantă, ecuaţia (1) 
se poate scrie: 


me —i It, 
ns F, 
de unde: 
t ae mnesF, 
AI (2) 


Pentru aluminiu, A = 27 $i n, — 3. 
Inlocuind in ecuaţia (2) se obţine: 
|. 2000 x 3 x 96 490 


t= LX = 944 x 10658225905 h. 
27 x 107? x 10 000 


Din solutia electroliticá, prin trecerea unui curent de 10 000 A se depune 
cantitatea de 2000 kg aluminiu in timp de 24 de zile si 19 h (ziua fiind 
socotitá de 24 h). 

Problema nr. 106. Într-un vas cu apă acidulatá sint cufundati doi electrozi 
de platiná. Se alimenteazá sistemul de la o sursá de curent continuu; prin 
soluţia electrolitică trece un curent a cărui intensitate este de 5 A. Sá se 
calculeze volumul de oxigen şi volumul de hidrogen care se dezvoltă la 
electrozi în timp de 25 min. 

Solufie: Din legile electrolizei se determină masa de hidrogen, respectiv 
de oxigen, care se dezvoltă: 


[3 
i m = i dt. 
i NyFo Y 


Mol-atomul A de hidrogen este 1, iar de oxigen este 16. Deci masa de 
hidrogen my, care se dezvoltă, este: 


mg ———L— x 5 x 25 x 60 = 0,0778 g, 
1 x 96494 


și masa de oxigen mo este: 


mo = ——3. 5 x 25 x 60 = 0,622 g. 
2 x 96 494 


Volumul unui gram de hidrogen este aproximativ egal cu volumul a 16 g 
oxigen și este de 11,2 dm?. 
Deci volumele Vy şi Vo de hidrogen si de oxigen sint: 


V, = 0,0778 x 11,2 = 0,870 dm3; 


Vo = 0,622 ES = 0,435 dm?, 
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Greutatea apei acidulate a scăzut cu: | 
m = M y 4 mg — 0,0778 -H 0,622 az 0,7 g. 


Problema nr. 107. Într-o cuvă electrolitică, în care se află o soluție de 
5% nitrat de argint, sint cufundati doi electrozi de argint, plani, dreptun- 
ghiulari, avind dimensiunile a = 25 cm şi 
b = 40 cm. Distanţa dintre electrozi este l = 10 cm. 
Densitatea de curent care se admite este de 
0,025 A/cm?. Se cere să se calculeze timpul ne- 
cesar pentru a se depune 20 kg de argint, ten- 
siunea la care trebuie conectaţi electrozii și 
puterea luată de la reţea. 

Rezistivitatea soluției de 5% nitrat de argint 
este p = 39,06 x 10-7 Qm, iar greutatea ato- 
mică a argintului este de 107,88 g: mol. 

Solutie: Suprafata electrodului este: 


S = ab = 40 x 25 = 1000 cm2. 


În ipoteza cá se neglijează efectul de margine, intensitatea curentului care 
trece între cei doi electrozi (fig. 107) este: 


i == J + 5 = 0,025 x 1000 = 25 A. 
Din legile electrolizei: 


m = 


(iat 


NvFo Jo 


se poate calcula timpul necesar pentru a se depune masa m de substanță; 
intensitatea ¿ fiind constantă în timp, din ecuația precedentă se obține: 


pa ea ELE LEE NES 
Ai 107,88 x 25 


Tensiunea la care trebuie conectati electrozii, pentru a trece intre electrozi 
curentul de intensitate i — 25 A, se determină din legea lui Ohm. 


U, = Ri. 


Neglijind efectul de margine, rezistența electrolitului între electrozi este: 


R = p + = 39,06 x 10-2 19 X 19 * — 0,3906 Q. 
S l 1000 x 1071 


Tensiunea la borne este, deci: 


U — 0,3906 x 25 — 9,76 V. 
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Puterea luatá de la retea se determiná din legea transformárii de energie, 
în conductoarele parcurse de curent de conduclie: 


P = U,» i = 9,76 x 25 = 244 W. 


3.4. LEGEA INDUCȚIEI ELECTROMAGNETICE: 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 108. Un cadru dreptunghiular avind A = 4 spire, din con- 
ductor foarte subțire, se roteşte cu viteza unghiulară w = 314 rad/s într-un 
cîmp magnetic uniform, constant în timp, de B = 0,6 Wb/m?; axa de rotaţie 
este una dintre axele de simetrie ale cadrului si este normală pe direcția 
cimpului B. Aria cadrului este A = a x b = 30 x 15 cm?. Să se determine 
tensiunea electromotoare indusá in spirele cadrului in functie de unghiul « 
de rotatie. 

Soluţie : Fie a unghiul format de cadru cu planul transversal la momentul t 
(fig. 108-a, b). Fie sensul (1) considerat sens pozitiv de parcurgere al spirelor, 
în asa fel încit fluxul fascicular in momentul t să fie pozitiv: 


p; = DJ cos «; 0cacl 


Qim = BA fiind fluxul fascicular maxim prin spirele cadrului, cînd « = 0. 
Tensiunea electromotoare indusă in cele JV spire va fi: 


Fig. 108 


N dor... N Dim = sin « = N 6, c sin a. 
dl 6 


Ue = — 


Prin urmare, la timpul considerat, sensul tensiunii electromotoare coincide 
cu sensul (1). Curbele de variaţie în timp ale mărimilor O și u, sint reprezentate 


: PS în figura 108-c. 
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Numeric, în sistemul MKSA: 
9, = BA cos ot = 0,6 x 450 x 104 cos 314 t = 0,027 cos 314 t Wb [s ; 
u,— 33,91 sin 314 ([V].! 


Fig. 108-c 


Prin urmare, O si u, sînt mărimi care variază în timp sinusoidal, curba 
tensiunii electromotoare fiind decalată cu > în urma fluxului. 


Atât timp cit 2kz < a < (2k + 1)x, sensul tensiunii electromotoare coincide 
cu sensul (1), iar cind (2k + 1) x < «< (2k + 2), sensul tensiunii electro- 
motoare este invers. 

Problema nr. 109. Un disc conductor de rază a se rotește cu viteza o într-un 
cîmp magnetic uniform de inducţie B constantă în timp, astfel încit axul 
discului este paralel cu liniile cîmpului. Sá se calculeze tensiunea dintre două 
perii, una plasată pe axul discului, iar cealaltă la periferia discului (fig. 109, a) 


Soluţia 1: Se va aplica legea inducției electromagnetice sub forma: 


s oB 
u, " 7 t$ (x ) dr 


Cum = = 0, rezultă: 
u, =$ (v x B) dr. 
p 


„_ Pentru aplicarea legii, alegem drept contur T, conturul: peria A, axul discu- 
lui AO, raza discului OC, peria C si considerăm acest sens (7) de parcurgere 
a conturului ca sens pozitiv. Dintre elementele dr ale conturului T, acelea 
care au v Æ 0 se află pe raza OC şi deci: 


uS (o x B)dr =| (v x B)Td. 
r OC 
Cum: 

(v x B)dr = —vB dr gi v = ro, 
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rezultă: 
A a? 
"AEn z^ Bor dr = — Bo È. 
0 2 


Sensul tensiunii electromotoare induse este contrar sensului (1). Pe de altă 
parte, deoarece curentul este nul, în conductoare E = 0, deci: | 


ü, =$ Edr = — U,p 
Uap fiind tensiunea între peria A şi borna D. Deci: 
U,p s Bu. 
AD o m 


Soluţia a 2-a: Legea inducției electromagnetice precizează că conturul T, 
la care se referă legea, se consideră antrenat de corpuri în mişcarea lor. 
Să considerăm deci curba T la timpul ż, cu sensul pozitiv ales (1), asa cum 
arată figura 109-b). După scurgerea unui interval de timp At, discul s-a rotit 
cu unghiul A« = wAt şi curba I s-a deformat devenind I” (fig. 109-b). Dacă 


la timpul t fluxul care străbătea curba F este nul, ®, = 0, acum la timpul 
t + At fluxul este 


0, = Č BA« 
2 


(aria triunghiului OCC” este E. Aa; elementul de arie dA are orientarea 


pozitivă dacă se asociază sensului (7), după regula burghiului drept, si deci 
B dA = + B dA, de aceea 0, este pozitiv). Variația fluxului în intervalul 
At va fi: 


a? a? 
AO = Pa — dicc Bax 4 Peat 


şi deci: 
à AO ai 
Uu, = — lim — = — — Bo-2-—U,p- 
e At>0 At 2 i 


Numeric (sistemul MKSA) pentru o = 314 rad/s; a = 0,2 m; B = 0,6 = : 


Um uL x 0,6 x 314 = 377 V. 

Problema nr. 110. Un etrier dreptunghiular este format dintr-un fir omogen 
de rezistivitate o si de secțiune constantă A, cu distanţa a între braţele sale 
paralele (fig. 110). Etrierul se găseşte într-un cimp magnetic uniform de inducţie 
constantă B, perpendiculară pe planul etrierului. O bară conductoare, formată 
din același fir ca şi etrierul, este perpendiculară pe braţele acestuia şi poate 
patina pe ele, închizind astfel circuitul. Se cere să se determine cum trebuie 
să depindă de timp viteza de patinare v a barei, pentru ca prin circuitul 


187 
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închis, format, să treacă un curent de intensitate constantă 7. Se neglijează 
cimpul magnetic propriu, determinat de curentul /. 

Soluția 1: Aplicind legea inducției electromagnetice conturului T, con- 
stituit la un moment dat t de etrier și bară, se obţine: 


Fig. 109-b | Fig. 110 - 


u, = | w x B) dr - (v x B)dr = — oB| dr = — vBa, 
r AC AC 
deoarece (v x B)dr = — vB dr. 
Rezistenta circuitului fiind 


Pontou, 
A 


rezultă, alegind sensul curentului în sensul real al t.e.m. 
U, = RI = 26533 1 = vBa, 


z fiind distanţa la timpul t a barei faţă de baza etrierului. 
Prin urmare, 


dz 
LT — K. K. 3 
di 1*2 d Aa 


în care K, — 91; AK, — ?eI" , ecuaţie care integrată cu condiţia ini- 
. ; 25 aBA i 


: aBA; 
fialá z = 0 la t — 0, dă 


Ka = K, (1 — ek), 
de unde: 


adică viteza trebuie să crească exponential cu timpul. 
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LW 
Dacă deplasarea s-ar fi făcut spre z negativ, s-ar fi găsit: 
v = K-t, 


Soluţia a 2-a: Tensiunea electromotoare 


E 1 el no se mai poate calcula si aplicind 
forma nedezvoltată a legii inducției elect 


romagnetice: 
di 


Într-adevăr, considerind conturul T precedent, cu sensul ] 
fluxul prin contur la un moment dat t este: 


ü, = 


ui pozitiv (1), 


Os, =|, Baa = BdA = Baz 


Sr 
şi tensiunea electromotoare rezultă: 


dee Ba 5 aas Eur. 
i dt 


Problema nr. 111. În acelaşi plan cu un conductor rectiliniu filiform și 
infinit, parcurs de un curent electric de intensitate constantă l, se găseşte 
un etrier avind cele două șine paralele cu conductorul. La una dintre extre- 
mitáti circuitul sinelor este stabilit printr-o rezistență R; pe şine alunecă 
o bară transversală, cu viteza constantă v, per- T: 
pendiculară pe bară și paralelă cu ginele. Să se ' P 
determine curentul indus în rezistenta H, stiind | ; 
cá sinelesibara au o rezistenţă neglijabilă (fig. 111). 

Soluție: Fluxul magnetic elementar, infinit 
mic, de ordinul al doilea, este: 


PO = Ddady = s " dz dy. 
T 


Fluxul elementar prin suprafața 1dz va fi: 


, I . l 
dq TATE Qt EL nett opp tt. 
4r c y 4n c 


Aplicînd forma integrală nedezvoltatá a legii 
inducției electromagnetice, se obţine următoarea l 
intensitate a curentului (cu sensul real indicat pe figură): 


Fig. 111 


cu v = — 
277R 


dt 
în care semnul minus indică un sens al curentului opus sensului pozitiv ales 
prin contur, astfel încit să se asocieze cu B după regulă burghiului drept. 


. tb. 


D LI l dx 
TENE, Hob T la c -+ | =) 
c 
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Problema nr. 112. Un etrier conductor dreptunghiular este înclinat cu un- 
ghiul a faţă de orizontală şi are deschiderea L. Pe etrier se reazemă o bară 
paralelipipedică orizontală, care are greutatea G. Ea alunecă fără frecare pe 
etrier şi are rezistenţa R (pe lungimea L), foarte mare față de rezistenţa 


Fig. 112 


etrierului. Sistemul format de etrier și de bară se găseşte într-un cimp magne- 
tic uniform de inducţie B, dirijat orizontal. Se cere să se calculeze viteza v, 
cu care cade (alunecă) bara grea de-a lungul etrierului, ştiind că la t = 0 
aveam v = Q0 (fig. 112). 

Solutie. Alegem pentru curentul i sensul asociat drept fluxului inducției B 
prin circuitul respectiv şi, aplicind legea inducției electromagnetice sub forma 
dezvoltată acestui circuit (D), obţinem: 


R= -$ (B x v)dr = Ri 
r 
8i ținînd seamă de semnul lui v, avem: 


Ri = — BvL sin g, 
de unde: 
i = — Bo [sin c, 
R 


adică curentul este negativ faţă de sensul asociat drept fluxului exterior, asa 


ani ia rama regula lui Lenz. Forţa electrodinamică ce se exercită asupra 
arei va fi: 


.(B 
F =i y (dr x B) = — iLBe, = = sin « - e, 


unde e, este versorul unei axe verticale cu sensul in sus; greutatea este: 


G — — e,G — — e,mg. 
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Mişcarea de-a lungul etrierului se face sub acti ieoti 
forțe după direcția de mișcare, adică a tei pa proiecţiilor acestor 


(F + G) e = m, 
sau: 
(- n sina +G) sina = m &., 
R dt 


do B213 
dt + Rm 


sin? æ » v = g sin a. 


Soluția generală a acestei ecuații diferențiale liniare, cu coeficienți constanti 
de ordinul I, neomogená, se compune dintr-o solutie particulará de forma 


membrului drept (regimul permanent al căderii cu viteza limitată), obţinută 
prin substituție directă: 


?' Bi^sina  Bilisina 


şi soluția generală a ecuaţiei omogene (regimul liber): 
t 
v= de T dique eos (2) 
BL? sin? a 
unde constanta A se determină prin condiţia iniţială 
v = v, +v, = 0, pentru t=0; 


RG " 
A +v, = 0: A = — v, = — — = — sng 
LA : P B?L? sin & 8 


şi deci: 
t 
v = qg sina(i —e ^), cu « dat de (2). 


În conformitate cu regula lui Lenz, forța electrodinamică se opune mişcării, 
datorită căreia — prin inducție — a apărut curentul în interiorul barei. Se 
poate constata că această forță acționează la fel ca o forță de frecare pro- 
portionalá cu viteza, factorul de proportionalitate fiind = . Viteza tinde spre 
viteza limită de regim permanent v;,. 

Problema nr. 113. Un disc Faraday de rază a se roteşte fără frecare într-un 
cimp magnetic uniform și constant, perpendicular pe el şi de inducție B. 
Discul este lansat cu o viteză unghiulară inițială wọ şi este lăsat să se rotească 
apoi fără frecare în cîmpul magnetic (fig. 113). Știind că discul are momentul 
de inerție O în raport cu axa sa de simetrie, se cere să se calculeze cum scade 
viteza sa unghiulară în funcţie de timp, după lansare. 
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Solujie. Se alege un sistem de axe Ozyz şi sensul rotației unghiulare ca în 
figura 462. Se stabileşte sensul pozitiv al curentului i în circuitul OA BCO 
tinind seamă că singurul element mobil al său — latura OA — se deplasează 

într-un interval infinit mic de timp 
in poziţia OA’ (in sensul mişcării de 
rotaţie), ceea ce permite identificarea 
asocierii drepte a variaţiei de flux 
prin circuit — adică a fluxului prin 
suprafaţa infinitezimală OA'AO — cu 
sensul pozitiv corespunzător pentru 
curent (de la O piná la A"). Se aplică 
circuitului legea inducției electromag- 
netice sub formă globală, tinind sea- 
ma că elementul de arie al porțiunii 
OA'AO este i r d« dr: 
— inducția exterioară este B = Bi; 
— element de arc este dr = dr k. 


u = — £P = cA Brdadr = — BI (rdr — Bo (1) 
dl di] Jo . di Jo 2 
şi deci: 
EET o- sa _ Ba? 9 
R 2R (2) 


Cuplul forțelor electrodinamice față de O este: 
C=(r x dF = ir x (dr x B) = iB [k x (k x i)] (rdr = iB i.(3) 
0 0 0 - 


Ecuația echilibrului dinamic al discului se obţine egalind proiecția cuplului 
după versorul — î al vitezei unghiulare o = — iw cu produsul dintre acce- 
leratia unghiulară și momentul de inerție: 


-ic- Bois -[BT| 9-5 e. (4) 
2 2 R t 


Ecuația diferențială obţinută pentru o, 
do a2)2 1 
— +|8—| —=0 
; dt +| 2 | RO 
are soluția imediată, tinind seamă că la t = 0, œ = og 


Ba3N2 t 


după lansare viteza unghiulară scade exponential, tinzind spre zero. Energia 
cinetică iniţială a discului 2 O«j$ a fostcedatá mediului prin efect Joule-Lenz. 
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per discului al aceeași ca în cazul cînd nu 
ar asupra arborelui s-ar exercita un cuplu de frecare pr i 

Observaţii. a) Discul lui Faraday din i censtă idle ae ac mai 
simplă formă a maşinii de curent continuu cu excitație independentă. Relaţiile 
(1) si (3) arată cá întocmai ca la aceste mașini, raportul dintre tensiunea 
electromotoare și viteza unghiulară este egal cu raportul dintre cuplu și curent 
așa cum rezultă imediat din conservarea puterilor : j 


am avea circuitul exterior, 


| t| = [Ca |. 


b) Ín rezolvarea problemelor de acest tip, ne putem dis ensa d ări 
detaliată a sensurilor de referință sară rabia adoptate Posten ai pi 
conform regulilor de asociere a sensurilor, si putem opera cu modulele acestor 
mărimi, avind grijă ca în ecuaţia finală (4) să introducem cuplul cu semnul 
corect, dedus, pe baza unei consideraţii energetice globale. 

c) Tinind seamă de formula (1) si de sensurile pentru o şi B, rezultă urmă- 
toarea regulá utilizabilá in cazul discurilor Faraday: Dacá B este antiparalel 
cu o (ca in problema noastră), peria pozitivă este cea de la ax. Dacă B e 
paralel cu œ, peria pozitivă e cea de la periferia discului. 

Problema nr. 114. Două discuri conductoare, de raze a, sint calate pe arbori 
conductori necuplaţi unul de altul — și unul în prelungirea celuilalt. Ele se 
găsesc într-un cîmp magnetic uniform si constant, perpendicular pe ele si 
de inducţie B. Arborii lor sint legaţi între ei printr-un fir conductor, ca si 
periferiile discurilor, formindu-se astfel un circuit inchis, care are rezistenta 
R. Rotim unul dintre discuri cu viteza unghiulară o, constantă. Celuilalt disc 
i se aplică un cuplu rezistent C,. Se cere să se calculeze viteza unghiulară 
cu care se rotește acest ultim dise (fig. 114). 


m E 
M 
0000000005 


Rings? VE 


Fig. 114 


Solutie. Problema reprezintă cel mai simplu sistem de transmisie electrică 
între doi arbori. Primul disc lucrează ca generator de curent continuu, iar 
al doilea ca motor de curent continuu. 

Alegem un sens de referinţă arbitrar pentru vitezele €, ŞI 03, cum şi pentru 
curentul i în circuitul OA BCDEO, ceea ce determină sensul elementelor de 
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arc d Și d,, pe porțiunile mobile EO şi CD. Aplicăm legea inducției sub 
forma dezvoltată, tinind seamă că numai aceste porţiuni sint mobile: 


= D lm e = — AO ( p B N . 
u, = Ri $. (B x v) dr us X *3) dr, X X vj) drz; 
Ri = Bo, * (r, drj) + Boy (ir dr) = = BÉ (oa (4 
0 0 2 


Mișcarea staţionară a arborelui celui de-al doilea disc — in regim perma- 
nent — este asigurat de egalitatea dintre cuplul motor și cuplul rezistent: 


( = (Tr x i (dr, x B) e, = — iB (rara cu m Das, (2) 
0 0 2 ; 


in care e, este un versor perpendicular pe discuri. 
Înlocuind in (2) pe i din (1), avem: 


a? 2 
(23) 
C, 57 dn — 02), 
R 
de unde: 
RC, 
Q5 = 0, 


Cum se observă, turatia discului motor este mai mică decit turatia discului 
generator şi de aceea valoarea algebrică a curentului i este negativă. Cu 
alte cuvinte, i are sensul contrar sensului de referință. Aceasta era de așteptat 
întrucît, conform celor observate la problema nr. 113, un disc Faraday rotit 
în sensul asociat drept inducției B se polarizează pozitiv la periferie (periile 
E şi D) şi negativ la ax (periile A si B). Se verifică atunci imediat că sensul 
tensiunii la borne (de la + pînă la —) se asociază corect sensului curentului, 
după regula de la generatoare pină la primul disc și după regula de la recep- 
toare pînă la discul al doilea. 

Problema nr. 115. Pe două sine paralele, perfect conductoare, situate într-un 
plan orizontalla distanţa | una de cealaltă șilegate, la extremitatea din dreapta, 
printr-o pilă electrică de tensiune electromotoare E si rezistenţă interioară 
neglijabilă, alunecă fără frecare, paralel cu ea însăși, într-o direcţie paralelă 
cu şinele, sub acţiunea unei greutăţi G, o bară conductoare de rezistență R, 
legată de greutate printr-un fir subţire izolant, petrecut după un scripete 
fără frecare, situat ca în figura 115. Ştiind că planul barelor este intersectat 
normal de liniile de cîmp ale unui cimp magnetic uniform şi constant în timp, 
de inducţie B, se cere: 

1) să se determine viteza barei, după oe mişcarea a devenit uniformă; 


2) să se facă, în acest caz, bilanţul puterilor. 
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Solujie. Se deosebesc două cazuri, după cum G > F, sau G 
: r 
Fo = Blio reprezintă forța de natură electromagnetică din momental 4 0 


al punerii în mişcare a barei (i, = FI 
R 


Eenerator 


a) 6) 
Fig. 115 


În cazul a), cind G > F, dispozitivul funcţionează ca generator si bara 
se deplasează ca în figura 115-a. 
1) Înainte de a se atinge o viteză uniformă, ecuaţia mișcării este: 


unde g = 9,81 m/s? reprezintă acceleraţia gravitaţiei. 
Cînd viteza devine constantă, ecuaţia se scrie: 


G-qpETS oih care EEDU i, 
R R , 
de unde: 
GR — BIE 
y = —. 
BL, 


2) Lucrul mecanic efectuat, în unitatea de timp, de greutatea G în mişcare 
uniformă, cu viteza v, este: 
P490 * 9, 


Puterea debitată de pilá este: 
pa Pia te , 


iar puterea pierdută prin efect electrocaloric în rezistenţa R este dată de: 
p,— Hj (E B» 
R 


Bilanţul puterilor este verificat dacă se verifică relaţia: 
| Pu + P, =P h (1) 
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Gy E" + EB _ (E + BW? 
i R R 

sau, în sfirşit, 

GR — BIE — B?» = 0; 


înlocuind pe v cu valoarea obținută se verifică legea (1) de conservare a energiei 
(şi a puterii): 
GR — BIE — psp S8—w8E _ 0, 
| pai 

În cazul b), cînd G < F,, dispozitivul funcţionează ca motor si bara 
se deplaseazá ca in figura 115-b, ridicind greutatea G. 

După ce mișcarea devine uniformă, ecuaţia mişcării se scrie: 

Bli — G = 0, în care: i = e 
Viteza va fi: 
GR — BIE 
BI? à 


v= — 


Se poate verifica, și în acest caz, conservarea energiei: 
P, = Pm E P. 


Problema nr. 116. Pe douá sine perfect conducátoare paralele, situate la 
distanţa | una de cealaltă si înclinate cu un unghi « faţă de planul orizontal, 
alunecă fără frecare, paralel cu 
ea însăşi, sub acțiunea greutății 
proprii G, o bară perfect con- 
ducătoare, perpendiculară pe şine. 

Știind cá, la extremitatea su- 
perioară, cele două sine sint le- 
gate la armăturile unui conden- 
sator de capacitate C şi că pla- 
nul şinelor este străbătut de un 
cimp magnetic constant şi uni- 
form, de inducţie B, paralel cu 
| ^* planul orizontal, ce cere să se 
Fig. 116 determine viteza barei în funcție 

"- de timp (fig. 116). 

.Solutie: Pentru determinarea curentului din circuit, aplicăm conturului T, 

din figura 116, legea inducției electromagnetice. Avem: 


Up = $ o x B)dr = (e, x i) juBl sina = — vBlsin a. 
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La o variaţie a vitezei barei, vom avea următoarea variaţie a tensiunii 
electromotoare: 


dU. = — Blsin ady, 
căreia îi corespunde o creştere foarte mică a sarcinii condensatorului: 
dq = C*:dU,,. 


Pe de altă parte, din legea de conservare a sarcinii electrice trebuie să avem: 


sau, înlocuind, 


i = CBlsin a © = CBl sin a : a, 


unde am notat prin a accelerația barei. 


Forța de natură electromagnetică, care acționează asupra barei mobile 
străbătută de curentul i şi plasată în cimpul magnetic de inducție B, este: 


l 
F = | idr x B) = i[( — j) x i] 1B = üBk. 
-0 
Componenta în lungul planului barelor a acestei forțe: 
F' = ilB sina = CR? ẹsin? g a 


este antiparalelă cu componenta corespunzătoare a greutății proprii a barei: 


G' — G sin a. 
Ecuația mișcării este: | 
G' Tm F' = G a 
g 


sau, 


G sin « — CB?L sin? a * a = Êa. 
g 


Rezolvínd ecuația în raport cu accelerația a, se obține: 


"m G sina : 


G 
P + CB? |? sin? «. 


Viteza va fi (cu plecare din repaus): 


"ne G sin a E 


G 
Fr + CB? sin? « 
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Aplicaţie numerică: Pentru 1 = 200 cm; « = 45°, C = 1000 uF, G = 100g 
şi B=1 = , rezultă a = 6,82 m /s?. 


Problema nr. 117. Un disc conductor, de rază a, se roteşte cu viteza unghiu- 
lară constantă œ într-un cimp magnetic uniform și constant, de inducție B, 


perpendicular pe disc. Prin intermediul a două perii conductoare, situate 
una la periferia discului şi alta pe axă, se alimentează o bobină plată, de 
rază a şi avind | spire, situată într-un plan vertical, paralel cu liniile de 
cîmp. În centrul bobinei, într-un plan orizontal, se găseşte un ac magnetic 
care, la rotirea discului, deviază din direcţia inducției magnetice date B, cu 
un unghi a. Sá se determine rezistenţa electrică a întregului circuit (fig. 117). 
Soluţie. Înainte de a roti discul cu viteza unghiulară constantă, acul mag- 
netic se află orientat în direcţia inducției magnetice. Rotind discul, se va 
induce un curent electric care va trece prin bobină si va produce în centrul 
xupNi 
2a 


ei o “inducţie magnetică B; = , perpendiculară pe inducția B; acul 


magnetic se va roti cu un unghi «, pentru a se orienta în direcţia rezul- 
tantei celor două inducţii: B; — B tga«. Rezistenţa circuitului va fi: 


Ue 
= — y} 
i 
în care 
a? 
U, = U; -$ (o x B) dr = Bo — ; 
r r 2 
gem 2aB; _ 2aBtg« 
xpoN xN 
Deci, 


— XpoaoN 
4 tga 
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Aplicaţie numerică: turaţia n = 3 000 t/min, JN = 1 000 spire, a = 0,8 m 
Rezultă: : Mens 
R = 0,136 Q. 


Problema nr. 118. Un etrier dreptunghiular orizontal, de deschidere a, este 
alimentat de o sursă de curent de rezistenţă interioară R; și de tensiune 
electromotoare variabilă U... Pe 
etrier patinează fără frecare o 
bară conductoare de rezistenţă R, 
care are masa m, într-un cimp 
magnetic uniform și constant, 
vertical. În momentul t = 0, bara 
e lansată cu viteza v, şi se mişcă 
apoi sub acţiunea forțelor electro- 
dinamice (fig. 118). Seceresă se 
determine cum trebuie să varieze 
tensiunea electromotoare în func- 
tiune de timp, pentru ca inten- 
sitatea curentului în bară să fie 
constantă. Se va considera negli- 
jabilă rezistenţa etrierului și se 
va neglija şi fluxul magnetic pro- 
priu al curentului din etrier. 

Solutie. Bara conductoare patinează fără frecare sub acţiunea forţei electro- 


dinamice: 


Fig. 118 


F = i (aj x B) = i- iaB, 


unde am adoptat pentru i sensul pozitiv asociat drept inducției B = kB 


şi am ales axele ca în figură. 
Legea de mişcare a barei este dată de 


. . dz , 
m 29. — iaB, eu v — vi — — i, (4) 
dt dt 


iar curentul i este determinat din legea inducției: 


U,- UD — x x v) dr = Uau) — Bva —(R; 4- Ri (Q2) 


şi eliminîndu-l între cele două ecuaţii (1) si (2) obţinem o ecuație diferenţială 
pentru viteza v în care intră funcțiunea necunoscută U,.(L). Nu e nevoie să 
studiem însă decit cazul i = const, asa cum cere problema. În acest caz, ecua- 
tia (1) se integrează direct (cu v = vo la t = 0): 


9s iu 
m 
gi înlocuind în (2) obţinem forma functiunii Use (t): 


Ut) BP it Boat (B+ Bi 


m 
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Problema nr. 119. O bară conductoate se roteşte cu viteza unghiulară 
constantă w în jurul uneia dintre extremităţile ei, situată pe un circuit 
electric circular de rază a, pe care patinează cel de-al doilea punct de con- 
X x x x x x x yx tact dintre bară și circuit. Sistemul 

bará-circuit se găseşte intr-un cimp mag- 
X netie uniform, variabil in timp, de in- 

duetie B(t) perpendiculară pe circuit si 
„ pe bară. Se cere să se calculeze tensiunile 
electromotoare induse în cele două ochiuri 
pe care bara le formează cu cele două 


x 
i părţi în care divide circuitul circular. 
x x Soluție: Se aplică legea inducției elec- 
tromagnetice sub forma dezvoltată: 
x x 
le = ed SA+ (v x B)dr, 
x x Sp ĉt T 


x x x x x x x x luîndu-se ca origine a timpului momentul 

Fig. 119 in care bara trece prin centrul O al cer- 

cului. Într-un moment oarecare t, direcţia 

barei va face unghiul B = c£ cu direcţia PO (fig. 119). Se alege drept con- 

tur T de aplicare a legii, conturul PMCP, cu sens pozitiv de parcur- 

gere notat cu (1). Acestui sens de parcurgere i se asociază, după regula 

burghiului drept, sensul elementului de arie dA al suprafeţei Sr, care se 

sprijină pe conturul I şi pe care o facem să coincidă cu partea PMC din 
suprafaţa cercului, parte din arie 


E I (z — 28 — sin 28). 


Rezultă cá dA şi B au aceeaşi orientare. 

Se mai menţionează că numai elementele dr din porţiunea PM a contu- 
rului T au v Æ 0 si cá în toate elementele dA ale suprafeţei Sr( PMC), varia- 
tia cîmpului în timp este aceeași $i deci: 


"mw 0B) 2a cos f SR eB Ai 
u, = (2) 4 2, cor dr pet 


2 ý 2 9 
+ 2 wa? B cos? B = — 7 (Sh (x — 2 «t — sin 20t) +2 oa? B cos? ot. 
Prin urmare, tensiunea electromotoare indusă are două componente, una 
datorită mișcării: 
u, = 2oa?B cos? wt, 
iar cealaltă datorită variației în timp a cimpului magnetic: 
” a: ðB 


u = — — — (q — 2 ot — sin 2wt). 
2 ĉl 
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Problema nr. 120. O bară conductoare de lungi i j 
€ : À oare ngime | este rotit 
cu viteza unghiulară œ, în jurul uneia dintre extremitățile ei, aa 


magnetic uniform, de inducție constantă perpendicul 
de bară în mișcarea ei. Se cere să se eae a * ară pe planul desoris 
diferența de potential U,c dintre cele două 
extremități ale barei. 


Soluţie : Să aplicăm pentru un contur I, 


care străbate bara conductoare in lungul ? 
ei și se închide pe un drum oarecare in afa- 
ra barei cu sens pozitiv de parcurgere (1), * 
asa cum este ales în figura 120, legea induc- 
tiei electromagnetice: " 
$ Edr =u =$ (v x B)dr. i 
E r 
Cum (> x B) dr = — vB dr = — orB dr, a doua integrală se efectuează 


ușor: 


C l 2 
Ex -i orB dr — —eB| Pret. 
A 0 2 
Din prima integrală, la calculul căreia ţinem seamă că prin bară nu trece 


curent (J = 0) şi că, conform legii lui Ohm, si E = 0 în interiorul barei, se 
obţine: 


ue =6 Edr = | E dr + | E dr = 0 + (— U4c) = Uc,. 
T AC CDA 
Prin urmare: 


[2 


Problema nr. 121. Un fir metalic subţire este îndoit în formă de cerc de 
rază a, capetele lui A şi C ráminind însă libere (fig. 121) şi foarte apropiate, 
arc AC = « & 2r. Spira deschisă, astfel construită, este introdusă într-un 
cîmp magnetic uniform şi variabil în timp, avind inducția B(t), ale cărei 
linii de cîmp sint perpendiculare pe suprafața spirei şi ocupă în spaţiu un 
cilindru de rază b > a, coaxial cu spira. Cimpul magnetic variază lent în 
timp. Să se calculeze diferenţa de potenţial U 4c dintre bornele A si C. Pre- 
supunind apoi spira complet inchisă și rezistența pe unitatea de lungime a 
firului ro, să se calculeze diferenţa de potential dintre două puncte oarecare M 
şi JV ale spirei (fig. 121). 

Soluţie : Într-un punct oarecare din interiorul firului intensitatea cimpului 
electric poate fi descompusă într-o componentă coulombiană si una solenoi- 


dală: 
E = E. + E, 


ifi. 
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Componenta solenoidală poate fi calculată uşor: 


E, avînd direcţie tangenţială la cercul de rază r cu centrul pe axa cilindrului 
liniilor de cimp B şi planul său perpendicular pe aceeași axă. 

Sensul cîmpului E, pentru momentul 
„considerat, dacă B are sensul arătat 


[] v * dB . 
în figură şi P > 0, se asociază sensu- 


lui lui B conform regulii burghiului 
stîng. 

Componenta coulombiană ne inte- 
resează pentru calculul diferenţei de 
potential V,— Vc: 


PER ps | [E dr. 


Pentru acest calcul să aplicămlegea in- 
ductiei electromagnetice unui contur T, 
care trece prin interiorul firului con- 
ductor al spirei și prin aerul dintre bor- 
Fig. 121 nele A și C, aşa cum se vede în figură: 


ue = " = dA = Q E dr = & (E, + E,) dr. 


Pentru porțiunea CDA a conturului T, dat fiind faptul că cîmpul B va- 
riază foarte încet în timp si se pot neglija curenţii de deplasare, densitatea 
curentului de conductie J.= 0 si, conform legii lui Ohm, 


E, + E, — 0 
“şi deci: 
( (E.+E,)dr = 0. 
CDA 


- 


Pri urmare: 


! $, (E. + E) dr -( E, dr + | E,dr = —| 1B dd a Us 
r AC -AC Sp dt 
Dar, 
ue = —j 2B JA = ne P, | Edr Leni 
Sp di di Jac 2 dt 
şi deci: 


NE S = l [om e 2B. 
yo Po E dr = 2 (m — e) a 
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Cum « & 2n: 
dB 
Va — Ve ~ na? u de t IU ge, 


adică diferenţa de potential între bornele spirei este practie egală cu tensiunea 
electromotoare indusă în spiră, respectiv cu tensiunea U ac În lungul arcului AC. 


Pentru calculul diferenţei de potenţial Vy — Vy =| E, dr, în cazul 
cînd spira este închisă și cind curentul indus în spiră este ~ 


Ue a dB 
2xarg 279 dt 


adică, atunci cînd neglijăm cimpul magnetic produs de curentul indus în 
raport cu cimpul magnetic exterior, se folosește legea lui Ohm: 


| Edr =| (E. + Ej) dr—i arß, 
MN MN 
în care B este deschiderea arcului MN. Prin urmare: 


Vu—Vy=| Edr=iarg -È E, dr — 0, 
MN MN i 
deoarece: 
"dr = 1 2 dB == A 
NX. "is p 2 Lar. 


Diferența de potential Vy — Vy este deci nulă, oricare ar fi punctele 
M și N ale spirei. 

Problema nr. 122. O spirá planá cir- 
culará dintr-un fir subtire conductor este 
situată într-un cîmp magnetic, ale cărui 
linii de cîmp sînt perpendiculare pe 
planul spirei, cimpul fiind uniform şi 
variabil în timp după legea: 


B = By sin ot = 1 - sin 31,44 [Wb [m?]. 


Între două puncte a şi b ale spirei, 
arc ab = « = 60°, sint legate patru volt- 
metre, cum arată figura 122. Știind că 
aria spirei este A = 0,25 m?, că se poate 


neglija cîmpul magnetic al curenților in- Fig. 122 
duşi în spiră în raport cu cîmpul mag- 

netic exterior, să se calculeze ce tensiuni va indica fiecare voltmetru (volt- 
metrele indică valoarea efectivă, egală cu 1/2 din valoarea maximă a tensiunii 
sinusoidale din lungul firelor de legătură; rezistenţa voltmetrelor se poate 
considera practic infinită). 
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Solupie: Vom calcula intii indicaţia voltmetrului V,. Să considerăm că 
intr-un moment dat /, cimpul magnetic B are orientarea din figură şi că 
dB .. 0. Fie (7) un sens de referință, de parcurgere a spirei. Aplicind legea 


ur I', care trece prin firul spirei, se gă- 


inductiei electromagnetice unui cont 
indusă în spirá este: 


seşte că tensiunea electromotoare u, 


u, = — A(— 1) ^ = AByo cos ot. 
Curentul indus este: 


s 2rrg dt 2779 


in care ry este rezistenţa spirei pe unitatea unghi (radian) curentul avind 
acelaşi sens ca şi tensiunea electromotoare. 
Aplicăm acum tot legea inducției electromagnetice conturului aV, bca: 


$ E dr = — | 258 dA, 
aV bca Sav bca ot 


sau: 
€) 
| Edr + | E dr = — Aa dB. ADM cos ct, 
aV b bca 2x dl 2r 
Conform legii lui Ohm: 
| E dr = — irg = s a so qat 
bca 2r 
şi deci: 
| E dr = 0 
aV b 


şi, în consecinţă, voltmetrul V; nu indicá tensiune. 
Pentru a determina indicaţia voltmetrului V, aplicăm aceeași lege contu- 
rului acV,ba: 


$ E dr = — | aB dA — 0, 
acV sta SacV ,ba et 
deoarece: 
S acy ba = 0. 
Deci: 
( E dr = -| E dr = -AP99*. cos ot. 
acV ,b ba 2n 


Prin urmare, voltmetrul V, va indica tensiunea: 


= AB yox 


2 ^ 2|2x 
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Pentru indicatia voltmetrului V3 se obţine: 


$ E dr = -j 9B aa. 
aV 3bca SaV bca e. 


A 4 
Savoca = — (& — sin x); 
2r 


Cum 


rezultă: 


A in « — 
| E dr = _AB yo (sin a — a) cosul 
aV 3bca 2r 


A B o (sin a— 
iar indieatia voltmetrului va fi: V4 = EDU uui m 


2y2x 
Pentru calculul indicatiei voltmetrului V, se folosegte tot legea inductiei 
electromagnetice: 
$ E dr = — | 28 aa. 
aV bca SaV bca ot 
Suprafata 
Savoca = Sava H Savoca = S " 
În plus, pentru suprafaţa Say, se obţine: 
2B qA =0 
et 
$i deci: 
| E dr = — | E dp — ABM cop t — 09 4B cosani 
aV b bca 2r 2r 


și, prin urmare: | 
(x — 04 Bye 


Mm 2V2 x 
Numeric: V,=0; 
F= 0,93 V; 
Va 90,77 Vi 
V, = 1,86 V. 


Din calculele precedente se observă că, în regim variabil, tensiunea elec- 
trică E driîntre două puncte oarecare A si B depinde de drumul dintre 


AB A Mac f 
A şi B. Un același voltmetru indică tensiuni diferite, chiar dacă legăturile sale 
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sînt făcute la aceleaşi două puncte, după poziţia în spaţiu a legăturilor. Deci, 
voltmetrul nu indică o diferenţă de potenţial. 
Problema nr. 123. O spiră conductoare dreptunghiulară, avind dimen- 
siunile AC — EF — a şi AE — CF — b, se rotește în jurul laturii AC cu 
Z) i viteza unghiulară w, latura AC fiind perpendi- 
culară pe direcția unui cimp magnetic uniform 
şi variabil în timp: B = By sin w't. Să se cal- 
culeze tensiunea electromotoare indusă în spiră 
(fig. 123.) 
Soluția 1: Aplicăm forma integrală dezvoltată 
a legii inducției electromagnetice conturului T 
ocupat de spiră: 
je =l "dA +$ (vx B) dr. 
sp 8 P 


T 


Alegem sensul pozitiv de integrare, astfel incit 
să se asocieze cu inducția B după regula bur- 
ghiului drept (fig. 123), acestui sens pozitiv îi 
corespunde, după aceeaşi regulă, un sens de refe- 
— rintá pentru elementul de arie dA. 

Fig. 123 Avem: 


$ (v x B)dr =( (w x B) dr + (f(e x B) dr (v x B)dr + 
T C F E 


+o x B) dr. 
A 


Afară de integrala a doua, celelalte integrale sint nule, deoarece vx B 
avînd orientarea (— k) rezultă k dr = 0 pe porțiunile EA şi CF şi deoarece 
viteza laturii AC este nulă. 

Deci, i 
v x B = ( — k) vB sin (90? + ot) = — kvB cos ot. 


așa încit, cu v = ob 
$ (v x B) dr = — oBü dr) cos ot = —VobB cos ot dr = 
0 0 


= — qabB cos ot = — abB, sin w't cos ot. 
Integrala de suprafatá are valoarea: 
-Í iP dA =f 2B 14 cos (90° — ot) = — 5 sin atf dA — 
sp à sp ôt ôt Sp 
| = — abo'B,„ cos o't sin at. 
Tensiunea electromotoare indusă în spirá va fi: 
U, = — abB,„(o'sin wt cos w't + o sin o't cos ot). 
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Soluţia a 2-a: Fluxul magnetic prin suprafața Sr este: 


s, = ( B dA = Bab sin ot— B,, ab sin ot sin o't, 
Sp 


jar tensiunea electromotoare indusá: 


d LJ LJ 
Up = — = , B dA = — ab B,, (o' cos c't sin et + o cos et sin o't)s 
r 


Pentru cazul particular o = w’ vom avea: 
U, = — oabB,, sin 2ot. 


Problema nr. 124. Liniile de cimp ale unui cîmp magnetic uniform, dar 
variabil în timp, ocupă practic un cilindru circular drept de rază a. Fie B = 
= B„ sin ot, inducția magnetică în interiorul cilindrului şi B = 0 inducția 
magnetică în exteriorul lui. Liniile de cîmp ale ctmpului magnetic trec prin- 
tr-un dise conductor, de rezistivitate p, de rază b >a si de grosime g, 
coaxial cu cilindrul ocupat de liniile de cîmp. Cimpul magnetic variază destul 
de lent în timp pentru ca să nu se ţină seamă de cîmpul magnetic suplimentar 
produs de curenţii indugi in disc. Se cere să se calculeze densitatea curentului 
de inducţie indus în disc și căldura dezvoltată în disc, prin efect electroca- 
loric, în unitatea de timp. 

Exemplu numeric: B = sin 3,14 t[Wb [m?] ; 
pẹ = 1,75 x 10-5 Q : m; a=5 cm;b=10cm; 
g=2 cm. 

Soluţie : Aplicind legea inducției electro- 
magnetice: 


es =i Tiis Q E dr, 


Sp ĉt 


întîi pentru un contur T circular (fig. 124-a) 
de rază r < a şi apoi pentru un contur I", 
tot circular dar de rază r > a, se poate cal- 
cula intensitatea E a cimpului electric in- 
dus. Totodată în calcul se va ține seamă că 
intensitatea cîmpului indus E nu poate să Fig. 124-a 
aibă decit componentă tangentialá la con- 
tururile I', respectiv I", cum se poate deduce uşor aplicind legea fluxului 
electric și tinind seamă cá sarcina electrică adevărată este nulă. 

Pentru conturul I' (r < a) se obţine: 


( PELLEM da = PI dA = ma dB 
Sr et Sp di 
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făcînd abstracţie de semne: 

d 

zr? E = AnrE,; 
| di 
de unde 
1 
E = >r ES , 
i 2 dt 

iar din legea lui Ohm sub formă locală (J = cE) se obține: 


1 dB 
esl gp E m 2 uaERB, cos ul. 
2 dt 2 


Pentru conturul I" (r>a): 
| eB dA = ne Z 
Sp ĉl dt 
(la calculul acestei integrale avem în vedere cá pentru r < a, B Æ 0, iar 
pentru r >a, B = 0) şi 
( E dr = 2xrE' 
I" 


şi deci: 


de unde, pentru a < r < b, 


1 ac dB 
je a 1468 1 deme ce ot, 
r 


iar pentru r >b: 
J=0, 


deoarece mediul dinafara discului este izolant (p = co ). 

Prin urmare, la un moment dat t, densitatea curentului de conducție J 
în funcție de rază va varia aşa cum se arată în figura 124-b. 

Pentru calculul căldurii dezvoltate în unitatea de timp, se aplică legea 
efectului electrocaloric şi se obţine: 


J? b J12 
0-( Tds-U T3sgrdre( — 2ngr dr = 
0 o a 9 


v O 
"3 ragaiw? Bz,cos? ot n + In : A 
2 4 al. 
Numeric, în sistemul MKSA: 


E —2 4 -8 x 3,142 x 1? 
Q dirae X 2% 10 m Di x 10"* X x [z* 


+ In Pd cos? 3,14 t = 104 cos? - 3,14 ([W]. 
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Problema nr. 125. Un fir rectiliniu este străbătut de curentul variabil în 
timp i(t). O coroană circulară conductoare, de rază interioară a şi de rază 
exterioară b, tăiată dintr-o tolă de grosime 5 si avind rezistivitatea p si per- 


% a b 
Fig. 124-b Fig. 125-a 


meabilitatea magnetică u, este dispusă coaxial cu firul parcurs de curent 
„ (fig. 125-a). 
Se cere să se calculeze căldura dezvoltată în coroană, în timpul unei perioade 


T = 2 a curentului i din fir, prin efectul electrocaloric al curenților induși 


[6] 
în coroană (direcţia liniilor de curent va fi aproximatá ca fiind peste tot 
radială). Se va presupune 98 «& (b — a) şi se va neglija efectul de margine in 
dreptul razelor a $i b. 
Solujie: În baza ipotezelor simplificatoare din textul problemei, cu siste- 
mul de coordonate cilindrice din fig. 125-b, aplicăm legea inducției electro- 
magnetice pe conturul PF: 


A 


n 
LA z 4 
— P 
[/ 
EA 


Fig. 125-b 


do : 
(b —a[E(z) — E(—2)] = = i B = 


TE 
$5,—1 B.dA =È B-22: dro Sn. 
$p r a 


T 


Dar E(z) = — E(—2) şi considerăm curentul sinusoidal: 
i = ya Isinot 


14 — Bazele electronicii — c. 3277 
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Rezultă: 
1 dPsp b ua 
E Z 5 —————————— — —€— a xp * A . — + 
Uis Pe EE ar Po. nz-l/21o cos ot. 


Pierderile Joule in unitatea de volum sint: 
py= ia = b(z); deci dV = z (b? — b?) dz 


Pierderile în tola circulară 


olo 


P; = (pA V = 2n(P — a?) | p; dz = 


=ù»: u: Lont 


I- b+a 8) 
a 


— - cos? ot. 
"p b—a 24 


Puterea disipatá in medie, intr-o perioadá, sub formá de cáldurá este: 


p-É--C Pjdt- (n p: 1-a n A T. 038.7 
0 a Te =g 


i poa die - 1 
deoarece media pe o perioadă a funcţiei cos? œt este a” 


Menţionăm că acest rezultat este variabil în măsura în care 8 < < (b — a) 
$i reacţia curenților turbionari este neglijabilă, adică mai exact: 


3<<| - 


xu 


(vezi vol. III, efectul pelicular). 


3.5. LEGEA INDUCȚIEI ELECTROMAGNETICE: 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 126. Un cilindru feromagnetic, de lungime ] şi de rază a, se 
roteşte cu viteza unghiulară c într-o carcasă feromagnetică coaxială, avind 
între cilindru $i carcasă un întrefier de lărgime 3 (fig. 126). La bazele carcasei 
există cite o spiră parcursă de curentul i. Permeabilitatea cilindrului și a 
era sint presupuse infinite, Spirele produc un cimp magnetic. 

e cere: 

a) să se calculeze inducția magnetică in intrefier; . 

b) tensiunea electromotoare U, indusă de-a lungul unei cămăși de cupru, 
care îmbracă cilindrul rotitor (dacă se pun două perii la capetele cămășii de 
cupru, se stabileşte între ele tensiunea la borne up = u.). 


Răspuns: B = neg U,— Bs:l:a*c. 
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Problema nr. 127. Dimensiunile unei spire în form 
pot mări proportional, prin deplasarea bazei lui, 
șine coplanare care formează între ele unghiul 2% 


ă de triunghi isoscel se 


» perpendicular pe ea însăși, 


Fig. 127 


cu viteza constantă v. Planul spirei este străbătut de liniile de cîmp ale unui 
cîmp magnetic uniform şi constant în timp, de inducția constantă B. Sá se 
calculeze tensiunea electromotoare indusă în spiră (fig. 127). 

Răspuns: 


U. = — 2vB cos 0,-tg a-d 


Problema nr. 128. Un fir circular conductor de rază a este situat intr-un 
cimp magnetic uniform de inductie B constantă, perpendiculară pe planul 
cercului (fig. 128). O bară conductoare, care patinează pe firul conductor, 
efectuează o translație transversală cu 
viteza v; bara formează, cu cele două 
părţi în care împarte firul circular, două 
circuite electrice închise. Se cere tensiu- 
nea electromotoare indusă în ele prin 
mișcare. 


„x x x x x x x x 


i , 2 
Răspuns; x 7" ox 
U. = —2Bvla? — x$ 
1 x x x 
U, = + 2B» V — 2 
x 


Problema nr. 129. Un braț orizontal 
perfect conductor, de lungime a gide x x 
masă m, omogen $i de secțiune constantă, 
se poate roti în jurul centrului unui inel 
orizontal de rază a, perfect conductor (fig. 129). Centrul inelului şi un punct. 
oarecare A al inelului se leagă printr-un fir de rezistenţă R. Totul este situat 
într-un cimp magnetic vertical, omogen şi invariabil în timp, de inducţie B. 
Bratul se mișcă pe inel cu o frecare proporţională cu viteza lineará a extre- 
mitátii sale Æ de pe inel: F = — Cv = — Ca co, unde w este viteza unghiu- 


x x X Xx x x 
Fig. 128 


caro poate aluneca, pe două 


BRE POTASIU; ara Uno vai aspiratia uiam n ame e aom nen 
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lară a brațului. Neglijind cimpul magnetic al curentului indus se cere să se 
calculeze viteza unghiulară w a brațului în funcție de timpul £, în ipoteza 
că w = c pentru t = 0. 


Răspuns: 
A e(t) = oy : eT 
unde 
4Rm 


12RC + 3B?a? 


Îndicaţie : Se scrie ecuația de momente în 
raport cu punctul O şi se tine seama cá la 
mişcarea barei apare un curent, deci o forţă 
suplimentară 


dF, = idr x B. 


Problema nr. 130. Un disc metalic de rază a, cu 
Fig. 129 ax metalic subțire, se roteşte cu viteza unghiula- 
ră constantă w într-un cîmp magnetic omogen şi 
invariabil, de inducţie B, perpendicular pe disc. Două perii metalice, dintre 
care una este aplicată pe axul discului, iar cealaltă pe periferia lui, alimen- 
tează un fir circular perpendicular pe disc, cercul format de fir avind aceeași 
rază a ca şi discul (fig. 130). În centrul cercului se găsește un ac magnetic 
(al cărui moment magnetic m nu trebuie cunoscut). Cunoscînd viteza unghiu- 
lară c, razele a şi unghiul « cu care deviază acul magnetic față de liniile cim- 
pului B cînd se rotește discul, se cere să se calculeze rezistența R pe care o 
are circuitul format de perii, disc, firele de legătură și firul circular. 


Răspuns : Peste cîmpul B se supra- 


XUol (care in- 
2a 
tră în planul figurii) în centrul spirei. 


Din condiţia tg « = " pentru po- 


pune un cimp B, = 


zia de echilibru a acului magne- 
tic, rezultă: 


ppm. Li 
4tga Fig. 130 


Problema nr. 131. Pentru a antrena un ventilator este nevoie de puterea 
mecanică P, in wati, la turatia N, in rotații pe secundă (rot/s). Această pu- 
tere este dată de un disc Faraday de rază a, care este alimentat, cum se arată 
în figură de la o baterie de acumulatoare care are tensiunea la borne U,. Rezis- 
tenţa circuitului format de disc este R. Discul se găseşte în cimpul magnetic 
dintre polii unui electromagnet (fig. 131). Se cere să se calculeze inducția 
magnetică B dintre polii electromagnetului, de care este nevoie pentru ca 
discul Faraday să cedeze la arborele său puterea mecanică P la turaţia N. 
Cite soluţii distincte admite problema? 
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Răspuns: 


Există trei soluţii posibile. 


Problema nr. 132. Două bare conductoare paralele, orizontale, situate la 
distanța a una de alta avind fiecare rezistenţa R, sint alimentate pe la capetele 


"^ Um 
PNE 


LA | 


Fig. 131 


opuse de o pilă cu rezistenţă interioară neglijabilă şi avind t.e.m. constantă U.. 
Pe bare poate aluneca fără frecare o bară transversală orizontală, de masă m 
şi rezistenţă neglijabilă (fig. 132). O forţă constantă F, paralelă cu barele 
conductoare, se exercită asupra barei de masă m, care este imobilizată. În 
momentul t = 0 se lasă liberă bara de masă m, pentru a se mişca în cîmpul 
magnetic omogen invariabil, de inducţie B, perpendicular pe planul barelor. 
Se cere să se calculeze viteza v pe care o ia bara în momentul t > 0. 
Răspuns: 


a) F > Ba = mişcare către dreapta (frină) 
, Ba: 


v(t) uir — 22) i —e ^j 


b) F < Ba X mișcare către stinga (motor) 


Bat 


fU, FR ids 
ve) -(- ue Em] 


Problema nr. 133. O bară conductoare, de lungime Z, se rotește în jurul 
uneia dintre extremităţile ei cu viteza unghiulară « constantă, într-un plan 
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care contine un conductor rectiliniu infinit lung, parcurs de un curent electric 
de conducţie 7, constant în timp. Se cere să se determine tensiunea electro- 
motoare indusă în bară (fig. 133). 


x x x x x x x x 


x x x x x x x x 


` Fig. 132 Fig. 133 
I 
Răspuns: U. = — ET ( ERN Îi za e | . 
27 cos ct cos ut c + Lcosot 


Problema nr. 134. În interiorul unei bobine cu N spire de lungime l, foarte 
mare, se introduce un cilindru de cupru de rezistivitate p, de lungime l si 
cu razele interioară și exterioară R; si Re. Prin spirele bobinei trece un curent i 
variabil (fig. 134). Se cere să se determine cantitatea de căldură dezvoltată 
în unitatea de timp, în cilindrul de cupru, neglijind cimpul magnetic al curen- 


tilor indugi. 


Ráspuns: 
(XN (AP. mh (pa o 
»- (E (E) gn m 


dacă 1, <<. 


Problema nr. 135. Un circuit con- 
ductor este format dintr-un fir omo- 
gen şi de secţiune constantă, îndoit 
în formă de 8 (opt), format din două 
cercuri neincrucişate, de raze a și b 
(unde a< b), care sint despărțite ca 

Fig. 134 in figura 135-a, in dreptul punctelor 

(bornelor) P,, Pa. Circuitul este situat 

într-un cîmp magnetic omogen perpendicular pe planul lui si variabil in 
timp B(t). Se cere să se calculeze tensiunea electrică dintre punctele extrem 
de apropiate P, și Pe. | | da 

Se răsuceşte apoi cercul de rază b cu 180? în jurul axei de simetrie a circul- 
tului, astfel încit să se formeze un opt încrucişat, dar fără ca spirele să se 


CE Scanned with OKEN Scanner 


LEGILE CIMPULUI MAGNETIC 215 


atingă în dreptul punctelor P}, P,. Se cere să se calculeze tensiunea electrică 
dintre punctele P, si P in noua situaţie (fig. 135-b si 135-c). 
Ráspuns (vezi problema 1241): 


a) V(D,) — V(D,) = «Bab ? 
b) V(P,) — V(2,) = «Bab 


—a 
b-+-a 


x X x x x x x 
d 
x / x 7 x *d 
X ” b; 
N 
X x x 
" x x x x x | 2, x 


C) 


[Fig. 135-a Fig. 135-b Fig. 135-c 


3.6. LEGILE CÎMPULUI MAGNETIC: PROBLEME 
REZOLVATE 


Problema nr. 136. O tolă plană subţire, de grosime a, de lungime si lăţime 
infinite, este străbătută de o densitate lineará de curent J;. Sá se calcu- 
leze intensitatea cimpului magnetic pe care-l produce placa parcursă de curent. 
in stinga gi in dreapta ei, cum $i in interiorul ei. 


Solutie: ln figura 136-a s-au reprezentat urmele fetelor tablei pe un plan 
normal pe aceste fete, care este în același timp planul figurii. Se calculează 
cîmpul dat de o fișie de înălțime infinit mică dz, de grosime a egală cu grosi- 
mea tablei si de lungime infinită. Această figşie este străbătută de un curent 
infinit mic di = J dz, iar cîmpul elementar dat de acest curent in punctul P 
se calculează din legea circuitului magnetic: 


AnrdH = xJjidx (1) 
şi este normal la raza vectoare r care unește elementul de tolă consi- 


derat și punctul P, și este orientat ca în figură, dacă J intră în planul 
acesteia. 
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' Din (1) rezultă: 
| dH e 3E. da (2) 
2m r 

Fie O piciorul perpendicularei coborite din P pe planul de simetrie al plăcii; 
se alege sistemul de referință cartesian din figură, în care Oz este normală 
pe planul figurii. | 
Dacá 

a = arc tg —, 
y 


componentele cimpului dupá cele trei axe sint: 
dH, — — dH cos«; 
dH, = — dH sina; 


dH, = 0. 
Pentru un element de tolá de abscisá 
z'— — z, gi deci «' = — a, rezultă: 


dH; = — dH cosa = dH, ; 
dH; = dH sina = — dH,; 


dH; = 0. 
Cele trei componente ale cimpului din punc- 
Fig. 136-a tul P se calculează utilizind teorema super- 
poziţiei. 
Din (2) rezultă: 
H, = H > — 02 (7 Se dz (3) 
2 2r 0 r 
$au, deoarece: 
da = — Z ia da da 
y y r 
| dr 
ȘI 
COS & = E , 
r 
relația (3) se mai poate scrie: 
m.s E. 
2 Lă 
H=- ar a= at (3) 
T Jo n y T Jo 2 


pentru y > Te Mai rezultă, evident, H, = 0 si H, = 0. 
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Lol 


In exteriorul plăcii conductoare, cimpul magnetic este uniform. În cazul 


„cînd J, este dirijat ca in figură, spre planul acesteia, cimpul din dreapta plăcii 


este paralel cu placa și orientat în jos; cel din stinga plăcii este de asemenea 


paralel cu acesta, dar este dirijat in sus. 

În interiorul plăcii, cimpul magne- 
tic este de asemenea paralel cu fețele 
acesteia. 

Pentru a calcula cimpul H din interio- 
rul plăcii, aplicăm legea circuitului mag- 
netic unui contur I', care are forma unui 
dreptunghi în care una dintre laturi este 
aplicată de-a lungul suprafeţei exterioare 
din dreapta a plăcii, și care are inálti- 
mea A (fig. 136-b) 


xli p ssl aa up 
Lh Hh xU y^. (4) 


de unde rezultá: 


Pentru ? = se regăsește expresia cim- 


pului exterior. 

Din (3') şi (5”) rezultă variaţia cim- 
pului H reprezentată in figura 136-c, in 
care cimpurile dirijate de sus in jos sint 
considerate pozitive. 

Problema nr. 137. O placá foarte sub- 
tire este recurbatá in formá de supra- 
fatá semicilindricá de razá a si este par- 
cursă de curentul i în direcţia genera- 
toarelor ei. Se cere să se calculeze in- 
iensitatea  cimpului magnetic produs 


intr-un punct situat pe axa de simetrie a cilindrului din care face parte semi- 


cilindrul: 


N 


SN 


SS 


NRY 


N 
NS 


SS 


NS 


NS 


b) 


| 
| 
| | | 
A 
| 
9! 


Fig. 136, b, c. 


a) pentru cilindrul infinit lung; b) pentru cilindrul de lungime l. 

Soluţie : a) Admiţind o distribuţie uniformă a densităţii de curent de-a 
lungul periferiei semicilindrului, o fișie elementară de cilindru, cuprinsă 
între unghiurile la centru « $1 « + da fig. (137-a), este parcursă de curentul 


elementar: 


A i i 
d <a ada. 
Ta T 
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Cimpul elementar dH, dat într-un punct oarecare al axei cilindrului, se 
calculează ca în cazul unui fir rectiliniu infinit din legea circuitului magnetic: 


Integrarea se efect 
siderat şi de rază a, 


sau: 


Proiectind vectoru 
considerat, pe cele d 


on 
F..13. 2a 


Componentele dH, 
deoarece ele se anule 
axa Oy. 


$. Hdr = x0. 


ueazá de-a lungul unui cere cu centrul in elementul con- 
şi se obţine: 


2xa dH = M 
T 


rm xidx 
27a 


l dH, care este normal pe raza vectoare a elementului 
ouă axe de coordonate Ox şi Oy din figură, se obține: 


dH, = dH sin æ: 


dH, = — dH cos «. 


Fig. 137-b 


ale cimpului nu interesează pentru problema tratată, 
ază două cite două, pentru elemente simetrice față de 
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Intensitatea cimpului rezultant se obtine, in valoare absolutá, pe baza 
teoremei superpoziţiei, insumind cimpurile elementare dH,: 


Tr "T b * Lă 
H = | di. = dH sina = ai | sin a dæ = 
0 0 2n?a 0 27a 


a 
0 T? a 
Acest cîmp este orientat după sensul pozitiv al axei Oz şi nu depinde de 
poziţia punctului pe axa cilindrului. 
b) S-a arătat, în problema nr. 62, că la cîmpul produs într-un punct P 
de un curent i, care străbate un conductor rectiliniu, contribuţia unei por- 
tiuni de lungime /, este: 


H = ra E (cos B4 — cos Bs); (1) 


Ta 
unde a este distanţa de la conductor pînă la punctul considerat, iar B, şi Bs 
sînt unghiurile dintre razele vectoare care unesc punctul considerat cu cape- 
tele conductorului şi direcţia acestuia (fig. 137-b). 


Prin analogie, contribuţia la cîmpul produs în axa cilindrului de o figie 
elementară, de lungime 1 a conductorului semicilindrice, parcursă de curentul: 


. i 
di = — das 
T 


va avea expresia: 
dH = — i (cos B, — cos B;) da, (2) 
` Ana 


definesc în același mod ca şi pentru segmentul de dreaptă 


in care f, şi B, se i 
t i (cum şi pentru punctul a al problemei): 


parcurs de un curen 


dH, = X- — (cos B, — cos p) sin « da 
4r? a 
şi, în consecinţă, 


H = (an, — 4. £ (cos B, — cos Ba) N sin « da = — i (cos B, — cos Ba), (3) 
0 a 0 2n* a 


E 
4n? 
gau, notind cu z distanța dintre marginea de jos a conduotorului şi punctul P 
considerat, 

(L— 2) 


x i & S 
i = T mrt eec 


a conductorului tinde spre infinit, unghiurile B, -> O şi 
e expresia cimpului dată la punctul a al problemei. 

Un tub conductor avind raza exterioară Ra si raza 
infinit lung, este străbătut de curentul de conducfie č. 
] magnetic produs in interiorul şi exteriorul tubului 


Dacă lungimea | 
Ba — 7, Şi Se regăseșt 

Problema nr. 138. 
interioară Ri < Ra 
Să se determine cimpu 
(fig. 138-a). 
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Soluţia 1: Datorită simetriei figurii se poate afirma că liniile de cimp ale 
intensității cimpului magnetic în exteriorul tubului sint cercuri cu centrul 
pe axa tubului si cu planul perpendicular pe axă. Fie I”* un asemenea cerc, 
de rază r > R, căruia îi aplicăm legea circuitului magnetic, sensul de par- 
curgere al cercului I'"'' fiind asociat 
sensului curentului după regula bur- 
ghiului drept: 


$ Hr" dr =x] JdA. 
Sr 


Tr 


Prima integrală se calculează ușor: 


H''dr—H'" ds = 2xrH''*, 
I"^" I"^ 
in care | dr| — ds, iar cea de-a doua 
integrală, alegind ca suprafaţă Sr», 
care se sprijină pe conturul I'"'', chiar 
suprafaţa cercului, dă: 


( JdA = | JdA = Ji dA = 
Sp S^" 


sar 


Fig. 138-a = nJ (R — R2) = I, 


in care $''"' este suprafaţa haşurată din figură, care reprezintă partea din 


suprafața Sr, in care J = pr nna = 0, in restul suprafeţei Sr den- 
sitatea de curent fiind nulă. Deci: ` 


H'" us xI 


27r 


Aplicind în mod analog aceeaşi lege cercului I"*, de rază r (Ri<cr< R, 
e cuprins În tubul propriu-zis, se obține pentru cea de-a doua inte- 


|. „da T s T4 c wi o. Rb => miti Bp. n RD — 
LION 
şi deci: ai 
"s xI r — R? 
AOm(RR— R) r 


$'' fiind în mod a 


care J Æ 0 nalog partea din suprafața Sr» limitată de cercul T”, in 
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În interiorul tubului (r < Hy): 
H' = 0, 


deoarece, aplicind legea circuitului magnetic pentru orice curbă închisă din 
ste cula zonă, se obține o circulaţie a intensității cimpului magnetic mereu 
nulă. 

Soluția a 2-a: Problema mai poate fi rezolvată folosind legile cimpului 
magnetic sub formă diferenţială și potenţialul vector a: 


rot H = xJ; 
B = H, 
sau: 
rot H = xJ; 4 
B = uH — rot a; 
div a — 0. 


Introducind expresia intensității cimpului magnetic exprimată în funcţiune 
de potenţialul vector, în legea circuitului magnetic rezultă: 


i n rot rot a — A (grad diva — ^a)— — A Aa. 


rot 
Ho tto Ho 


ud 
Ho 
şi deci: 

Aa = — zu. 


Cum densitatea de curent, dacă alegem sistemul de coordonate cilindrice 
(fig. 138-b) nu are decit componenta J, = J şi potenţialul vector nu are decit 
tot o componentă a, = a, şi deci: 

22a 1 ĉa 1 0?a 2a 
Le dokee dose omm dum memi EE 
er? r or r? 292 + az? Ho 


Dat fiind faptul că tubul este infinit lung și că 
avem de-a face cu un cîmp plan-paralel, rezultă 


că potențialul vector nu este funcțiune de coor- 
donata z şi deci: 


ôz? i Fig. 138-b 


Pe de altă parte, datorită simetriei cilindrice perfecte a problemei, a nu e 
funcţiune nici de unghiul ọ și deci: 
00a 


3g? 


CE Scanned with OKEN Scanner 


229 LEGILE TEORIEI MACROSCOPICE A FENOMENELOR ELECTROMAGNETICE 


În consecinţă 


paes zz — X J. 
dr? r dr r dr dr Ho 


Această ecuație diferențială a potențialului vector se integrează ușor prin 
cvadraturi succesive: 


dia 1 da 1 d | da 
— — ES e € | P! — 


AARET Jrdr; 
dr Ho 
J 
ri Met mM xo 
da = — H rdr + a dr ; 


a = — te pe + Kilnr Ka 


Soluţia aceasta este valabilă pentru oricare dintre cele trei zone: inte- 
riorul tubului, tubul propriu-zis și exteriorul tubului, utilizind — bineinteles—, 
de fiecare dată, alte constante de integrare. Astfel (v. fig. 378), în zona (1), 
cind r< R, şi J = 0, potenţialul vector este: 


a' = Ki lar + K;; 
pentru zona (2), cind Ri <r< R, și JÆ0, 


a" = Kinr + K; — eg; 


? 
iar pentru zona (3), cînd r> R, şi J — 0, 
gn — KE, In r + K”. 


Pentru a determina cele șase constante, se pun o serie de condiții. 


n primul rînd, pentru r = 0, potențialul vector trebuie să fie finit, de 
unde rezultă; 


Ki = 0. 


În al doilea rind, convenim că pentru r = 0, potenţialul vector a să fie 
nul şi deci:, 


K, ps 0, 
de unde rezultă că în interiorul tubului 
a! = 0, 


| B' — rot a' — 0. 
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Pe de altá parte, pentru suprafata interioará a tubului, r — 


r4 i à R,, trebuie 
să fie îndeplinite condiţiile de frontieră: 


(a),- n, = (a")- n; 

(B5), 5, = (Ba)r=a, 
(potenţialul vector nu are decit componenta a, si deci inducția magnetică 
nu are decit componenta B, = rot, a = — = » in plus se consideră că per- 


meabilitatea materialului conductor al tubului și al mediului înconjurător 
este aceeaşi uo). 
Prin urmare, 


0 = K'In R, + Ky — e Ri; 


0 =£ p 


R, 2 1» 
de unde: 
K —-— og 
2 
K” = te RI 3 
2 2 
şi 


ar = tel Rn T — Ii 
2 


" *bol rte Ri 
Bp—— D. 
2:(RE— R) r 


La suprafața exterioară a tubului, r= R, trebuie să fie îndeplinite 
condițiile: 


(a^),-, = (a "za; 


(Ba, = (Boa 


sau: 
M m [in a — [2] +] = Kir în Ba + Ki: 
xuoJ RR— R K” 
va ON de. 
de unde: 


PATE A 
Kj" = Ste (Ri — RB; 


n) oJ 2 Ra 1R t — 2 — R2 
p = T | Bă (in a a ta) RE) In R| 
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Fig. 139 


și LUE hol. a — R) n — + 
R, 


2 
S E 
Ria Bl 
ub R, 2 n3 , 
pri = uo Ri — R3 — XUel 
T 2 r 2nxr 


S-au obtinut aceleasi rezultate ca si prin 
metoda din solutia 1. Prima metodá nu este 
generală, aplicindu-se numai in cazul cînd 
problema prezintă simetria necesară aplicării 
directe a legilor sub forma integrală. Metoda 
a doua este generală, însă presupune posibili- 
tatea integrării ecuațiilor diferenţiale în con- 
diţiile problemei. 

Problema nr. 139. Un cilindru circular drept, 
neferomagnetic, de rază a, foarte lung, are în 
interior o cavitate cilindrică excentrică, de 
rază b < a, distanța dintre axa cilindrului si 
axa cavităţii cilindrice fiind c < (a — b). Par- 
tea masivă a cilindrului este parcursă de 
curentul i, de densitate uniformă. Se cere 
cimpul magnetic din cavitate (fig. 139-a). 

vr pe : Fie e versorul axelor paralele ale 
celor doi cilindri, orientat în sensul curentu- 
lui. Densitatea de curent J are expresia: 


i 
z(a? — b?) 


„Dacă cilindrul ar fi masiv, cimpul H, 
dintr-un punct P (fig. 139-5) din interiorul 
cilindrului ar rezulta imediat din aplicarea 
legii circuitului magnetic unui cerc de rază 
R,, R, fiind raza vectoare a punctului P față 
de axa cilindrului de rază a, într-un plan normal 
pe axa cilindrului (fig. 139-b): 


H, = * (e x Ry). 


Dacă cilindrul de razăb ar fi plin şi par- 
curs de o densitate de curent — J, s-ar pro- 
duce in punctul P un cimp de intensitate: 


H, — - J(e X R»), 


notațiile și deducerea expresiei fiind analoge 
cu cele ce preced. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


LEGILE CIMPULUI MAGNETIC 995 
LE mnl RC II hei titles uti a ii aut a 


Deoarece situatia in care so coro cimpul se poate considera ca rezultind 
din suprapunerea celor două situaţii descrise, acesta se poate calcula, aplicind 
teorema superpozitiei: 


H = H, + H, = $ J [e x (R, — ny), 


sau, cu notația din fig. 139-b, după care: 
R, vt R, = 010, tm R, 


H-—-—JxR. 


Cimpul magnetie din cavitatea cilin- 
dricá este omogen si normal pe planul de- 
terminat de axele celor doi cilindri. 

Problema nr. 140. Sá se studieze va- 
riatia potenţialului magnetic vector într-o 
direcţie perpendiculară pe un conductor 
cilindric circular, de rază ag, infinit lung, 
parcurs de un curent electric de conduc. 
ție i, constant si uniform repartizat in Fig. 140 
sectiune (fig. 140). 

Soluţie : Se stie că, prin aplicarea teoremei lui Stokes, fluxul magnetic 
printr-o suprafață Sr ,Sprijinitá pe un contur I, se poate exprima cu aju- 
torul potenţialului magnetic vector, în felul următor: 


Psp = M BdA — $ a dr. (1) 


Aplieind legea circuitului magnetic, se pot calcula inducţiile magnetice din 
exteriorul şi din interiorul conductorului: 


f; = xuoJaj 1 . 
qu 
B, = Xe R, 


€ 


Fluxul magnetic prin suprafaţa Sr, (in care T, este un dreptunghi cu 


una dintre laturi de lungime 1, confundatá cu axa cilindrului, si cu cealaltă 
latură egală cu R > a) se calculează astfel: 


€ dA --À B.a sem (^ QE 
sr, NI E A : V RU + d «nl 


Li 
Jla 
Pi dial (t nf A 
2 2 (lo 


în care S; şi Se sint suprafețele hasurate din figura 140 (se va avea grijă 
să nu se confunde cu suprafețele Sr, şi Sr). 


15 — Bazele electronicii — c. 3277 
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Fluxul magnetic prin suprafața Sr, este: 


sr, =f B, dA = "a" (" Ran — hell pe, 
Ms. Sr; 2 Jo 4 


In aceste integrale s-a ales un sens pozitiv pentru elementul de arie dA 
in asa fel, încit acesta să fie omoparalel cu inducția magnetică. Sensului 
pozitiv al lui dA ii corespunde, după regula burghiului drept, un sens pozitiv 
pentru dr ca în figură. Convenim să alegem pentru potenţialul magnetic 
vector a, un sens pozitiv omoparalel cu cel al densităţii de curent din con- 
ductor; în caz că rezultatul iese cu semn schimbat, rezultă că potenţialul 
magnetic vector are în realitate o orientare antiparalelă față de cea aleasă. 
Alegem a — O pentru R=0. 


Aplieind cu această convenţie de semne formula (1) avem: 


2 
— al = elia iin FIL 
2 2 do 
UR? 
I m 
Rezultà: 
i 
a, = * (4 1 9.]n ik; 
dr ao 
l pa 
a; = — sl pap, 
ára? 


în care i = zajJ, k fiind versorul direcției pozitive a axei Oz confundată 
cu axa cilindrului. 


Verificarea rezultatelor se face cu formula: 
B = rot a, 


scrisă în coordonate cilindrice. Observind că ag = 0 $1 a, = Q, şi tinind 
seamá de simetria problemei, rezultà: 


1 ĝa ĉa 
B = —|— R—e ]--ze : 
e * ôR ? 


Fácind calculele se obţine: 


Í i xupi e 
B; = Re, și B, = X 99, 
2ra3 ar R 


Problema nr. 141. Sá se studieze variația potenţialului magnetic vector 
într-o direcţie perpendiculară pe o placă conductoare de grosime 5, infinit 
extinsă și parcursă de o densitate de curent constantă şi uniformă, într-o 
direcţie paralelă cu cele două fete ale ei (fig. 141). 
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Soluţie : Aplicind legea circuitului magnetic contururilor T; si T,, de 
lungimi arbitrare LL şi de lățimi æ < TE > zs se obtin inductiile in 
interiorul şi în exteriorul plăcii: 


B; = — xuoJzh, 
Be — = xuoJ bk. 


Pentru determinarea potenţialului mag- 
netic vector alegem contururile T; si 
T, într-un plan perpendicular pe placă 
(fig. 141). 

Fie următoarele convenţii de semne: 

— potențialul vector îl alegem omo- 
paralel cu densitatea de curent și nul 
în ax; 

— sensul pozitiv pe contururile T; si 
Tl, le alegem în așa fel, încit să se aso- 
cieze — după regula burghiului drept — 
cu inducția magnetică. După aceeaşi re- 
gulă rezultă direcţia pozitivă a elemen- 
tului de arie dA, omoparalelă cu induc- 
tia magnetică B. 

Cu această convenţie, aplicind formula: I(T) ' 


$ adr-( B dA. 
r 


Fig. 141 
avem: 
cuni = | B;dA = xus zdr = vu l S, 
Sr; 0 2 
2 
— aJ = B;dA +f B, dA = xus V 2 dz 4 
S; Se 0 
1 Ta d. | b 
tI xu JV. da =- “hole - "i 
2 
Rezultá: 


2 * 
ai = — Ww T j; 


1 db), 
a, = — Jb. [s — ME 
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Verificare: Observind că a,— «a, =0 şi folosind simetria problemei 
rezultă, | 


B = rota = 2 DN 
Ox 

Bi = — hod z k,. 

B. 


Il 


-= = xzuoJbk. 


Problema nr. 142. Să se studieze variația potențialului vector într-o 
direcție radială unui solenoid infinit de lung avind raza ag, un număr de 
spire JV, uniform repartizate pe unitatea de lungime şi străbătute de un 
curent de conducție ¿ constant în timp (fig. 142). 

Soluţie : Presupunem cimpul magnetic în interiorul solenoidului constant, 
iar în exteriorul lui — nul. 

Avem deci următoarele inducţii: 


B; = xu IN ilt; 
B, = 0. 


Alegind pentru potenţialul magnetic vector o orientare omoparalelá cu 
aceea a densităţii de curent $i aplicind formula: 


dr — Ọs,» 
$a T Sp 


avem pentru un contur I circular de rază p; 


Fig. 142 


(np = xu ui. n 
în care 0 < p < a; 

00 Gn = xul «nas, 
„în care p > ao. 
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Avem deci: 
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1 . 1 i 
d, = — XN ia? — e. 
2 e 
Verificare: Pentru interiorul solenoidului, avem: 


1 A 
Gi = — 2 X Uo iy; 


1 " 
a = xuiz; 


ĉa. ĉa. 
— FERT iy [. Pm 1 
B; — nta; =k] Jz -—|- xNou stile. 
Pentru exteriorul solenoidului, avem: 
1 + o y 
lex = — — Xu N alas —— 9 —.: 
- : zuN pia Sra 
1 LJ 
ley = + — zuN giaz . 
ey Eu Hoty otag r 
Rezultă: 
2 E 
B, — rota, — e [pe a) = 0, 
ex 9y 


Problema nr. 143. Într-un plan perpendi- 
cular pe axa unui solenoid uniform infásurat 
și infinit de lung, avind W, spire pe unitatea 
de lungime, parcurse de un curent electric 
de conducţie constant, de intensitate i, se 
consideră un triunghi echilateral de latură b 
și avind centrul de greutate pe axă. La- 
tura triunghiului are o astfel de valoare, 
încit raza cercului circumscris triunghiului 
să fie mai mică decit raza solenoidului. Se 
cere să se calculeze fluxul magnetic prin 
suprafața triunghiului, folosind integrala de Fig. 143 
linie a potenţialului vector (fig. 143). 

Soluție: Inductia magnetică in interiorul solenoidului este: 


B = xuoNoik, 


k fiind versorul direcţiei solenoidului. 
Trebuie să obţinem următorul rezultat: 


* XU, * i s p. 
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Ştiind (v. vroblema 142) că în interiorul solenoidului potenţialul vector 
variază cu distanţa radială p după formula: 


1 , 
Bpm KUN oi pes, 


vom avea: 
b b 
B 3 P b V3 
— ; * s qv = d SES id — _— = 
Psp $ a; dà affad E r cos o | ^ e : 
2 3 
b " 
2 1 b x f b b 3 
sa Ed in dii Els ult. 
al x xuoN lp dr = uoN i 5 + ;] ^ 
E ^ 


Rezultă: 


Os, = La, x. oulV oib. 


Problema nr. 144. Un mic corp, practic punctual, avînd sarcina electrică 
adevărată q, se deplasează în vid cu viteza constantă v, mult mai mică decit 
viteza luminii, în linie dreaptă. Într-un moment dat t, corpul se găseşte in 
punctul M, la distanţa z de originea sistemului de referinţă. Să se deter- 
mine intensitatea cîmpului magnetic pentru momentul f, considerat, într-un 
punct P oarecare, situat la distanţa r de punctul M (fig. 144-a). 

Soluţie : Fie Oz linia dreaptă în lungul căreia se deplasează corpul încărcat. 
Din motive de simetrie, liniile de cîmp ale intensității cimpului magnetic 
în momentul considerat t vor fi cer- 
curi perpendiculare pe dreapta Oz şi cu 
centrul pe această dreaptă. Să conside- 
răm linia de cîmp T, care trece prin 
punctul P, în care voiam să calculăm 
intensitatea cîmpului magnetic. Aplicăm 
legea circuitului magnetic sub formă 
nedezvoltată: 


$n dv — x|, Jaa d Fl DdA (1) 


Sr 


Fig. 144-a 


care, în cazul din enunţ, cind densitatea curentului de conducţie este nulă, 
J = 0, devine: 


$ mdr — D dA. (2) 
D d! JSp 


Ca suprafaţă Sp care se sprijină pe conturul T, alegem o suprafață sferică 
cu centrul în M. 
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Celculám separat cele douá integrale: 
$ Hdr =$ Hds =H ds = 2xrH sin a. (3) 
r r r 


De altă parte, deoarece mișcarea corpului este lentă, inducția electrică 
se poate calcula ca în electrostatică: 


P 
D => r; 4 
rip: (4) 
dA = (27r sin a da) r 
și deci: 
( D dA =ù(” * A (2xrsin z da) rr = 
= (sin ada = ZA (1 — cos ay). (5) ^ 4r 7 
2 Jo 2 Fig. 144-5] 
Prin urmare: 
d xq - dig — xq -. dag dr 
— D dA = ^ sing, — = 7? sin gg Xe "T, (6) 
dt Jsp 2 di 2 dx di 


Cum la timpul / corpul se află in punctul M, iar la timpul £ + At în 
punctul M’, situat la distanţa Az de M, aplicind triunghiului M M'P 
teorema sinusurilor (fig. 144-5), se găseşte 


Ar r 


= —, 7 
sin Ax, — sin (x, -- Ax,) (7) 
Bau 
Ar r 
— —— 3 
d d Axe sin Tg 
e unde: 
dag — sina, 
. dr r (3) 
și deci: 
zi DdA- "ma, (9) 
dl Sp 2 r ” 


În consecinţă, egalind (3) cu (9), rezultă: 
H = + sin ag. 
inr? 


Relaţia se poate transcrie vectorial: 


H-xg$9xv 
47 ră 1 


care aminteşte teorema lui Biot-Savart-Laplace in care s-a substituit i dr’ 
eu qv. S-ar părea deci că această teoremă are sens fizic și pentru un element 
de curent. 
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Din analiza problemei se observă însă că elementul determinant în pro- 
ducerea cimpului magnetic e curentul de deplasare (răspîndit în întregul 
spaţiu) şi nu curentul de convecţie al corpului care se mişcă (sau curentul 
de conducţie echivalent). Prin urmare, simpla coincidenţă a formulelor încă 
nu implică și coincidenfa interpretărilor fizice. | 

Problema ur. 145. Un condensator plan are armá- 
turile în formă de plăci circulare de raze a, plăcile 
fiind despărțite de un dielectric de grosime g şi per- 
mitivitate e. Se aplică o tensiune u = U sin et între 
plăcile condensatorului. Se cere să se calculeze in- 

tensitatea cimpului magnetic într-un punct oarecare P, 
- situat între plăci la distanța r de axa condensatorului 

(fig. 145). ts 

Solupie: Se aplică legea circuitului magnetic sub 
forma: | | 

$ H dr -i u dA, (1) 
r ` Sp dt 


Fig. 145 ţinîndu-se seamă că, din motive de simetrie, liniile 
de cîmp ale intensității cîmpului magnetic sint cer- 
curi cu centrul pe axa condensatorului și cu planul lor perpendicular pe 
aceeași axă. Ti : 
Alegind drept. contur I linia de cimp care trece prin punctul P și 
ca suprafaţă Sr suprafața cercului I, si cunoscind că inducția electrică D 
este uniformă în spaţiul dintre armături şi are valoarea: 


eu eU 


D= — = — sin ol, (2) 
g g 
se găseşte ! 
ori = nme Z, (3) 
ji dt 
sau 
He oa air. (4) 
2 g 


Numeric, dacă U = 1000 V; £ = £o; g= 1 0m; o —3141; r = 10 cm, 
: S. 
folosind sistemul MKSA, rationalizat: 


PUT x 314 x 10 x 107 . iis 
Hánx9x1" — 00 eog344t = 19 oos 314 [Asp [m] 
2 x 107? : 72 
„Problema nr. 146, Se consideră un atom de hidrogen, conform modelului 
din fizica clasică. Să se afle valoarea medie a cimpului magnetic din centrul 
spirei și momentul magnetic coulombian echivalent. Se cunosc: sarcina elec- 
tronului q, — 1,602. 10~19C ; masa de repaos a electronului m, = 9,108. 10-* kg 
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raza primei orbite posibile a electronului (dedusă pe baza postul i lui 
Boli m9-F ma ÎN) esta faeb Q0 dO tins T MS 

Soluţie : Considerind orbita stabilă si valabilă legea lui Coulomb la scară 
atomică (lucru confirmat prin experienţele lui Rutherford privind difuzia 
particulelor alfa) rezultă (fig. 146): 


q ai T Aa, 


E, + Fe = Osau ZE = d Ge ^ M 


dreg 7? l ; 2 
Din această egalitate deducem viteza electronului f "de E un 
æ 1 y 
Vw | pem "Fux | j 


* Me i / 
a 3939—— V / 
5a 1,602. 10-1 y 5,292 - 9,108 - 10-12 bo d 
= 2,19.10% m [s << c, = 300 000 km [s Fig. 146 


La scară macroscopică curentul de convecţie al unor sarcini microscopice 
corespunde unui curent de conductie mediu. 
Deci: | 


unde n = numărul de rotaţie pe secundă a electronului. Prin definiţie, 
momentul magnetic coulombian se obţine multiplicind cu ug momentul 
magnetic amperian: 


Me = oMa = ugiAr = Lor? . = = Wo le’ 


unde p, = m,v. r — kh = momentul cinetic orbital. 
Numeric: 


me = 2m. 10-7 . 2,19. 108 . 1,602-5,292. 10-3 = 1,1653. 10-22 Wb.m 


Această valoare poartă numele de magnetonul lui Bohr. Intensitatea cimpului 
magnetic (mediu) în centrul orbitei: 
Hi xi P 2,19 - 105 - 1,602 - 1071? 


27 ds 7; 1 P A 
Tr 4r + 2,77 * 10 f 


3.7. LEGILE CÎMPULUI MAGNETIC: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 147. Se dă un cablu cilindric coaxial infinit lung, ca în 
fig. 147 parcurs de curentul I presupus, uniform repartizat pe secțiunea 
fiecărei armături. Să se calculeze şi reprezinte grafic variația cu raza a 
cimpului magnetic H. 
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—————— 


H = xi 
2nd? 
H-H 
E 27r 
Hiat pum 
^ zr | c2— b? | 
H=0 


Problema nr. 148. Se dă un circuit magnetic toroidal, cu secţiunea trans- 


versală 5 = 20 cm? si raza medie R 


— 15 em, avind un intrefier 3 — 2 mm 


(vezi fig. 148). Pe porţiunea feromagnetică (avind v, = 1000) este dispusă 


o bobină cu XN = 1000 spire parcursă de 


curentul i = 1,5 A. Neglijind - 


dispersia si considerind cimpul magnetic constant pe secţiunea transversală, 
se cere să se calculeze fluxul magnetic fascicular prin secţiunea torului. 


Indicajie: Se aplică pe conturul punctat legea circuitului magnetic şi 
se adaugă legea fluxului magnetic. Se obţine: 


%, PE *ugS Ni 
2zR—8 


ò + 
Ur 


= 1,28. 10-3 Wb 


Problema nr. 149. Să se studieze variația potențialului magnetic vector 
într-o direcție radială a unui tub conductor de rază interioară r, si 


exterioară r,, infinit lung, parcurs 


, în direcţia 


Fig. 148 


axei sale de simetrie, 


de un curent electric de conduetie de densitate J constantă şi uniformă 


(fig. 149). 
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Indicajie: Din legea circuitului magnetic aplicată succesiv unor contururi 
circulare de raze p, variind între limitele 


O<es<rn (regiunea /); 
r<p<r (regiunea ZZ); 
re [e (regiunea ZII); 


se determină inducţiile magnetice în cele trei regiuni: în interiorul tubului, 
în tub şi în exteriorul tubului (fig. 149). 


Tinind apoi seama că pe. acele contururi avem 


$ a dr = 9s, =f B dA, 
p Sp 


rezultă: 
a = 
uc : = TA (= r? ln F. 
"m = uu» [25 — rin = + (r2— n) In 2| 


Problema nr. 150. Sá se studieze 
variaţia potenţialului magnetic vector 
într-o direcţie perpendiculară pe două 
plăci conductoare paralele, de grosimi b, 
situate la distanţa 2a una de alta 
şi infinit extinse, știind că plăcile sint 
parcurse de cite un curent electric de 
conducţie, de aceeași densitate J pa- 
ralelă cu plăcile, constantă și unifor- 
mă (fig. 150). 

Indicajie: Pentru o singură placă, 
din legea circuitului magnetic aplicată 
unor contururi y; $i y, alese ca în fi- y J í 
gura 150, rezultă inducția în interio- | 
rul și în exteriorul plăcii. Folosind 
aceste rezultate și teorema superpozi- l : 
(iei, avem, cu notatile din figura 150, următoarele inductii rezultante: 


Fig. 149 


B, = 0; 
Bir = — xo J(& —a)h; 
Burr = — xuoJbh. 
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Aplicind formula $ a dr = Ps, contururilor I; si I, alese ca în figura 150, 
E E 
avem 


ilge Pe Ea PAT | est ur 
a, — 0; an = — T (a — a); ay; = — T (Obae — 2ab — b). 


Problema nr. 151. Într-un plan care trece prin axa de simetrie a unui 
conductor cilindric circular, de rază a, infinit de lung, parcurs de un curent 


Fig. 151 


electric de conducţie, de intensitate i, de densitate constantă si uniformă 
J = — se găsește un contur T, de formă dreptunghiulară, avînd înălţimea 
! Ta 


CF = GH = b, lăţimea FH = CG = d si latura CF paralelă cu conductorul 
și situată la distanţa c de axa acestuia. Să se determine fluxul magnetic 
prin suprafaţa Sr, folosind circulaţia potenţialului magnetic vector în lungul 
conturului IT (fig. 151). 


Indicaţie : Se aplică rezultatul de la problema nr. 140 si obtinem: 
Ds = MER p] =) ! 
?r 2n 5n i c | 
Problema nr. 152. O sarcină punctuală g se roteşte în vid cu viteza 
unghiulară « pe o orbită circulară de rază r. Să se calculeze densitatea 


curentului de deplasare în centrul orbitei. 
Răspuns : 
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4.1. BREVIAR DE ELECTR OSTATICĂ 


4.2. CONDENSATOARE SI CAPACITĂȚI: PROBLEME RE- 
ZOLVATE. 


4.3. CONDENSATOARE SI HESS PROBLEME PRO- 
PUSE. 


4.4. METODELE ELECTROSTATICII : PROBLEME REZOL- 
VATE. 


4.5. METODELE ELECTROSTATICII: PROBLEME PROPUSE. 


4.6. ENERGIA ȘI FORȚELE ÎN CÎMPUL ELECTROSTATIC: 
PROBLEME REZOLVATE. 


4.]. ENERGIA ŞI FORȚELE ÎN CÎMPUL ELECTROSTATIC: 
PROBLEME PROPUSE. 
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4.1. BREVIAR DE ELECTROSTATICÁ 


4.1.1 BAZELE ELECTROSTATICII 


. Regimul electrostatic. Se spune că un sistem fizic format din corpuri 
imobile unul faţă de altul şi din cimp electromagnetic se găsește în regim 
electrostatic, dacă toate mărimile lor de stare magnetică sint nule, ca și 
densitatea curentului de conductie din conductoare (J = 0), celelalte mărimi 
de stare electrică ale lor fiind invariabile în timp. Regimul electrostatic 
constituie obiectul de studiu al electrostaticii. Bazele acesteia sint constituite 
de forma particulară la care se reduc legile si lemele fenomenelor electro- 
magnetice, în cazul regimului electrostatic. În continuare se indică, pentru 
fiecare lege sau lemă, forma sub care se foloseşte în electrostatică. 

Acţiunile ponderomotoare. Expresia acţiunilor ponderomotoare se folo- 
sește sub forma ei generală valabilă in cimpul electric: Forța F, pe care 
cimpul electric o exercitá asupra unui mic corp incárcat cu sarcina electricá 
adevărată q și avind momentul electric p, şi situat într-un punct din vid, 
în care cimpul electric are vectorul cimp electric E,, are expresia: 


F = qE, + (p grad) Æ.. (1) 


Momentul static exercitat asupra micului corp și considerat în raport 
cu un punct faţă de care micul corp are raza vectoare R este: 


M — qR x E, + R x (p grad) E, + p x E. (2) 


Legea fluxului electric. Această lege se folosește sub forma pi generală: 
Fluxul V al inducției electrice prin orice suprafaţă închisă care se poate 
trasa în cîmp este egal cu sarcina electrică adevărată din interiorul supra- 
feţei, înmulțită cu coeficientul de rationalizare x: 


Y = xiz, (3) 


unde x = 1 în unități de măsură rationalizate și x = 4r, în unități nera- 
tionalizate. 


| 
d 
up. 
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a) Forma integrală a legii: 


Da = TUTTI IS d 
Vang and SERTE Haf 0 


[o^ v 


b) Forme diferențiale, locale, ale legii: 


div D = xp; div, D = x0,; div, D = x; div, D = zq;. (2b) 


Lema anulării eimpului electric, Prin mijloace adecvate, orice cimp electro- 
Statio poate fi anulat în orice regiune dată din spațiu. 

Legea legăturii dintre inducție, intensitate și polariza(ie în cîmpul electric, 
Această lege se foloseşte sub forma ei generală: Legătura dintre inducția 
electrică D, intensitatea cimpului electric E și polarizatia electrică P este: 


D = &E + xP. (4) 


Legea polarizatiei electrice. Aceastá lege se foloseste sub forma ei gene- 
rali: Polarizaţia electrică P este suma dintre polarizatiile permanentă (P,) 
şi temporară (P,); polarizatia temporară a unui corp izotrop este egală 
cu produsul intensității locale a cimpului electric prin susceptivitatea electrică 
X a materialului şi prin permitivitatea eg a vidului: 

P = E. | (5) 
“Legea se poate combina cu legea D = &E + xP şi se obține pentru 
materialele în care P, — 0: i 
l D = £E, l (5a) 
unde mărimea: . 


E= bo (l FXX) (6) 
se numeşte permitivitatea materialului, iar 


&=1 T XXe (6a) 

se numește permitivitatea relativă a materialului. 
Legea circulaţiei cîmpului electrostatic. Legea inducției electromagnetice 
se folosește sub forma de teoremă a potenţialului electrostatic, în care dege- 
nereazá în regimul electrostatic: Intensitatea E a oricărui cimp electrostatic 


derivă dintr-un potenţial scalar V, care se numeşte potenţial electrostatic, 
adică: 


8r E dr = 0 (7) 
și deci: 
| E — — grad V. (7a) 


Legea de material a cîmpurilor electrice imprimate. Tensiunea electrică 
a cimpurilor electrice imprimate E; este nulă de-a lungul tuturor curbelor 
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închise care trec numai prin conductoare de primul ordin, neaccelerate, la - 
temperaturá uniformá: 


S Ede = 0; (8) 


ea poate diferi de zero numai de-a lungul curbelor care trec cum urmează: 
prin conductoare la temperaturi diferite; prin conductoare neomogene de-al 
doilea ordin ; printr-un conductor de primul ordin omogen şi altul neomogen 
de-al doilea ordin; prin două conductoare de primul ordin omogene şi altul 
neomogen de-al doilea ordin etc. 


4.1.2 TEOREMELE ELECTROSTATICII 


Teorema lui Coulomb pentru vid. Forţele care se exercită între două 
corpuri practic punctuale, situate în vid la distanța Ry unul de altul si 
încărcate cu sarcinile q, și respectiv qa, sint direct proporţionale cu produsul 
sarcinilor și invers proporționale cu pătratul distanței dintre corpuri: 

Fy = — Fy = XI Ry. 9 
12 21 Azet R3, 12 9) 


Pentru vectorul cîmp electric în vid, produs de un corp punctual încărcat 
cu sarcina g, rezultă deci expresia: 


SR. (9 a) 


. Teorema superpozi(iei cîmpurilor coulombiene. Un sistem fizic S, format 
din n sisteme disjuncte S$,, $,,..., S,în stări date, exercită asupra unui 
corp punctual, încărcat cu sarcină electrică adevărată, o forță coulombiană 
F egală cu suma vectorială a forțelor coulombiene Fi, Pa, ..-, Fn pe care 
le-ar exercita fiecare dintre cele n sisteme dacă ar fi singur în prezenţă, 
situat în aceeași poziţie relativă și fiind în aceeași stare: 


F=F, +F, 4...4 F, (10) 


Rezultă că vectorul cîmp electric în vid, produs de un sistem de n corpuri 
punctuale (de sarcini g,) într-un punct dat (de vectori de poziții relative 
R, față de aceste corpuri) este egal cu suma vectorilor cimp electric pe care 
i-ar produce fiecare corp în parte: 


E, = Y Eu == 25 x Li Ry. (11) 


I dreo R} 


16 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Cind există si distribuții continue de sarcini, expresia cimpului electric 
devine: 


Ene Lm £s(r")dv' pe(7")da' P(r")dl d 
"m (0456 $, m uu Jj m Sm Y m e 
n ak 
ds 2 | 12 
ni | nS 
Teorema fluxului electrostatic în vid. Fluxul vectorului cimp electric in 


vid, printr-o suprafaţă închisă X, este proporțional cu sarcina electrică 
adevărată din interiorul suprafeţei: 


| E,dA — * gs. (13) 
Z Eo 


În medii nepolarizabile şi încărcate cu densitate de volum a sarcinii ade- 
vărate p,, rezultă: 


div E, = — p,. (44) 
£g 


Teorema potenţialului electrostatice în vid. În regim electrostatic, circu- 


latia vectorului cimp electric in vid este nulă pentru orice curbă inchisă; 
sub formă integrală: 


$ E.dr —0 (15) 
sau, introducind potentialul: 
Vr) = Vlr) — È" Edr, (16) 
"To 


independent de curba de integrare între P, şi P. 
Din cele de mai sus se obţin formulări locale ale teoremei: 
rot E, = 0 (17) 
şi 
E, = — grad V. (18) 


Tinind seamá de teorema fluxului electric, rezultă că potenţialul electro- 
Static satisface în vid ecuaţia lui Poisson: 


AV = — = Pu. (19) 


Alegind ca potențial de referință (nul) potențialul punctelor de la infinit, 
rezultă următoarea expresie a potențialului produs intr-un punct, de un 


sistem de corpuri extins intr-un domeniu mărginit şi avind sarcini electrice 
cu distribuții continue şi discrete: 


ro = h SOME uU aime (EO Sa] 09 
Arso |]; R |: R TE R FA) Ra 
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Teorema regimului electrostatic. Din legea curentului de conduetie, in 
cazul particular al regimului electrostatic (J = 0) rezultă teorema: Suma 
dintre intensitatea cimpului electric si intensitatea cimpulu :electric imprimat, 
(intensitatea cimpului electric în sens larg) este nulă în orice punct din 
interiorul unui conductor in regim electrostatic: 


E-+E;=0. (21) 
Pentru conductoarele omogene si neaccelerate (E; = 0) urmează: 
E =0; V — const., (22) 
și deci 
e» = 0. 


La suprafaţa unui conductor omogen si neaccelerat, intensitatea cimpului 
electric are, în regim electrostatic, expresia: 


E, =*, | (93) 
Eo 


unde p, este densitatea superficială a sarcinii adevărate. 
Teorema potențialului electrostatic. Circulaţia intensității cimpului electric 
este nulă de-a lungul oricărei linii inchise: 


$ E dr— 0, (24) 


de unde rezultá cá in regim electrostatic intensitatea cimpului electric derivá 
din potentialul scalar electrostatic: 


V(r) = V(rj) — U E dr, (25) 
To 
tensiunea electrică dintre două puncte, în regim electrostatic, rezultind egală 
cu diferența dintre potentialele electrostatice in cele două puncte: 
” Edr = V(r,) — V(r). (26) 
To 
Sub formă locala sint satisfăcute, deci, relaţiile: 
E = — grad V; rot E — 0, (27) 
iar pe suprafeţele de discontinuitate, relaţiile: 
rot, E = 0; Eu = Eug: (28) 


Teorema unieitátii în cîmpul electrostatic. Cimpul electrostatic dintr-un 
domeniu al spaţiului ocupat de un mediu izolant, cu permitivitatea e(r) 
dată şi independentă de cimp, este univoc determinat de repartiţia în spaţiu 
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a sarcinilor eloctrice adevărate din domeniul respectiv şi de componenta 
normală a intensității oimpului electric pe suprafeţele-frontieră ale domeniului 
(teorema lui Neumann), sau de repartiţia în spațiu a sarcinilor electrice. 
adevărate şi de repartiţia potenţialului electrostatic pe suprafetele-frontierá 
ale domeniului (teorema Dirichlet). Dacă suprafetele-frontierá se depărtează 
la infinit, ser pi în spaţiu a sarcinii găsindu-se numai într-un domeniu 


mărginit, condiţiile la limită sînt E.r? = const. sau V.r = const. 
Le d--] p=—0o 


Teorema refracției liniilor de cîmp electric. Pe suprafețele de disconti- 
nuitate din cîmpul electrostatic, neincáreate cu densitate superficială de 
sarcină electrică adevărată, este valabilă relaţia: 


a EM, (29) 
E& tga 


în care œ; $i «4 sint unghiurile dintre vectorul intensității cimpului electric 
(sau al inducției electrice) şi normala la suprafață în mediul Z şi respectiv 
în mediul 2, iar e, şi e sint permitivitátile celor două medii. 

Teorema ariilor corespondente. Sarcinile electrice adevărate ale portiu- 
nilor din suprafețele interceptate de un tub de linii de cimp electric pe două 
conductoare sint egale și de nume contrare. 

Teorema superpozitiei eimpurilor electrostatice. Intensitatea  cimpului 
electric rezultant, produs de corpuri cu n distributii de sarcini electrice ade- 
vărate p,(r); (k — 1, 2, ..., n) situate într-un mediu linear, într-o regiune 
mărginită a spaţiului, este egală cu suma intensităţilor cimpurilor electrice 
care s-ar produce dacă ar exista fiecare distribuţie în parte, în lipsa celor- 
lalte. Teorema este valabilă pentru medii lineare si pentru întregul domeniu 
în care există cimp electric produs de aceste sarcini. 

În cazul particular a n conductoare în regim electrostatic $i avînd poten- 
țialele Vi, V,.., Vp (cu Va = 0), potenţialul rezultant V într-un punet 
de vector de poziţie r are expresia: 


Pr) = Ys vilr) V, (30) 


k=l 


unde v,(r) este potențialul în punctul considerat, în ipoteza că potențialul 

conductorului k ar fi egal cu unitatea, potentialele tuturor celorlalte conduc- 

toare fiind nule. | 

Teorema capacităţii electrostatice. Capacitatea unui condensator electric 
cu dielectric linear, adică raportul dintre sarcina adevărată care încarcă 
„una dintre armăturile lui şi diferenţa de potenţial electrostatic dintre ea 
ȘI cealaltă armătură, nu depinde decit de repartiţia permitivitátii mediului, 
de așezarea relativă, de forma și mărimea armăturilor (conductoarelor), 
dacă acestea sint încărcate cu sarcini adevărate epale şi de nume contrare. 


| 
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—4q, egale $i de nume contrare, poate fi înlocuit cu un singur condensator 
care, sub aceeași diferență de potenţial, se încarcă cu aceleași sarcini ade- 
vărate, egale și de nume contrare, numit condensator echivalent, si avînd 
o capacitate adecvată, numită capacitate echivalentă și depinzind de capa- 
citátile condensatoarelor sistemului. 

Teoremele de capacitate ale lui Maxwell. Într-un cimp electrostatic complet 
în dielectrici lineari neincárcati cu sarcină adevărată, produs de un sistem 
de n conductoare cu sarcinile q,(] = 1, ..., n) şi potentialele V,(k = 1, ..., n), 
există relaţiile: 


q = Y^ Ya. (L— 4, 2, ..., n) (31) 
sau dia 
y, =X Pot (Y eru (32) 
sau 
" =D Ca, —Vh  -21,2,.., n) (33) 
isl 


in care Yp sint coeficienţii de influenţă electrostatică, Cı sint capacităţile 
electrostatice parţiale, iar pu sint coeficienţii de potential electrostatic. 

Teorema lui Earnshaw. Un sistem de corpuri punctuale încărcate cu sarcină 
adevărată şi situate in vid, fără legături mecanice, nu se poate găsi in 
echilibru stabil. 

Teorema energiei electrostatice. Energia electrică liberă a cimpului elec- 
trostatic corespunzător unui sistem de corpuri încărcate cu sarcină clectricá 
adevărată, distribuit într-un domeniu de dimensiuni finite $i avînd permi- 
tivitatea independentă de intensitatea cimpului (medii lineare), este dată 
de oricare dintre următoarele integrale, extinse la întregul spaţiu: 


zeVb= i (34) 


Vo 2x 


W = | 

e 

Densitatea de volum a energiei libere a cimpului electric, in medii di- 
electrice lineare, este: 


| TEL (34 a) 
2x 


Energia electricá liberá a cîmpului electrostatic al unui sistem de n con- 
ductoare omogene (cu gr, Vj), cufundate într-un mediu dielectric linear, 


are expresia : 


Y NM 35 
W ; 250^. ( ) 
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În cazul a două conductoare încărcate cu sarcini egale si de nume con. 


trare g $i —g, formind un condensator de capacitate C, sub tensiun 
se obţine din (35): Căci 


y zs Lopi-is, 
W ToN 2€ (35 a) 


Variatia energiei libere la variaţia sarcinilor g, cu 8g, și a coordonatelor 
generale x, cu òr, este 


n I 
dW = HE V,8g, — 2. ALI, (36) 
k=l k-1 


unde X, sint fortele generale. 

Teorema forțelor generale în eimpul electrostatic. Forţa generală X,, 
ce se exercită în cimpul electrostatic produs de un sistem de n conduc- 
toare, încărcate cu sarcini adevürate și situate într-un mediu dielectric 
inear, asupra unuia dintre aceste conductoare şi care acţionează în sensul 
creşterii uneia dintre coordonatele sale generale z este 


oW 
X DUE EAM (37) 
sau 
ew 
us m T aura i (33) 


unde energia electrică a sistemului este exprimată, în primul caz, în funcție 
de coordonatele generale z, si de sarcinile qr, iar in cel de-al doilea caz 
în funcţie de coordonatele generale z, si de potentialele V,. 

Teorema densităţii de volum a forței |în cîmpul electrostatic. Densitatea 
de volum a fortei in eimpul electrostatic din dielectrici lineari $i izotropi 
are expresia: 


f= pE — Ž grad e f, (39) 
x 


unde f, este un termen în funcție de dependența permitivitátii de starea 
de deformatie a corpului (electrostrictiune). 
În cazul fluidelor, expresia acestui termen este: 


72 
f; = grad (3 zs e (39 a) 

2x d7 
unde + este densitatea de masă. 

Teorema lui Coulomb în medii lineare, omogene şi izotrope. Forţele egale 
și de sensuri contrare care se exercită între două corpuri punctuale na 
intr-un dielectric linear, omogen și izotrop, la distanţa Ru, unul de ws 
şi încărcate cu sarcinile qı, respectiv ga, sint direct proportionale cu produsu 
sarcinilor, și invers proporţionale cu pătratul distanţei dintre ele și cu E 
mitivitatea mediului; forțele sint de repulsie în cazul sarcinilor de același 
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nume și de atracţie în cazul sarcinilor de nume contrare; ele au ca linie 
comună de acţiune dreapta care unește cele două corpuri, expresia forței 
F,, exercitate de corpul 7 asupra corpului 2, fiind: 


+ * í 
Fa = — Fu = r me Rae (40) 

Teorema echivalenfei dintre un dipol electrie si un mie eorp polarizat. 
Între un mie corp polarizat, de moment electric p, situat in vid, si un 
dipol electric de moment p, = lim gl = p există echivalentá atit din punctul 
de vedere al acţiunilor ponderomotoare (forța rezultantă F si momentul 
rezultant M faţă de origine), exercitate in vid asupra acestor corpuri într-un 
același cimp exterior E,.,(r), cit si din punctul de vedere al cimpului elec- 
trostatic E, produs in vid de aceste corpuri: 


pP = Pa; 


4 
F = grad (p£,..); 
M=rxF-+p XxX Ex; 


x ; 3 
n= a | CA (41) 
47£g RS nm b Ue 


4.1.3 FORMULE DE ELECTROSTATICĂ 


Intensitatea cîmpului eleetrie produs in vid de corpuri care au polari- 
za(ia electrică P, puterea foitei electrice P, și momentele electrice p;: 


E, = i P grad! = dv' + |P, grad’ = dA' + Sp grad’ A (42) 


4x6 


Intensitatea cîmpului eleetrie coulombian produs în vid de corpuri încărcate 
eu sarcină electrică adovărată repartizată cu densitatea de suprafață o, 
(a doua formă de exprimare): 

Ma | 


Azxtg 


pdQ’ 


cos z' 


e, (43) 


unde dQ’ este unghiul solid elementar sub care se vede elementul de arie 
dA” încărcat cu densitatea de suprafaţă p, din punctul in care se calculează 
E, iar «' este unghiul dintre normala pe dA” şi raza vectoare dintre dA” 
i punctul în care se calculează E,. 

Potenţialul electrostatic al cîmpului produs de corpuri cu sarcini electrice 
libere repartizate cu densitate de volum, de suprafaţă, de linie și punctual: 


à dv Ps dA e, dl ^ di 
V = [| ee py eet | Sta en. 44 
Ane LJv R Js R c R uS 
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Potenţialul si cîmpul electrostatic in axa de simetrie a- unui dise dmi 
“încărcat uniform cu sarcină adevărată de densitate p,: 


V "y "Pu < e[/àà a di æ? — x], (45) 


PON 
intensitatea corespunzătoare a oimpului electric fiind: 


(45 a) 


E, = mr 
[mn Pe | | a? -+ z? 
in punctul situat la distanța z de discul a cărui rază este a. 


Potenţialul şi cîmpul electrostatic ale unei sfere de rază a, încărcată cu 
sarcina adevărată g, de densitate superlicială constantă: 


V, = —E..2 pentru R > a (46) 


ATEgEr 


şi intensitatea săi italic il a a cimpului electric: 


E, = Low GR R pentru A a. (46 a) 
`  4pege; R m 


Pentru R < a, formulele corespunzătoare sint: 


V= zi $e) ! (46 b) 
„ȘI = : 
E-—0. (Rc-a) (46 c) 


Potenfialul electrostatie si intensitatea eimpului electrostatic ale unei sfere 
de rază a, uniform încărcată cu sarcină adevărată sua densitatea de 


volum p,: 


' Ama 1 
y,-oE 1 x Lg. (47) 

ATeger 3 .R 4reger R 

E, = — ina Re aka A entru R>a 47a 
Amet; 3 dé R? ^ Ame; R? P 
şi în interior | 
2 Í l 
"Tu" (o0 : PE à 
: E= .— pentru R < a. (488) 
ATegeși z E ! 
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Potenţialul electrostatic și intensitatea cîmpului electrie în vid ale unui 
corp, cu momentul electric p 


1 ait dic x PR). 
DIA p gra R Aray R’ (49) 
E, = — = Pu, 3pR)R — P P 
grad V x | E ia (49 a) 


Energia electrică a dipolului de moment p, situat in cimpul electric E: 
W, = — pE. (50) 
Intensitatea câmpului electrostatice în imediata apropiere de un conductor 
încărcat cu densitatea superficială p, a sarcinii adevărate: 
Ea, | m (51) 
£g * Er 


Capacitatea echivalentă C, a n condensatoare interconectate: a) Conden- 
satoare de capacităţi Ci, Ca, ..., C, conectate in serie: 


C, = - (52) 
DP 

Pentru C, = C, =... = C’ rezultă 

C, = "E (52 a) 
b) Condensatoare conectate in paralel: 

C, = Ci + Cs H o + C, (53) 

Pentru €, = C, = ... = C' rezultă 
(a (53 a) 


c) Condensatoare de capacități egale C’, legate cite n in serie şi avind 
cite m lanțuri de acest fel în paralel: 


C, => C. (54) 
n 
Capacitățile cîtorva condensatoare tipice: a) Capacitatea condensatorului 
plan cu n straturi de dielectrici de permitivități e, şi grosimi g}: - 


=% = (55) 
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b) Capacitatea condensatorului sferie cu două armături si n straturi de 
dielectrici in formă de coji sferice concentrice, de permitivitáti relative e, 
şi raze R}: 


1 1 1 t 


: € * 
^o* 1]1 1| YE e Pw 
x ! 
Aid (Air Aba 
en li; Ri En (Ri fe Ern \ Rani Re 
c) Capacitatea condensatorului cilindric cu n straturi de dielectrici, de 
permitivități z,, $1 raze Ru: 


I ——— (57) 


m TE Zr 
"s £y] ES, r2 dw [=] " 
Ri R, Rn 
Capacitățile în serviciu ale liniilor electrice aeriene depărtate de pămînt, 
în regim simetric. 
a) Capacitatea unei linii formate de două fire paralele, raportată la ten- 
siunea dintre ele (fig. 4.1-1): 


xb MEE, (37 a) 
b) Capacitatea in serviciu a fiecărui fir al unei linii electrice aeriene 


raportată la jumătate din tensiunea dintre ele (tensiunea dintre fir si 
pămint): 


? 


2t ze, - 
Cs, (57 b) 
x d 
In — 
T 
Zr | 
^ 
Fig 4.1-1 | Fig. 4.1-2 


(fig. L1) HA în serviciu a fiecărui fir al unei linii electrice trifazate 


C. zm fd | (57 e) 
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Capacitatea liniilor electrice apropiate de pămînt 
în regim simetric. a) Capacitatea în serviciu a unei 
linii formate din două fire (fig. 4.1-3): 


da 2rEger l : * 
C Er dm EC atata | [E TS (58a) «œ 
r? (d? + AT 


b) Capacitatea în serviciu (pentru A, = hə): 


FEL ARE» ER 
x d? 4h? 
In |— . 
r? d? 4e 
c) Capacitatea in serviciu a unui fir al unei linii trifazate: 
27 c 
C, == > ii ae PRA (58 c) 
X as [/ 2ha : 2ho  2he - dabdbedea 
da y'dpcHdea* í r 


in care Rh sint înălțimile deasupra pámintului; d sint distanţele între con- 
ductoare si a”, b', c' sint conductoarele-imagine. TN 

Capaeitá(ile cîtorva cabluri. a) Capacitatea între linii a cablului bifilar 
(fig. 4.1-4): 


(59 a) 


(39 b) 


Fig. 4.1-4 Fig. 4.1-5 
c) Capacitatea în serviciu simetric a firelor cablului trifilar (fig. 4.1-5): 


Died nen oc, (59 c) 
x 3a? (R* — aè} 
In | — —— —— — 
E TES! 
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Expresia densităţii forţei superficiale Ti la suprafaţa de separație a doi 
dielectriei de permitivităţi e, si e,, in cimpul electrostatic: 


: n; | : (60) 


E1 — E 2 
Tiz = Ca [2 EE 
2 £1€5 
Expresia presiunii electrostatice la suprafaţa conductoarelor încărcate 
cu densitate superficială de sarcină adevărată: 


p—lpgeE--L. (61) 


4.1.4 METODELE ELECTROSTATICII 


Metodele folosite curent in rezolvarea problemelor de calcul al cimpurilor 
electrostatice sint: metoda elementará, metoda imaginilor electrice, metoda 
inversiunii, metoda funcţiunilor analitice, metoda reprezentării conforme, 
metodele de aproximare a formei liniilor de cimp și metoda separării va- 
riabilelor. 

Metoda elementară. Metoda elementară foloseşte calcule de algebră si 
analiză a scalarilor și vectorilor pentru rezolvarea problemelor de electro- 
statică, apelind Ja expresiile forţelor coulombiene, a potenţialului electrostatic 
și intensității cimpurilor coulombiene si dielectricilor polarizaţi, teorema 
superpoziţiei etc., cum $i consideraţii de simetrie. 

Metoda imaginilor electrice se bazează pe proprietatea de a se putea 
metaliza orice suprafaţă echipotentialá în cimpul electrostatic al unor corpuri 


a) b) 


cu sarcinile g, (fig. 4.1-6 a), fără ca să fie schimbate mărimile de stare elec- 
trică în domeniul exterior suprafetei metalizate (cimpul, potenţialul și sar- 
cinile în exterior). 
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După forma particulară pe care o are suprafața echipotenţială, metoda 
imaginilor se aplică cu ușurință, îndeosebi în următoarele trei cazuri: 
a) Imaginile electrice în raport cu un plan conductor infinit: Planul infinit 


poate fi suprimat și înlocuit cu un sistem de corpuri cu sarcini de valori - 


egale si de nume contrare, situate în poziţii simetrice faţă de planul con- 
ductor (imaginile optice ale conductoarelor de deasupra planului, în raport 
cu planul ca oglindă) (fig. 4.1-6, b). | 

b) Imaginile electrice în raport cu suprafața unui cilindru circular con- 
ductor şi infinit lung: În acest caz, suprafaţa cilindrică poate fi înlocuită 
cu fire axiale care au un sistem de sarcini egale si de nume contrare celor 
reale situate la distanţele: 


d; = — (62) 


de axa cilindrului (fig. 4.1-6, c). T D rel. 

c) Imaginile electrice în raport cu sfera se calculează in mod analog. Prezenta 
sferei conductoare lingă sarcina q poate fi înlocuită cu o sarcină q' situată 
în punctul invers al poziţiei sarcinii g în raport cu sfera ete. 

Metoda inversiunii folosește principiul inversiunii geometrice pentru rezol- 
varea problemelor de calcul al cîmpurilor electrostatice. 

Metoda funcţiilor analitice folosește funcțiunile analitice de variabilă 
complexă pentru calculul de cimpuri electrostatice .plan-paralele in dielectrici 
omogeni. Această metodă se bazează pe proprietatea părţilor reală si ima- 
ginară ale functiunilor analitice de variabilă complexă de a satisface ecuaţia 
lui Laplace. | dn | 

Metoda reprezentárii eonforme permite reprezentarea conformá a figu- 
rilor din planul complex z = z + jy cu ajutorul unei functiuni analitice, 
în planul W — U --jV. În acest fel se reprezintă conform și spectrele 
electrostatice (cunoscute) din planul W pe spectre electrostatice (de calculat) 
din planul z. | 

Numeroase. aplicaţii ale metodei se pot rezolva cu ajutorul teoremei lui 


Christoifel-Schwarz. Teorema se aplică simplu, în special în următoarele 
SS | | | ! | ! 
2 l | ? t 


7.: ' V= LA ` 
N i R RAT 
NN e ] ! 1 | 
(s i | 
4) 4) . Vs 0 


I 
I 1 ! l 
Fig. 4.1-7 | | | Fig. 4.1-8 


două cazuri: sistemul are o singură armătură (echipotenţială) din linii frinte 
la distanţă finită (fig. 4.1-7, a); sistemul are două armături (echipotentiale) 
din linii frinte, între care se găsește cimpul electrostatic (fig. 4.1-7 b). 


Um. 0 7A 
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Teorema lui Schwarz se poate aplica sub două forme: una directă (pentru 
aplicaţii) şi una indirectă. 

Forma directă permite transformarea directă a domeniului de studiat, 
din planul z, în domeniul unui condensator plan în planul W, adică in 
domeniul cîmpului uniform situat între două plane paralele infinite (fig. 4.1-8). 

Funcțiunea z, care realizează transformarea, are următoarea derivată în 
raport cu variabila W = U + jV, unde V este potenţialul electric: 


no TW 
dz Ac ee 
xx mT [4 T « i (63) 
aW LI af zy : (Zw n 
e V» — a eV» —03] ... eV* — ün 


în care n indică numărul de virfuri în planul cimpului; n + 1 reprezintă 
numărul laturilor (un virf la infinit); laturile Z,..., m constituie prima armă- 
tură, cu potenţialul V,; laturile de la m pînă la m + 1 reprezintă a doua 
armătură, de potential nul; coeficienţii a, Œo, ..., «, sint rapoartele 


Xp = Pe (63 a) 


T 


unde ßB, sint unghiurile exterioare la viriurile k; a,, a5, ..., a, sint valorile 
lui W corespunzătoare virfurilor 7, 2,..., n. 
În forma indirectă a teoremei se utilizează următoarea derivată a mări- 
mii z, în raport cu variabila w, 
dz A ej 
= — 1 (63 b) 


dw — (w — a)" (w — aj**... (w — ay)*n 


care transformá domeniul cimpului 
in semiplanul superior al planului 
intermediar w (v. fig. 4.1-9): 


w =u + jv. 


Acest plan se reprezintă apoi pe 
cîmpul uniform al condensatorului 
plan din planul W, prin transfor- 
marea: 


IO. 
Fig 4.1-9 . (Q-—e" 


După ce s-a determinat funcțiunea de transformare, se calculează inten- 
sitatea cimpului electric sub formă complexă, dată de: 


E = PE (64) 
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unde asteriscul indică conjugatele complexe; densitatea de suprafaţă a sar- 
cinii electrice pe electrozi este: 


pe = T| E, eo; (64 a) 


capacitatea sistemului de electrozi, între liniile de cimp U, şi U, e dată de 
expresia: 


Que IH aq. (65) 


x Yo 


şi forța generală X;, corespunzătoare coordonatei generale z;: 


m Eger Vo Pa — P A (66) 


x xi Oxj 


Metodele de aproximare a formei liniilor de cîmp in dielectricii omogeni 
se împart în metode analitice si metode grafice. 

a) Metodele analitice se bazează pe aproximarea forme : iiniilor de cimp 
prin combinaţii de arce de cerc şi segmente de dreaptă, racordate între ele. 

Soluţia are o precizie care crește pe măsură ce forma aproximată a liniilor 
se apropie mai mult de forma lor reală. În această metodă, capacitatea se 
calculează cu formula: 


pix ume, (67) 


x Ix 


b) Metodele grafice se aplică, de obicei, pentru cimpurile plane, iar în spaţiu, 
cînd armáturile au suprafeţe de rotaţie şi sint coaxiale. Metoda se bazează 
în principal pe ortogonalitatea dintre liniile echipotentiale și de cimp. Pro- 
blemele se rezolvă trasind grafic linii echipotentiale între armături, respectiv 
linii de cîmp. 

Metoda separării variabilelor. Fie o regiune din spaţiu în care cîmpul elec- 
trostatic este laplacian (div E = 0); în coordonate curbilinii ortogonale, 
ecuaţia lui Laplace pentru potenţialul electrostatic V, este: 


ay = raze a (hs 2n). (Ner) des) 


— hhh ôx, | h ôr) © Ox, | ha ôr dz V hy 0m, 
cáutám o solutie sub forma: 
V = V (a) VO (za) VO) * (89) 


Introducind (69) in (68) se obtine: 


1 0 (hh, AV) 1 2 jhh a) 1 ô (A av”) —0 (68-) 
yd) 2 h r) y Ox | ha dăa | 


y» Ox, | hj dx, 


Dacă sistemul de coordonate ales permite separarea variabilelor (adică, dasă 
parametrii lui Lamé A, ha, ha au expresii adecvate în funcţie de z,, £a, zi, 
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fiecare din termenii din relaţia (68') este funcţiune doar de z,, de zz, respec- 
tiv z, În aceste condiții, egalitatea (68') e posibilă dacă: 


d (4^ aye -) — k2. pu) 


dz; | A de 

haha ay? = (2) 
dag [em la drg y (70) 
3 - [x a) = — — (k + gn. V2 


S-au obţinut 3 ecuaţii teii care admit ca soluţii: 
VP = PO a); VP) —fP(n, za); Vis = fP, n, z) (T) 


Pentru k şi n se adoptă acele valori — numite valori proprii — care satisfac 
o parte din condiţiile pe frontieră. În acest caz, [e f, T se numesc functii 
proprii. Soluţia generală ya avea forma: 


Vl za a) = 2222 fe? f pe : (72) 


în care apar și constantele de integrare. 

Observaţii: Ultimele 3 metode nu sint specifice electrostaticii ; ele se aplică 
„oricărui cîmp laplacian şi de aceea pot fi utilizate şi in electrocineticá, in 
magnetostatică şi electrodinamică. l 


4.2, CONDENSATOARE SI CAPACITĂȚI: PROBLEME 
REZOLVATE 


Problema nr. 153. Să se determine capacitatea unui „cordensator plan, 
constituit din n straturi de dielectric de grosimi g4, Boo «cc Za Şi per- 
mitivitáfi e,, £5, ..., En, dispuse paralel cu armăturile de arie A (fig. 153). 
| Exemplu numeric: g,— 2 mm; g, = 3 mm; 
77 T Y Bj 2 mm;.e,-2. £4) £45 A ei ta = Ste: 
/ A = 100 em, | 

Soluție : Cimpul electric in fiecare strat este 
uniform. Induetia cimpului electric nu va suferi 
nici o schimbare la trecerea dintr-un strat in altul: 


D, = a=. = D, xp = x e 


sau 


Fig. 153 t 
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L2 
or 
Ml 


iar diferenţa de potential între armături va fi: 
n 
, LU j 
Pa bf Edi = y^ Eg; = y^ 8, 
0 i=l 2 


Capacitatea rezultă: 


iwi £i 


În cazul numeric (sistemul MKSC nerationalizat): 


mm p ALT — 36,5 pF. 
An E d Jow «9 -10° 


Problema nr. 154. Spațiul ditio goile unui —— plan, a cáror 
arie este a = 100 cm?, este umplut cu dielectric, a cărui permitivitate relativá 
variază linear de la e, = 4 lingă una dintre pláci, piná la valoarea e; —5 
lingă cealaltă. Distanţa dintre plăci este g — 2 mm. Sá se afle capacitatea 


acestui condensator. 
Solutie : Permitivitatea relativă a dielectricului variază liniar cu z: 


z, = e + ———— er — er Va. 
iar potenţialul V este funcţiune numai de x: V = V (x) (fig. 154). Legea 
fluxului electric, tinind seamă cá p, = 0, E | 
div D —0 p | 


s PRS A Z NA . 

poate fi scrisă succesiv: Z V 
. VA Z 
div (eE) = 0 Z A 
: Z 2 
fI $ 7 A 
; dV 1 A 
dx ; A A 
5 " ZI Z 
sau A A 
d dV A j 
—[e—]=0, A A 
dx dx ANN Z 
de unde: | NS 7 
dV RK K Z NA 

pw til RR aa pm! ANSA 

LI Er — 
Eo | e, + — : - J Fig. 154 


K fiind o constantá de integrare, care se determiná din conditia ca E, la supra- 
fata armáturii, sá fie egal cu: 
dV K EN x q 

l =0 


(E)z=0 = — (z 


17 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 


CE Scanned with OKEN Scanner 


258 ELECTROSTATICA 
a ANII ONE RAP Ilie lat NR RE PE EE M NE 
şi deci: 
Ă = — x+ 
Mai departe: 
dV _ xq 1 
cic RR , 
g 
de unde: 
X "d =ë 7 
v=- 2 ; afe; + ; fa) + Vo 
EA Er — €; 


Potenţialul armăturii din stînga (pentru care z = 0) are valoarea: 


-xq g 
Vi gem W ; In e, + Vo 
Ep Er — Er 


iar potenţialul armăturii din dreapta (pentru care z = 2) va fi: 


y,-—-. 7 ;lne T Ve 


£9À Er — €, 
Capacitatea condensatorului va fi: 


q £gA(&& — €r) 
C= ep, 
y, — L^ 


Dacă e” = e! = e, atunci se obține (eliminind nedeterminarea) formula 


4 
condensatorului plan C' =£ 
e 


Numeric (MKSA rafionalizat): 


E, 


— g 100 * 10745 — 4) 
A ss eee atei im 1.07 DE, 


2:107? n S 
4 


Problema nr. 155. Se consideră condensatorul plan din problema nr. 154 
in care permitivitatea relativá variazá linear de la valoarea e/ la una dintre 
plăci, pină la valoarea s, la cealaltă placă. Să se determine densitátile de 
volum si de suprafaţă ale sarcinilor electrice de polarizatie la aplicarea ten- 


siunii U între armături, cum si sarcinile totale de polarizaţie. 
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n cilii CQ. 6; 
Solujie: La problema nr. 154 s-au obţinut următoarele rezultate: 


" . Aege? — e 
Capacitatea condensatorului: C = ———- pi si 


Ep wg g 
—— a + «Ju —- 
g € 
care se deduce ușor din expresia obținută pentru potențial. 
Densitatea de volum pp, a sarcinii de polarizatie din interiorul dielectricului 


este: l 


cimpul electric: E == (Eai .— j) 


Ld 


: . " -— e—a) U 
x c£" g 
£g; In —- 
E; 
dar: 
div [= 2 = 2 eiye d t6 
= IE ———— — — - — 3 
Er ox E; 0e, Er dx e? g 
deci: 2078 
fi sarea EU al (=) d 
UD ei as 77 2" 
x g? In t 
g’ 


r H 
Se vede cá pentru sz; = z;, densitatea de volum a sarcinilor de polari- 
zatüie este nulă. 
Fie X, suprafaţa închisă care mărginește volumul ocupat de dielectric. 
Sarcina totală de polarizaţie din interiorul volumului se calculează în felul 
următor: 


în care s-a notat: 


p — m n" g e" , 
In —— 
e, 
t; Ag de 
P r 
pz = c " T T3 
i € "=> - £y 
deoarece: 
c” — ? g 
mm... , ^ gu M" i 
E, = : y+ e! şi dr = s jn de, 
b y, f 
"o£. 
(oii em — AR 1 t, CGiAg [= Lj- ta = ta e) e Ad. 
ui id EmP re T iso -— T n £ € 
Gelede quu If gL NN "mM t7 
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Acest calcul se mai face în felul următor: 


£9 Er —1 U(e; — &;) f 


Heg |. PdA, în care, P = sg E 5r a În 
— i d gin-7 
Ld 
deci, 
1). 1 1 m e, — 8; 
ae fijan e[-( 7 + [i a] ca 
1 f 
in care am notat 
Li 
C, 6 UTE, 
x g c; 
T 
r 
Deci: 
ditai T DE) ow nan E E 
9n x € e! e x g e, LA 
In —- In — 
E E, 


Abordám determinarea densităților de suprafaţă ale sarcinilor electrice de 
polarizatie. Avem: . 


= — div, P = — e(P: — P4),-o = — ey(P).—o 


P5, 


af- Lea, 


855477 Er: mo 3 


e, 
gln— 
Er 


Li 
x r 


Put —div, P — — es; (P5 —Pi3)-z == (Phase e 


-5(i- AI. 


x E€, 


Sarcina totală de polarizație de pe suprafața in- 
chisă X: 


Fig. 155 = 
s dog = A0; a H A“ Pas = 
«4 eT EL qud e deh ay a DEEE e, 
X " P c^ T g e" e'g” 
g ln r r r ln —— rr 
g’ e! 
r r 


Ca verificare, se observă că livo F Jue =Q. 
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Ca exerciţiu, vom arăta, in continuare, cum se calculează densitátile de 
volum şi de suprafaţă ale sarcinilor electrice de polarizatie, cu ajutorul legii 


legáturii dintre inducţie, cimp şi polariza(ie, P = Lp — zB). 
x 


Avem: 
pp = — div P = — + (div D — e, div E) = div E 


x x 


deoarece, conform legii fluxului electric scrisă sub formă locală, div D = 0. 
(În interiorul izolantului nu avem sarcini electrice adevărate.) Deci, 


"o. 3 1 __ at 
: o8 U 58 div [7] - 87 ^ E, RE 
a -3 5 — | = — — —————— — | — | — = 
Po xg er €r %2 g e, ĉes, le,] dz 
In —- -=F 
r “r 
Ho LANI M o E'R 
_&U £ *( x Ta e, U (8, &) 1 
"EN " 2 2 id ” 2 i 
x g i E; e g * g j E e? 
n Er n g’ 
r r 


În mod analog se calculează si densitatea de suprafață pps: 
12 


. 1 *. . 1 
Posa 77 — div, P — — z (div, D — co div, E) = — x (xps) + 
e € 
+ — e1s( £s = Ei)«-o =— p; + (E)x=0, 
X a 
în care 
CU | £8, —5,) p. 
e; = — = U; 
A e" 
*g In —r 
7 
e" — e! U 
(E).-o = Ta 
e! In — d 
F e! 
r 
deci 
sofe” — €) jt — ei) af t|t—tu 
Pesia — e" U + " T EN : e 
m r In —7 
xg In -r xge, In ra d £; 


r 


Problema nr. 156. Sá se determine capacita 
cu dielectric de permitivitate e = so, avind raze 


tea unui condensator sferic 
le armăturilor R, = 10 cm; 


CE Scanned with OKEN Scanner 


262 ELECTROSTATICA 


R, = 10,5 em (fig. 156). Care trebuie să fie raportul razelor armáturilor con- 
densatorului, pentru ca astfel capacitatea lui să difere cu mai puţin decit 19. 
de capacitatea proprie a unei sfere, a cărei rază este egală cu raza interioară 
a condensatorului, dielectricul fiind același ? 

Soluţie : Cimpul în interiorul condensatorului 
este produs de sarcina armăturii interioare care, 
pentru punctele exterioare, ar fi situată in cen- 

2, trul O (fig. 156), adică: 


y 
2 
Fig. 456 C -—-———-—. 


Vd x RI 


Capacitatea unei sfere izolate (faţă de a doua armáturá la infinit) se deduce 
din formula precedentă, făcînd RR, > co, adică: 


de unde: 


R, dr r’? drzel R R 


C = 4xeR, / 
Xx 


Punind condiția ca C să difere cu mai puțin decît 1% de C,, găsim: 


C—6 c1 
G; 100 
sau 
R,R, R, 
R,— R, " 3 dao s 
R, OR 100 
Ra 
de unde: 
Ri 
R 7101" 
Numeric (în sistemul MKSA rationalizat) : 
PMI: A 
C 4m:9:10* — 01:0,08 994 pP; 
1 0,105 — 0,100 


AT 1 


. Vite ure 
Gaa —— — 11,1 pF. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


CONDENSATOARE ȘI CAPACITĂŢI i 263 
Dita iii Sc ai iii 0 NE Da eee Te eee, 4 
Să observăm că, dacă hp => 100 R,, capacitatea condensatorului sferic se 
poate calcula cu formula capacităţii sferei izolate, cu o eroare de 1%. 
Problema nr. 157. În aparatele de inaltá tensiune se folosesc așa-numitele 
izolatoare cu condensator. Aceste izolatoare sint alcătuite din cilindri coaxiali 
izolanti, separati prin foite de staniol, acestea indeplinind 
rolul unor armáturi de condensator. Aceste condensatoare 
cilindrice se montează in serie. Dacă toți cilindrii au 
aceeaşi grosime, care trebuie să lie legea de variaţie a 
lungimii fiecărui cilindru, astfel incit intensitatea cimpu- 
lui să fie aceeaşi în toate condensatoarele? 
Solutie: Fie Hj, Ra l, razele şi lungimea unui con- 
densator component (fig. 157) a cărui capacitate este: 
2zel 
C= a 
x In — 
n 


Dat fiind faptul că grosimea AR = R; — R, este foarte 
mică în raport cu R, şi Ra, atunci: 


R R 
m% = n (1 + AR) a, AR 
Ri . R R, 
și, deci, capacitatea 
_ 2xelhR , Fig. 157 
xAR 


ate condensatoarele componente, 
ăţi egale. În adevăr, in acest caz, 
AR dintre armături 


Intensitatea cîmpului este aceeași în to 
dacă toate aceste condensatoare au capacit 
și tensiunile aplicate vor fi egale, iar la aceeaşi distanţă 
și intensitatea cimpului va fi aceeași. Prin urmare 
trebuie ca IR'= const. (e si AR fiind aceleași la toate 
condensatoarele). 

Problema nr. 158. Pentru măsurarea capacităţilor 
între electrozii unei triode se procedează în felul ur- 
mător: se scurtcircuitează grila $i anodul, şi se 
măsoară capacitatea C, = 3,7 pF între catodul f şi 
ceilalţi doi electrozi. Apoi se scurteircuitează catodul 
și anodul, si se măsoară capacitatea C= 5,5 pF 
intre grila g și ceilalți doi electrozi. În sfirgit se scurt- 
circuitează grila și catodul, şi se măsoară capacita- 
tea C, = 4 pF între anodul a $i ceilalţi doi electrozi. Sá se determine 
capacităţile interne ale triodei Cuf (anod-catod); Cag (anod-grili), Cg 
(grilá-catod); (v. fig. 158.) 
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. Solutie: Scurtcircuitind una dintre capacitățile interne, le măsurăm pe 
celelalte două legate în paralel. Deci: 


C, = Cj + Cy 
C, = Cag "j^ Cu 


C; = Cag + Cr, 
de unde: 


C, + Ca — C. 3,7 + 5,5 —4 
i uunc mac MEC CC E 


pi a C—C HC, 37—5544 1,4 pF; 
2 2 
NES — 0, LA + Ga —37-55-4. 2.9 pF. 

Problema nr. 159. Cinci condensatoare Ci, Co, Ca, Ca, Cg sint montate ca 
in figura 159. Cunoscind cá intre bornele A si B se aplicá diferenta de poten- 
tial V, — Vs, se cere: 

Sá se determine condiţia ca diferenţa de potential la bornele condensatoru- 
lui C; să fie nulă. 

Să se calculeze sarcina electrică adevărată cu care se încarcă condensatorul 
C;, dacă C, = 100 pF; C,— 200 pF; C, — 300 pF; C, = 400 pF; C; = 
= 100 pF; V, — Vs = 100 V. 

Solujie: Se pot scrie următoarele relaţii: 


— qı + d +495 — 0; 
— da d 44 — 05 — 0; 


3 B — V, y 
ate, A B 


Fig. 159 


din care se deduce: 
Ls ie i Htc RM Lewes Ule Ma. 
C&(C, + Ca + Cs + Ca) + (C1 + C3) (Co + Ca) 
a) Pentru ca gg = 0, trebuie satisfăcută relaţia: 
Ci a et 
Ca C, 
care este independentă de C,. 


VE 
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b) În exemplul numeric se obţine: 
(11107 
17 


Problema nr. 160. Patru condensatoare identice sint legate cum arată fi- 
gura 160 si sint conectate la bateria B. Întrerupătorul ZI este intii deschis, 
iar întrerupătorul 7 inchis. Apoi se deschide intrerupütorul / si se inchide 


Fig. 160 . Fig. 161 


ntrerupătorul JI. Se cere să se calculeze diferența de potential la bornele 
iecárui condensator, stiind cá diferenta de potential la bornele bateriei este 
de 9 V. 

Solujie: Fie C capacitatea fiecărui condensator. Diferența de potential 
la bornele condensatorului 7, 2 sau 3 este V' — 3 V, iar sarcina fiecăruia, 
Q' = CV”, atita timp cit I este închis şi JZ deschis. In a doua experienţă, 
cînd J este deschis şi II închis, sarcina Q’ a condensatorului 2 se imparte 


în părţi egale între condensatoarele 2 si 4; Q" = ze x = CV”, în timp ce 


sarcinile celorlalte condensatoare, 7 si 3, rămîn aceleaşi şi diferența de poten- 
tial la bornele lor, de asemenea aceeași. Diferența de potential la bornele 
condensatorului 2 (egală cu cea de la bornele condensatorului 4) se va micşora, 
datorită micșorării sarcinii de la valoarea Q’ pînă la valoarea Q”: 


, Lă L4 í ^ 
Vi el de 0 7 10. 
g C2 C 2 25 


Problema nr. 161. Patru condensatoare sint legate ca in figura 161. Se 
cunosc capacităţile C, — 4 uF; Ca — 3 pF; Ca — 6 uF; C,— 2uF. Să se 
determine capacitatea echivalentă a celor patru condensatoare $i tensiunea 
la bornele fiecăruia dintre ele, dacă tensiunea aplicată la bornele extreme 
este U, = 100 V. T 

344 


Soluţie : Capacitatea echivalentă capacităților C, şi C, va fi et 


3 4 
capacitatea echivalentă la bornele A și B 


C3C4 
Cas = Cs + LÀ 
AB iid per dl 


şi, deci, 
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În sfirşit: 
e — —  ——— S . 
Ci + CAB (C, + CaCa + C4) + C4C, 


ie" 


Pe de altá parte, rezultá imediat: 


VU, Uy e U U= U, AUS 4 U, 


CiU = CsU ap = C,U,; C5Us = C4U,, 


de unde: 
et Ca, 
Gam U, = U, — U,; da arm U, = U, — U, 
Numeric: 


C == uF; U, = 81,80 V; U, = 1820 V; U, = 4,55 V; U, = 13,65 V. 


Problema nr. 162. Trei condensatoare sint legate în triunghi, ca în figura 
162. Se dă sarcina q, a armáturilor condensatoarelor C12 și Ca. legate în nodul 1, 
şi sarcina g a armăturilor condensatoarelor Cx și Cos legate în nodul 2. Sá 
se determine diferenţele de potenţial U12, Uzs şi Us. la bornele condensa- 
toarelor. | 

Soluţie : Există relaţiile: 

Ui Uss + Uzi = 0, 


sau 
de JU fes sb da — 0 
Cio Cos C3 
şi 
Q1 = Q1» — Q3 
Qo = (aa — (ua 


Qa = (gi — daa = — (di 42)- 


Lăsînd la o parte ultima ecuaţie care determină pe qa, am obţinut trei 
ecuaţii cu trei necunoscute qis, (og, dau din care se deduce: 


mood 


d 
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iar diferenţa de potenţial: 


IR zm V uu (1 Caa — d3 C3, , 
Cis CisCss + CasCia + C44C,5 ) 
analog, se obtine: 
Usa àa d2C31 — daia 
Ci2Ca3 t CosCai + CaiCia 


qu "n 4301s — 0153 . 
CisCss + Co3C31 + C314; 


Problema nr. 163. Fiind date trei condensatoare electrice de capacități 
Ci Ca, Ca, legate în stea față de bornele 1, 2, 3, aflate sub potentialele 
electrice V4, Va, Va, se cere să se determine capacitățile C,,, C,,, C4, a trei 
condensatoare echivalente care, legate în triunghi față de aceleaşi borne, să 
poată înlocui condensatoarele date in așa fel, încît, dacă se menţin poten- 
tialele constante, să rămînă neschimbate și sarcinile electrice totale q;, qz, q3 
aflate pe conductoarele legate la bornele 1, 2, 3. 

Solutie: În cazul legării în stea, se aplică nodului O legea de conservare 
a sarcinii electrice şi se exprimă tensiunile U42 şi U23, în funcţiune de sarcini 
şi de capacităţi, obtinindu-se în felul acesta un sistem de ecuaţii în gi, qs, q3: 


qı - qa+ds=0; 


N Da; 
21 


$5.5 tJ 
C C 23 


Prin rezolvarea sistemului se obtine: 


— UCC: — UnCi , — VasCaCa — UsaCiCa: . 
GGG” 9 Goo di. 
q; = U3 C31 — UzaCaCs , 
C; t Ca+ C; 


in care s-a ţinut seamă de teorema potenţialului electrostatic: 
Ui; + Uz3 + Us, = 0. 
La legarea celor trei condensatoare echivalente în triunghi, avem: 
qı = dis — 131 = CigUis — Cala; 
q2 = dan — dis = CasUss — Ciu: 
Qs = dai — 123 = Culu — Cas Usa 


. A . s s r 1 ] 
Sistemul de condensatoare legate în triunghi este echiv alent cu sistemu 
stea dat, dacă aplicîind aceleași tensiuni între bornele 7—2— 3, atit în primul 
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cit si in cel de-al doilea sistem, sarcinile conductoarelor legate la bornele 7, 2, 3 
rămîn neschimbate. Prin identificare, rezultă: 
CC; . CaCa © C C5C; 


Cis = ——À—ÁB—— Ci = aL, 
E C, + Ca + Ca Ci + Ca + Ca i C1 + Ca + C; 


Fig. 163 


Problema nr. 164. Șase condensatoare Ci, Ca, C3, C15, Css; Ca sint legate ca 
in figura 164-a. Se dă: sarcina totală g' a armăturilor condensatoarelor Ca, 
C, şi Cu» legate în nodul ] si sarcina totală q” a armăturilor condensatoarelor 
Cio, Ca Cog. legate în nodul 2. Să se determine diferența de potenţial la 
bornele fiecărui condensator. Calculul numeric, pentru C, = 5,39 pF; C, = 
= 4,95 pF; C4 = 5,28 pF; C4, = 1,515 pF; Cas = 1,745 pF; C3, = 0,907 pF; 
q' = 0,250 pC; g" = — 0,250 uC (q"* ——q' — q^ —0). 


7 X 
PA S 
T 
C, 4 Cre 
Cy C? Ci e 
; Ó ey 72 
2 (23 
C. 2 
6 2 2 
9 2 ? re 2 
Cs log £5? 
Fig. 164-a | Fig 164-b Fig. 164-c 


Solutie: Transfigurind steaua in triunghi se obţine schema din figura 
164-b in care: 


C,C ă + 39 - 4,94 
Dia mm RITU mdp; 
Y CC 4,94 + 5,2 
OL pu uet AER Leg 10 AS o dL OR BP 
Qo sq 15,56 
CC 5,23 + 5,39 D 
P semi r MA E 
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. inlocuim mai departe capacităţile în paralel prin capacități echivalente 
(fig. 164-c). 

Ci, = Cie + Cia = 1,515 + 1,71 = 3,225 pF; 

Ci = Css + Cis = 1,745 + 1,66 = 3,405 pF; 

Cy = Cg + Cg = 0,907 + 1,81 = 2,717 pF. 


Diferenţele de potenţial între noduri se află folosind formulele obţinute 
în problema nr. 74: | 


ect — "Cu! 
C! C55 + CasC3! + CS. CÍ E 
Uz = — 23,4 kV; 
Uz = — 29,4 kV. 


Usa = = 52,8kV ; 


Acestea sint totodatá si diferentele de potential la bornele condensatoarelor 
C45, Cog, respectiv Ca. Pentru a afla diferențele de potential la bornele con- 
densatoarelor C,, Cz, C4 se folosesc rezultatele obținute in problema nr. 163. 


U, = Dlt Uns — 26,4 kV; 


C d 0 4-6, 
U, — — 26,4 kV; 
U, = — 3 kV. 


Problema nr. 165. Trei condensatoare C, Ca, C; sint legate în stea, ca în 
figura 165. Se cunosc diferenţele de potential U,; , Us, Ug; între virfurile stelei. 
Sá se găsească diferențele de potential U,, Uz, 
U, la bornele fiecărui condensator. 

Solutie: Vom avea: 


q d». 
Usa = U,— U, = 2-4; 


C, Ca 
Uz = U, — U = 2- E; 
23 2 3 C, e 
93 d. 
U4,—U,—U,— 2-2 
31 2 L C, G’ 


Fig. 165 


gı + dat ds — 0. | - 

' . " . 18 

A treia relaţie nu este independentă de primele două, iar a el gi 

este evidentă, deoarece conductorul format din cela et P totală nulă, 
condensatoarelor legate în punctul O trebuie să albă sa 
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dacă înainte de aplicarea diferenţelor de potenţial U12, Uss, Us, el avea tot 
sarcină nulă. Rezolvăm sistemul precedent in raport cu necunoscutele q,, qs, qs: 
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Uis [73 0 
1 —1 
Uss pop 
Ca C, | 
EET C, + Ca + C, 
€i Ca - : 
0 ES Z1 
Cs “Ca 
1 1 1 
l Însă, cum U + Us Um = 0, rezultă U,, + Un = — Uz = U şi, 
Gec, = i i Tum , 
" — Ug Cs + UCC, 
go C, + Ca + Ca $ 
şi, analog, 
q = UzaCaCa + UmCaCa 


Orc Oa 6, 


ds = UnCsCi + UaaCsCe 
C; 3- 6-6: 


Diferenţele: de potential la bornele condensatoarelor rezultă imediat: . 


PI = qı _ UC + UCs , 
ISa n , 
G 0756 45.6 


U, v U4C,; + Uas. 
27 Em , 
C; Cı + Ca + Ca 


U, = LN Usa + UC; . 
C; Cı + Ca+ Ca 


Problema nr. 166. Cele două condensatoare din fig. 166 sint iniţial neincár- 
cate. Urmează încărcarea lor printr-o manevră care constă din două etape: 
comutatorul K se pune mai întîi pe poziţia (a) şi apoi se trece repede pe 
poziţia (b). Se cere să se calculeze tensiunea la bornele condensatoarelor și 


sarcinile acestora după n manevre complete. 
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Soluţie : Se observă că de fiecare dată, pe poziţia (a) condensatorul C, 
se încarcă la sarcina ge = C, U,. Dacă notăm cu U tensiunea comună la 
bornele celor două condensatoare, după terminarea manevrei k, rezultă din 
legea de conservare a sarcinii electrice: 


q = q.d : 
sau 
k) Cı U^». C; (1) 

i €T Ca zi €, + Ca Up t; t 
dacá se are in vedere cá pe pozitia (b) cele U 
două condensatoare sint legate in paralel. 

Scriem relaţia (1) pentru k = 1, 2, 3, ... n ..., Fig. 166 
tinind seama că UW = 0 
C 
UD -—U : 0 1 
TG, s 
Uo = VU, C + Uo C; Cı + Ca 
l Cı + Ca Cı + Ca C3 
g= y. p Sa [5 + Ca ) 
C, + Ca C T C3 Ca 
U™ = U, + Ue-0 Cz [5 + Ca | 
n T Ca Cı + C3 C3 


Înmulţim pe rind ambii membri ai egalitátilor respective cu 1, | ... ete, 
i a 


adunăm membru cu membru şi obţinem: 


- Y4—1 
Uo ql j = Us C, E + C, + C, + ve + [uem n | 
2 C, + Ca C. C, 
sau | 
1 (ats) 
Um. (eHe E EE POR Ca - e a 1 
C, "Cr Ata AtA A 


Ca 


respectiv 


C is ' 
uo» = Deh. - [aa] | 


i m3 N) 
gin = CU; iq = Cal 
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se observă că 
lim Un = Uy 


n= 


Problema nr. 167. Se dă o linie lungă bifilară, în prezența pămîntului 
ca în dnd "os 2 care se cunosc capacităţile parţiale Cio, Css, $1 Caz. Sá se 
calculeze capacităţile in serviciu C5; C19; Cao 


2 pentru următoarele servicii: 
i DA d a a) qi -- ds — 0 
id d Cz | b) V.=V, 
3 LE c) Vi 4- V; —0 
n ' 
“Co - Soluţie : Seriem relaţiile lui Maxwell pentru 
| sistemul format de cele 3 conductoare, tinind 
! l seama că Vo= 0 si qo = — (qı + q2) (sistem 
di qu. complet) 
0* fe. dp — 
Fig. 167 [an = Cyu(Vi — Ve) + Cui (1) 


| | de = Cal Va — Vi) + OG, 
a) serviciul g, + ga = 0 


s= vev subi) 
Deoarece q) = — qs rezultă din (1) 
Cio Vi + Cs Va=0 sau P ie a (2) 
V, 3 Cao | i 
Înlocuind în expresia de mai sus 
Y, = 1 EFE 
Y, — Vy]: 1— Va Cio + Czo 
LA 5 
ne 
: C C 10 20 
^" at Cio + Cao 


In mod similar: 


i^ x = Cio + Cu ^ a = Cio t Cup e Ac 


1 om 


„=| E. = Cao + Cn [ze Cao + Cup Ste te Sn 


10 
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T: 


b) serviciul V, = Va: În acest caz raportul | 
2 


| — 1. Inlocuind în relaţiile 


de calcul pentru Cusa, Cj, Şi Ciao se obţine: 
C 


us 77991 C iro = Cii -— = Cao 


c) serviciul V, = — Va: Raportul (=) — — 1 si in mod similar rezultă: 
2/5 : 
1 
Ca = Cis T z Cio 
C ao = Cio + 2C,9; Ceo = Coo + 2C ia. 


Observații suplimentare: 

a) se observă din aceste cazuri particulare că intotdeauna Csik > Cir 
Acest lucru se datorește faptului că la calculul capacităţii parţiale între i 
și k intervine doar o parte din sarcina q; (doar cea care corespunde liniilor 
de cimp care se închid direct între i şi k) pe cînd la calculul capacităţilor 
în serviciu intervine întreaga sarcină a conductorului. . 

b). diferitele servicii examinate apar în legătură cu funcţionarea liniilor 
lungi fie în regim normal, fie — în special — în regim de avarie (de exemplu 
scurteircuitul între firele 1 și 2, fără punere la pámint, corespunde la 
V, = Vj t 

Problema nr. 168. Trei sfere conductoare identice, de rază R, sînt situate 
în colțurile unui triunghi echilateral de latură a > R. La inceput fiecare 
sferă este încărcată cu sarcina g, iar apoi 
ele se leagă pe rind la pămint. Să se 


arate că după legarea la pămint a sfe- ; 
N : m R T R 
rei 3, pe ea rămine sarcina g — (3 — 2—|- (D N 
a a! ] , x | 
Soluţie : Din motive de simetrie, coe- Pi X) 
ficientii de potential satisfac relaţiile: a Nà 
: : - à K j X. 
Pii = Pa > Pss — P z Áo ON 


| Pia = Po Pu = PU (e PRENNE e 
Seriem dupá fiecare legare la pámint a 


prima formă a relaţiilor lui Maxwell 


a) se leagă sfera 1 (celelalte sint Fig. 168 
izolate) 
0— V, 2 pn t 2p'q q — 25-a (1) 
b) se leagă sfera 2 (sfera Z are sarcina q, iar sfera 3 are încă q) 
0= Ve = PG Ph P9 aa POPP g (2) 


1$ — Bazele electrotehnicii — c. 3277 


P 
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c) se leagă sfera 3 (celelalte sfere, care nu mai sint legate, au g, si qa) 


, r ' án 4 
0— V= pnt pat pts da = ^; [3 —2P]a. (3) 


Considerăm că sferele sint la depărtare mare de pámint şi între ele (a 2» R). 
Atunci p reprezintă elastanţa față de infinit a unei sfere de raza R, iar p’ 
potenţialul dat in 2 de o sarcină punctuală care se află in 7. Deci: 

" x 


, PS 


AncR P 4rea i 


pe (4) 


Intocmind (4) în (3): 
a a 


Problema nr. 169. Centrele a 3 sfere metalice egale, de rază R, sint situate 
pe o dreaptă și distanţele între ele cu a, respectiv b. La început se încarcă 
sfera 2 cu o sarcină g. Cu ajutorul unui fir subţire, se aduce sfera 2 în con- 
tact — pe rind — cu sferele (1) şi (3). Să se calculeze sarcina sferei (3) după 
ultima operaţie, dacă a, b » R. | 
+ Solufie: ux 4 : 

a) După contactul 7 — 2, V, — Va gi qa + qs = q. Deci: 


414—474 ȘI Pu Qi + Pia Q2 = Dui ^ di Pe’ a 


De aici 
za Paa — Pis Pu — Pia 
Q1— 4 Q9 = q—————. (1) 
[d Pu + Pz — 2Pra j . j Pu + Pz — 23s 
Í 2 3 
$——$——6 
R ' R R 


| Fig. 169 
b) După contactul 2 — 3, q$ + q4 = qa și Va = Va. Deci: 
, +g = pi — Pi? 
| a îs 7 Pu + Pa — 2P 
Pagi + Pee + Pasga = Padi + Paole + Pasga: 
De aici: , 
| i (Pia — Push + (Poa — Paa)da 


Qs 
Pez + Pas — 2Pas 
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și introducind aici expresiile (1) găsim: 


(Pia — Pia)( Per — pia) + (Paza — Paa)(Pu — P2) A 


dmg 
(Paa + Pas — 2Ps3Y (Pii + P22 — 232) 


Dar, ca in problema precedentă: 


= == cs 
Dai P22 — Pas Ancf 


x 


3 Pus 


; Pa S — EM l 
Aneb Axe(a + b) 


Pi S 


åxea 


Introducind (3) în (2) se obține: 


q PR. 
EE. BÉ 
" Al rrr "mri 


4.3. CONDENSATOARE SI CAPACITĂȚI: PROBLEME 
PROPUSE 


M 
lex 


(2) 


(3) 


Problema nr. 170. Un condensator plan are capacitatea de 600 pF. Cu cit 
variazá capacitatea condensatorului, dacá se introduce intre armáturi, paralel 


cu ele, o foiţă metalică a cărei grosime este egală cu | ^ 
1/4 din distanta dintre armáturi (fig. 170). Sá se cer- 
ceteze dacá pozitia foitei influenteazá rezultatul. 

Răspuns : C' = 800 pF. Poziţia foitei nu influențează 
rezultatul în măsura în care se poate neglija efectul 
de margine. 

Problema nr. 171. Un condensator cilindric de lun- 
gime l este format din două straturi izolante, de. per- 
mitivitáti e, şi ee, cilindrice si coaxiale cu cele două 
armături, de raze a şi c (a < c). Suprafața cilindrică 
dintre cele două straturi are raza b(a<b<c). Nu 
există nici un strat de aer între armăturile conden- 
satorului. Să se determine capacitatea C a condensa- Fig. 170 
torului, sarcina electrică g de pe armături, dacă se 


aplică între acestea o tensiune constantă U, cum şi densitátile de volum si 


de suprafaţă ale sarcinilor electrice de polariza(ie: peo, , Prev Posio Posu ȘI Pos, 
(armătura interioară purtind indicele 0, iar armătura exterioară indicele 3), 


(fig. 174). 
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Răspuns 
xq T. ~ *-q r 
E, = je E, im : 
2x28 r 2zz£4 : 
2zlU 
JE ee EC YET 
dPLPSELE 
& a za b 
Ppor = — div P, = — 2 (e, Gs: 1) div E, etc. 
z 
— 
E sé 
Fa 


Fig. 171 Fig. 172 


Problema nr. 172. Șase condensatoare sint legate ca în figura 172. Sarcina 
condensatorului C, este de 10-4C. Capacitátile condensatoarelor sint: C; = 
= {10 uF; C, = 0,5 uF; CG = 0,5 F; C,—5 aF; C= 1 gF; CG = 1 aF. 
Să se găsească tensiunea aplicată la bornele M, N. 

Răspuns: 


U 4s = 200 V 
U yx = 600 V 


Problema nr. 173. Fiind date teel condensatoare de capacități Cia, Cag, C4, 
legate în triunghi la bornele 7, 2, 3, puse sub potențialele V,, Va Vg, să se 
determine trei condensatoare Ps capacităţi Cis Ca, Cs, legate in stea, echi- 
valente faţă de aceleași borne, in aşa fel incit, la aceleaşi potenţiale ale 
bornelor, sarcinile totale ale conductoarelor legate la bornele 1, 23, 3. sà 
fie aceleași. 

Răspuns : 

C, CiaCas + CaCa + Cale, C, = CasCaa + CaCu + CuCu : 


Ca; Ca 


C, = CiaCaa t Cala + CnC 
EET 
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Problema nr. 174. Să se determine capacitatea echivalentă a punţii din 
fig. 174 în raport cu bornele A si B. Se va explica de ce rezultatul nu depinde 
de valoarea capacităţii Co. 

Răspuns : Se transfigureazá triunghiul C — C — C, in stea și se obţine: 
C Ap = C: y 


Fig. 174 Fig. 175 


Problema nr. 175. Patru sfere conductoare sint aşezate în colțurile unui 
patrat. La inceput se incarcă sfera (1) cu sarcina q; apoi, cu ajutorul unui 
fir foarte subțire, sfera (1) se pune pe rind in contact cu sferele (2), (3) şi (4). 
Să se exprime sarcinile finale q, și q, funcție de coeficienții de potential 
presupuși dati. 

Indicatie: Din motive de simetrie ps = P24 


Du = Pe» — P33 — Pas: Pia — Pos — P34 = Pai) 


Se tine seama că la primele două contacte, sarcina lui (1) se împarte in 


mod egal l 
După ultimul contact se obține: 


__ 1 Pu T Pi2 — PA. — d Pu— Pis 
q= $ Pnie u, g= E A, 
8 Pia — Da 8 Pu — Pia 


4.4. METODELE ELECTROSTATICII: PROBLEME 
REZOLVATE 


Problema nr. 176. O sarcină punctuală g este situată într-un dielectric 
omogen de permitivitate e, la distanţa d de un conductor infinit, care ocupă 
semispatiul din stinga (fig. 176-a). Să se determine intensitatea cimpului 
electric într-un punct oarecare din semispatiul din dreapta si densitatea 
sarcinilor induse de sarcina q pe suprafața conductorului. | 

Soluţie : Considerăm nul potenţialul conductorului şi folosim metoda ima- 
ginilor. Să presupunem că inlăturăm conductorul, dar pe prelungirea perpen- 
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dicularei coborită din g pe suprafaţa conductorului aducem, la aceeași distanță 
d de suprafaţa conductorului, o sarcină g^ = — q (dielectricul omogen ocupind 
acum întregul spaţiu). În acest caz, planul X, care coincidea inainte cu 
suprafața conductorului, va avea tot potenţialul nul (deoarece potenţialele 
celor două sarcini vor fi egale si de semn opus în punctele lui). 

În consecinţă, pentru domeniul D, constituit de semispatiul din dreapta si 
numai pentru el, avem o perfectă identitate în privinţa datelor problemelor 
in ambele situaţii: sarcina g în prezența planului conductor și sarcinile q si 
q' — — q. Conform teoremei unicitátii, cimpul în domeniul D este univoc 
determinat de distribuţia sarcinilor şi de condiţiile de frontieră. Or, în cele 
două situaţii precedente, in semispatiul din dreapta, distribuţia sarcinilor 
este aceeași (sarcina q la distanța d de plan) și condiţiile de frontieră sint 
aceleași (planul € este echipotential si de potential nul). 

Deci, în loc de a rezolva problema „sarcina g in prezenţa planului conduc- 
tor“, rezolvăm problema „sarcinile q și q' = — q”, care este mai simplă. 

Pentru un punct oarecare P, cu notatiile din figura 176-a. 


dir rii eren E d 
r r us rj 


Într-un punct al planului conductor (r = r^) se verifică imediat cá V = 0, 
iar: o. 


Ep), 
ATE? 


Dacă e, este versorul normalei pe plan, atunci 7 — r’ = — 2de, 
qd 
xq e 
2ne,r? 
Densitatea sarcinii electrice p, în punctul considerat se deduce din expresia 
E = 2 o,e,, valabilă pentru suprafata unui conductor: 
Co 


p 


er 27r 


Pe suprafața conductorului se separă prin influență electrostatică sarcina 
negativă, a cărei densitate superficială tinde spre zero, spre punctele planului 
foarte depărtate de sarcina g. Felul cum variază densitatea în diferitele puncte 
ale planului se poate urmări pe figura 176-a, în care sînt trasate şi liniile de 
um Maximul densităţii are loc în piciorul perpendicularei dusă din q pe 
plan: 

4 . 
2nd? 


e; max 7 


Sarcina totalá a planului va fi: 


zt dA 
Ern 
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Luind (fig. 176-b): 
dA = s ds d0; 2 = M 
integrala se rezolvă uşor: 


gd (* 


g=- 5| ummy diet e — dí?)  — gd 2 jo 
- 27.0 (8 + dp 2j!) Gd) 3 Ys 4a, 
(= —9-—4 


egală și de semn opus cu sarcină dată, adică egală cu sarcina-imagine. 


Fig. 176-a Fig. 176-b 


Observaţie. Forţa rezultantă pe care o exercită corpurile încărcate cu 
sarcini asupra conductorului sint aceleaşi cu forţa rezultantă exercitată de 
ele asupra imaginilor lor față de suprafața conductorului. 


Problema nr. 177. Sá se determine cimpul produs de un corp cu o sarciná 
punctuală g, situată in unghiul drept format de două plane infinite conduc- 
toare (fig. 177), cum si sarcina indusă prin influenţă electrostatică pe aceste 
plane. 

Soluţie : Se aplică principiul imaginilor electrice. În scopul de a face echi- 
potentiale planele A si B, care se intersectează, și au același potenţial V 
este necesar sá se plaseze trei sarcini-imagine, cum se arată in figura 177. 
Potenţialul rezultant în punctul P va fi: 


y = (ia) 
Area V i Ta r3 Ta 


şi se verifică imediat cá V = 0, dacă ri = ra şi rg = r, (planul A) sau dacă 
r, = r4 ŞI rg = ra (planul B), iar N fă fi eimpului electric va fi: 


E = XL 


4zsg V? rj ra Tri 


€———— 
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Într-un punct oarecare al planului A, avem: 
hey: 7, — r4 = — 2ae,; Pa = fj T, — T, = 2ae,; 
n= —è+y -bP +3; ^ rn-—jye-( c4 Tz 


Intensitatea cimpului electric ia valoarea: 


şi densitatea sarcinii electrice induse p, în 


același punct va fi (£ = Žž psen): 
Eo 


Roc ee 


2r iri rj 


ga [1 D. 


Sarcina totalá indusá in intregul semi- 
plan A: 


/ | = = E a|" Ca ETT) a 
egit oou 27 Jo )- ele (y repre 
| 
1 2 b 
"is. — ———— dz = — — E — 
Fig. 177 Ty z qarctg = 
şi, analog, sarcina indusă în întregul semiplan B: 
2 a 
Qs = — — qare tg —. 
Dj b 
Caleulind suma q4 + qg găsim: 
qa + qs = — 5 a[arete ? + arctg 5| = — 
A B : 5- S =] e i 


ceea ce era de așteptat si constituie totodată o verificare a calculului. 


Problema nr. 178. O mică sferá conductoare, de rază a, încărcată cu 
sarcina adevărată g, este așezată intre doi pereţi plani conductori, paraleli 
și verticali, la egală distanţă c 3 a de aceste plane (fig. 178-a). Se cere să 
se calculeze diferenţa de potential dintre sferă şi aceste plane, ştiind că planele 
sint la același potential V = 0 (ambele sint puse la pămint). 

“Soluţie : Vom aplica metoda imaginilor electrice, numai că numărul acestor 
imagini este infinit. Sarcina g admite o imagine — q în raport cu planul 7 
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la distanţa — 2c de originea O, în așa fel incit planul Z este un plan de 
potential nul. Pentru ca planul ZZ să fie tot de potential nul, trebuie să 
plasăm o sarcină — q în punctul avind abscisa 2c. Făcind această operaţie 
planul Z nu mai este plan de potenţial nul și i 


pentru aceasta trebuie să luăm imaginea sarcinii -g, YA 
plasată în punctul xz = 2e, față de planul /, 


adică o sarcină + q, plasată în punctul z = — 4c 
ș.a.m.d. Poziţia punctelor-imagine $i valoarea lor 
pet fi urmărite in figura 178-5. 

Contributia tuturor acestor sarcini la poten- 
tialul în origine va fi deci: 


d 2ic 
x q 1 1 1 
= 4|+1-} +i +) 
Ameg C 2 3 4 t 
: : 
= — 1 2. Fig. 178-a 
ATE C 


Admitind că raza a a sferei este foarte mică în raport cu c, potențialul total 
al sferei va îi: 


1 1 
V s a 2 Liwa 

ATE V a c l 
primul wainen fiind potențialul sferei mici, ca și cind nu ar exista planele 
conductoare, iar cel de-al doilea termen reprezintă influenţa celor două plane 


puse la pămint. 


Fig. 178-b 


Problema nr. 179. Se dá o sferă metalică, omogenă, de rază a plasată 
într-un dielectric omogen și izotrop de permitivitate s. La distanţa d de 
centrul ei se află o sarcină punctuală q. Sá se calculeze cimpul şi potenţialul 
în dielectric, prin metoda imaginilor, în două situaţii. 

a) sfera este pusă la pămint (Vz =0) 

b) sfera este izolată (gz = 0) zt e ÎS res put 

Soluţie : a) Să considerăm primul caz (fig. 179-a) si să căutăm în raport 
cu suprafața sferei o imagine q’ astfel încit in cimpul rezultant al lui g $t q 


— 


să avem Vx = 
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Seriem această condiţie în punctele A si B (avem de găsit pe d' şi q) 


g RK ad d'--a 


x [9 ij a R d—a d+a 


did 2 T 


De aici scoatem 


b 
Fig. 179-b 


Q 
Fig. 179-a 


Se observă că poziţia imaginii corespunde inversei geometrice în raport 
cu sfera a poziţiei sarcinii q. De asemenea g (care reprezintă suma sarcinilor 
de nume contrar induse pe sferă prin influenţă) este < 0 și scade cind crește d. 
Potenţialul si cimpul intr-un punct M din dielectric vor fi: 

»q ,H a R’ | 


vun = 4 i-i] PPE caii IE RA. 
dze |R d R' dre | R? d R^? 


iar repartiţia pe sferă a sarcinii induse prin influenţă se poate calcula ușor cu 


£ p» Rn a Ru’ 
= £ div, El; == IE uu DESI — f(0 
P; x ; | * | dr | R d R” ]z (9) 


ca verificare, 


b) În cazul al 2-lea, potențialul sferei nu este nul (ci constant) iar suma 
sarcinilor induse prin influență este nulă. Singura posibilitate de a satisface 
ambele condiții, tinind seama de soluția din cazul (a), este ca — pe lingă 
sarcina g' plasată la distanța d' de centru — să plasăm în centrul sferei o 
a doua va imagine q” = — q' (vezi fig. 179-5). În acest caz Vs = const 
"gr | 
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Potenţialul într-un punct din dielectric 


— 


Cind M — P (adică pe 2), se stie cá 


$i deci 


Cimpul electric, repartiţia de sarcină etc. se calculează similar. 


Problema nr. 180. Să se determine capacitatea pe unitatea de lungime a 
doi cilindri conductori foarte lungi, cu axele paralele, de raze egale H, = 
= R, =a, distanța dintre axele lor fiind D > 2R. Cilindri sint situați 
într-un dielectric omogen de permitivitate e. Sá se deducă apoi: a) capaci- 
tatea pe unitatea de lungime a unei linii bifilare aeriene subțiri (D > 2a), 
depărtată de pămînt; b) capacitatea proprie față de pămint a unui cilindru 


gros, situat la distanţa H = 2 de pămint. 


Soluţie : Cilindrii fiind foarte lungi, cimpul este plan paralel. Folosim metoda 
imaginilor, Înlocuind cilindrii cu două fire-imagini C, și Ca, încărcate cu sar- 
cinile p; si —p; pe unitatea de lungime, plasate astfel (la distanța x de axele 
respective), pentru ca suprafeţele cilindrilor să rămină echipotentiale. 


Potenţialul perechii de fire într-un punct P are expresia: 
V(P) = 2— Pi n 2 + Vo, (V, = const.) 
Ame r 


liniile echipotentiale: 
2re 
noi 439 t 
n 
fiind cercurile lui Apollonius referitoare la 
segmentul C,C,. Suprafeţele pot fi deci 
echipotentiale in cimpul imaginilor, dacá 
poziţia acestora este convenabil aleasă. l THU l 
Scriem echipotentialitatea punctelor B si B', respectiv A si A”, şi oblinem: 


GM e) = Poe = (e) Otis Hc? s. 
, B B' r 


A a— zr n a+r a 
gi 
r a— r Ta a-Fz d 
ha = z) -— T i aeaa S Rod 
2 ra D—a—zt r, 1A D--a—r Ài 
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D. E w - = - 
Se obţine (D — 2) x = a? sau 1 = 3 -| 3- a? (cealaltă rădăcină cores- 
punzind lui x > a). Potenţialele celor două conductoare vor fi: 


x 2a 


* Pr 
7 — Eon \ 7 = In - ————É— V 
"i re Prin dat Ye 2r | D —| D3 — 4a* Te 
respectiv: 
iar tensiunea dintre cei doi cilindri: 
%4 2a 
Ui, = Va — Va = X(V4 — Vo) = — a aa 


Capacitatea specifică (pe unitatea de lungime) a cilindrilor rezultă: 


i Te 
CT 2a i 
123 xin 
D —Y D!— 4a? 


iar distanţa dintre firele-imagini d = D — 2x = | D? — 4a*. 

Se observă cá această expresie rezultă imediat din formula capacității a 
doi cilindri de raze diferite (problema precedentă), punind R, = R, = a şi, 
deci, k2? = D. V D? — 4a2. | 

a) In cazul liniei bifilare foarte depártate de pámint (pentru a nu considera 
perturbatia pe care acesta o aduce cimpului celor două fire) şi cu conductoare 
foarte subţiri (D 2 2a) se poate pune: 


; py r PE 
D — y D* — 4a =D- D) j1- 4, 
sau dezvoltind în serie si retinind numai primii termeni: 


UR Dă cu pai l | NER 
pl CEDE (: exce] s 


Rezultă pentru capacitatea specifică a liniei: 


1 TE 
Ca => 


xia 
a 


b) În cazul unui cilindru gros situat la distanța H = = de pămînt (adică 


faţă de un plan conductor), calculul efectuat ca mai sus, după introducerea 
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mananaia a a 
maate 


——— 


a două fire-imagini, duce la aceeaşi expresie a potenţialului (suprafața pámin- 
tului fiind planul de simetrie al sistemului celor două fire). Se obţine: 


2a 
uw : 0 ane 1 ne | D—]D*— ið 
şi, cu D — 2H: 
P 2re 
a x In ——— 
H — VH? — a 


Se observă că avem C,, = 2C,, ceea ce se explică imediat dacă se observă 
că, în cazul celor doi cilindri, se poate considera că se pun în serie două capa- 
citáti de tipul Cy. | 

Problema nr. 181. Sá se determine capacitatea in serviciu a unei linii bifilare 
de rază a, dispusă ca în figura 181, cu q, + q5. = 0. 

Solutie. Se ştie că potenţialul unui punct P din apropierea unei linii aeriene 
monofilare, în prezența pămîntului, este dat de: 

| __ x9]; e 
V, = Vo + Tre, In -- n 
p fiind distanța dintre punctul P şi imaginea electrică a liniei față de supra- 
fata pămîntului, iar r, distanța dintre acelaşi punct si linie. În cazul liniei 
bifilare din figura 181 potențialul în punctul P va fi, luînd potențialul de 
referință V, = 0: i 
eee odio Eg Au, o SAL, 
27E n 2T Ta 2reg T1909 

Prin deplasarea punctului P pe conductoarele 7 si 2 se obțin următoarele 
potenţiale: | 
xP, yp 2HOIL—h) 
P a(H + h) 


V, = 


x 
2TE9 2h(H — h) 
Diferenta de potential dintre conductoare va fi: 


xP 4hH(H — hy 
S e tar EI 4 
2T69 aH + h? 


iar capacitatea în serviciu: 


f esee 


2resol 
4h H(H — hy 
(H+ hy 
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Aplicaţie numerică: l = 1,675 km, a = 1 em, H —6m, h=5 m: 
n 12579 u A -In 10 = 42,303 log 10, deci: 
(10-72)2112 
"CAPE S + 1,675 + 10? 
(esa IU oan end OH e TOT DE. 


1:4*2,303 


“A, 


E 


—— € —À —À "~ma aan a 


------- € 
Fig. 181 


Problema nr. 182. Un fir conductor de rază a, rectiliniu, este situat la: dis- 
tanta H deasupra pămintului. Un al doilea fir conductor, de aceeași rază, 
rectiliniu și paralel cu primul, se găseşte la înălțimea À deasupra pămîntului, 
la distanța D pe orizontală de celălalt fir (fig. 182). Ştiind că primul fir are 
potențialul V, față de pămint și că cel de-al doilea conductor este izolat și 
are sarcină totală nulă, se cere să se calculeze potențialul V, al celui de-al 
doilea fir faţă de pămînt. Date numerice: V, = 10 kV; H = 15 m;h = 14m; 
D =1 m; a=3 mm. Se consideră a & H, h. 

Soluţie : Din relațiile lui Maxwell, 


Vi = Pu: + Piso; 


Va = Pati + Pego: 
dacă q, = 0, se deduce: 


V, y, P2. 
Pn 


Coeficientii de potential se calculeazá imediat, folosind metoda imaginilor: 


x 2H x p 
= In — = In Œ 
Pn 2rel a 2rel a’ 
2 2 * 
pee In IP HHA _ 0x n fie 


2el YD: (Uh — 25 Tue 
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şi, deci, 
in £28 MICERXES 
V E V Fig T V VU — ny + D? 
did Moca re Aa a a 
2H 2H 
In — i — 
a a 


În cazul din enunț: 


pa — 29m; — rg — 144m; nf =3,02; — 1n 27 2.95; 
Tio a 
V, — 3280 V. 


Problema nr. 183. Sá se determine capacităţile în serviciu ale unei linii 


bifilare ale cárei conductoare sint situate ca in problema precedentá, in ipo- 


teza qı + qz = 0. 
Soluţie : Relaţiile lui Maxwell: 


Vi = pudi + Pile; 
V, = Pai + Peale, 
CU Pie = Pa Şi di +9: = 0, dau: 


C Moea = 
d LA Pu — Pia ' 
1 
Ce = & = ; 
L^ Paza — P 
1 
Cn = i a: 
Vi—Va Pu t Pri — 20: 
Cum 
—* m. | — el D (Hc. 
Puce Da PaT ium ed DEAR) 
p x fa 2h 
= =— j 
= 2rel a 
rezultă 
2rcel 
Ca wem c — 3 
j, 28 |D + — h 
xn -g | Dv (H4 h? 
2nel 
C M 
52 | 2h Di  — y 7 Za , 
xn o | Dc (Hc hy 
C 2mnel 
377 n 4Hh [D3 + (H — hy*] 


at[D* + (H + hy] 


al ^ 
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Numeric: 


Giga Ey. D. 90690. Cu 530277. 
m m m 


Problema nr. 184. Să se calculeze capacitățile parțiale si in serviciu ale 
unui cablu ecranat, cu două conductoare așezate simetric, avind sarcini egale 
si de semne contrare. Se presupune că razele a ale conductoarelor sint mici 
în raport cu raza R a învelișului metalic al cablului și cu distanţa dintre axa 
conductorului si axa învelișului cilindric (fig. 184). Se dau: R = 1 cm, 
p = 0,5cm; a= 0,1cm; £= 43e; l= 1 m. 
Soluție : Utilizám metoda imagi- 

nilor, înlocuind inveligul cilindric 
“echipotenţial cu imaginile firelor 
față de el, situate la distanţa R?/ọ 
de ax, pentru ca în cimpul rezultant 
suprafaţa cilindrică de rază a să 
ráminá echipotentialá. Se folosesc 
relaţiile lui Maxwell: 


| Vi = Pungi F P122; 
Fig. 184 Va = Pai + Pozf2, 


şi observind cá, din motive de simetrie, 


R? — 2 
Pu = Pu => Po = E În = 
L3 
u x R? + e? 
== = m == =] ud 
P12 - Pn P . 2mel ii 2g? 
rezultă, pe baza faptului cá g, = — qp, 


Vi = (Po — Pn)q 
Va = (Po — ps)do 


și, deci, capacităţile în serviciu vor fi: 


Cu AR.: R. 1 2rel 
5 — M —————— LL ———————————————— 
y V. es 2— php ' 
1 s Po—Pm in 2(R e") 
a(R? + c?) 
ES 1 1 
Cs a Cn mme o. ae = enc Cu. 


Vi— Va  2Po—Pm) 2 
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Pentru determinarea capacităţilor parţiale se folosesc relaţiile: 
qi = Yu Vi + WoVa; 
q2 = Ya Vai + Yez V o 


sau 
qı = (Yu + vig) Vi — 1 (V1 — Va); 
ds = — Yal V2 — Vi) + (21 + Y2) Vg; 
sau 
qı = Cio Vi + Cl Vi — V3); 
ds = C3(Y1 — V) + CoV 2, 
de unde: 
Cio = Cao = Vu + Yiz = Pa Pa _ Pa — Pa — — 
A A PuPa2 — PaiPi2 
EN 1 — 2rel 
Po + Pm Re 
2pa 
gi 
2rel In Rte 
__ Pa Pm 2p 


Cis = Ca = — Dene ile qur soper qr 
1 Yı2 " "t 

A  PÍ—P5 1g B — t? s 2p(R" — g 

20a a(R? + e) 


A fiind determinantul coeficienţilor de potențial: 
A = Duos — PPa = PO — Pw 
Numeric (pentru | = 1 m): 


=s 40. — z 140. 
po ™= 11,9 + 10 m Pa = 3,89 * 10 zi 


Ca = Cg — 0,34 + 107? F/m; Ciia = C,g = 0,07 : 10° Fim; 
Cio = Cap = 0,088 : 107? F/m; Cia = Ca = 0,0348 10° F/m. 
un cablu trifazat avind conductoarele aşezate 


veliş metalic cilindric. Permitivitatea dielectri- 
raza învelișului R = 2,5 cm; raza fiecărui 


Problema nr. 185. Se dă 
simetric în interiorul unui în 
cului cablului este e = 32o; 
conductor a = 0,5 em, 


iar distanţa dintre axa cablului şi fiecare dintre axele 


19 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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conductoarelor p = 1,25 cm (fig. 185). Să se determine capacitățile parţiale 
şi cele în serviciu, in ipoteza qı + qa + qa = 0. Se va considera a «& p, R. 


Soluţie : Datorită simetriei, coeficienţii de potential din ecuaţiile lui Max- 
well satisfac următoarele relaţii: 


hi = 2 . 
Pii = Pe: = Pas = po = pd e = 12,1 - 10? 7i 
ne ap 


Pi = Pa >= Pu = Pm = 


RA oiL Rigi 
m te t Re — 588-1092. 
2ne y3e F 


Capacităţile in serviciu sint egale, ele 
rezultind ușor din ecuaţiile lui Maxwell: 


Vi = Pudi + Prada + Pils = 
Dots + Pm(Qa + 43) = (Po — P») 01; 


1 F 
Qa meu 0104 = e Ca Cao 


Capacităţile parţiale se deduc de asemenea uşor, folosind ecuaţiile lui Max- 
well sub forma: 
qi = YuVi + YisVa Vs; 


Qs = Ya Va + Yos Va + Yaa V3; 


Qs = YsıVı + Ya2 V2 + Y33 V3» 
sau 


qı = C10 Vi + Ciel V4 — Va) + Cisl Vi — Va); 

qa = Coal Va — V4) + CaoVa + Cas(Va — Va); 

93 = Cal Va — V3) + Coal Vs — Va) + CsoVs. 
Din motive de simetrie, 


1 uF 
= = = 2 = ———— |= 0,042 =; 
Cio = Cao = Cao = Yn + Yie + Yis fo. Spa |= 0, aen 
C =C =C VORNE. an — 0,04 &F ., 
no o 79 (p,—pw)(po-- 2p») O km 


.. Problema nr. 186. Sá se compare capacitatea in serviciu pe 1 km a urmă- 
toarelor trei linii trifazate: a) conductoarele sint așezate in virfurile unui 
triunghi echilateral cu latura D, latura inferioară a triunghiului fiind paralelă 
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cu pămintul si fiind situată la înălţimea Z4 deasupra pămintului; b) conduc- 
toarele sint așezate la aceeași înălţime A, distanța dintre ele fiind D; c ) con- 
ductoarele sint așezate pe verticală la distanța D unul de altul, conduc- 
torul inferior fiind la înălţimea ho. Se dau: r = 10 mm; ho =5m; D=3m 
Liniile au conductoarele transpuse (fig. 186-a). 
Soluție : Pentru ca linia să fie simetrică, adică cu capacităţi în serviciu 
egale pentru toate conductoarele ei, se 
e i ds conductoarelor  , 7 2 x " 
unul în locul celuilalt, în punctele situate 3 an AO, 
la distante egale în lungul liniei, asa cum 7 RENT AN aere 4 
se arată în figura 186-a. În acest fel se 
înlătură, pe lingă nesimetria în capaci- Fig. 186-a 
tátile în serviciu, atit inducția electro- 
statică şi electromagnetică între conductoarele liniei, cit şi influenţa liniei 
date asupra liniilor de telecomunicaţii din imediata apropiere. 
n urma transpoziţiei, în relaţiile lui Maxwell: 


V4 = Pas + Pige + Pisis 
Vo = Pagi + P2292 + P2393; 


Va = Pai + P3292 + Pasda 


putem considera coeficienții proprii de potențial egali cu o anumită valoare 
medie între pa, Pas, Pas, întrucit un conductor trece succesiv în pozițiile 


1 2,33 
Po = = (Pii + P22 + P33) 


şi, analog, coeficienții mutuali de potențial, de asemenea egali cu: 
1 
Pm = *" (Pis + Pas + Pa): 


Dacă qı + 92 + ds = 0, relaţiile lui Maxwell sus-mentionate devin: 


Vi = (Po — P»)01; 
Va = (Po — P»)0d:s; 
Va = (po — Pm): 


de unde se deduc capacităţile în serviciu: 
1 


Po— Pm 


Dar 


x 


ele 


P4, um ec In EMXS 
ane —— Ynnn 


(n 2 + In 2 + In 
1 3 


Ta 


CE Scanned with OKEN Scanner 


292 ELECTROSTATICA 


gi 


1 " ] 
Pm = = E (In £2 + In Pz + la m diu anms In V e12013031 
2re, 3 Ti» l'as Tai 2726 Y rarssPoi 


2nel 2rcegl 
= E RE 


> în ( Vn, hshs VrustasToi | zin2 hr 
E ZE E RI r 

Vara VeusPases: is 

unde am notat cu A, r, ro ṣi p valorile medii geometrice ale înălțimilor, dis- 

tantelor dintre conductoare, razelor conductoarelor, respectiv distanțelor 


dintre conductoare și imaginile lor în raport cu pămîntul, 
În cazul a) din enunţ (fig. 186-b). 


Pt emer-1)nmm 


r= | [h + 0] - | 525 + 313) = 5,5 m; 


P23 = yD? + (2h? = 10,45 m; 
J e = 912,72: 10,45 = 11,9 m; 


PN 
/ DUM hr ,75 * 
v cw i25 —12-97'9. 567. 
P " A ToP 0,01 : 11,9 
/ T . . + " 
OP T MM UN Prin urmare, capacitatea pe unitatea de lungime 
2 Sk (m) va fi: 
fo 4 
G 1 
| 27E ic 4r :9-10? F F 
TÓC = -——— = 9,8 P^ — 0,0098E—. 
hr 1 - 5,67 m km 
Rig. 186-b x In 2 — 
Top 


În cazul b) din enunţ (fig. 186-c). 
ra = 10mm; h 5m; 
r—y2D = DY 378m; 
Pia = Pag = 10,45 m; 
Pai = | (2h)? + (2D = 11,65 m; 
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e = 10,452 - 11,65 = 10,84 m; 


WaS ug. 


= 0,85; 
Top 001-1084] ^ ' 


C; = 9,5 PÉ — 0,0095 VF . 
m km 


În cazul c) (fig. 186-d). 
rg = 10 mm; 
h= YR, F D), t 2D) = Y5 -8-11 = 76 m; 
r= 3,78 m; 
p12 = 2h, + 3D = 19 m; pa = dh + D — 13 mi 
Pai = 2h, + 2D = 16 m; 
o = Y p12P23P31 = 15,8 cm 


„6 -3,78 
heu cram 
Top 0,01 * 15,8 


C! = 9,42 PE — 0,009429 . 
m km 


? | inie de transmisiune este formată din trei conduc- 
E sn ri ^ p) em 0,6 cm. Conductoarele sint suspendate la înăl- 
timile 4; = 600 cm; h = 520 cm; ha = 600 em. Distantele Goe oara 
toare pe orizontală sint: dı = 200 cm; das = 160 om: di E ut T 
(fig. 187-a). Se cunosc diferenţele, de pora ine conductoarele 7 $ 
şi, respectiv, 2 gi 3; Ui = 30 kV; Us = ; 
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Să se calculeze potenţialul fiecărui conductor față de pămint, dacă suma 
sarcinilor celor trei conductoare este nulă. 
Să se determine capacităţile parţiale ale sistemului de conductoare dat. 
Solujie: Se folosesc ecuaţiile lui Maxwell: 


do V4 = Padi + Pide + P1313; 
Va = Pagi + Poada + P2393; 
Va = Pai + Pasda + Paso: 


unde 
x Pik 
Pu = Pi = = hns 
tj a àn€ lik 
gi 
` x eii 
" .. = ln REL 
Fig. 187-a puc m 


pu fiind distanţa dintre conductorul i $i imaginea in raport cu suprafaţa pă- 
mintului a conductorului k, rj, fiind distanţa dintre conductoarele i și k; 
r; este raza conductorului i, iar p;;, distanța dintre conductorul i și ima- 


ginea sa. 
Tinind seamă de relaţiile: 


Ui, = Vi — Vai Us; = Va — Va 
şi 
qı +42 o ds =O, 
se obține, din relațiile lui Maxwell, sistemul: 
Uis = (Pi — Pri — Pis + Pos)di + (P12 — Poe — Pis + P23)09; 
Ua = (Por — Pai — Pas + Pa3)di + (P22 — P32 — Pas + Ps3)do 


sistem din care se deduc sarcinile g1, qs, qs. 
Trecînd la calculul numeric, se obține: 


Pi = ra = Fag = 0,6 cm; — ria = V200? + 80? = 215,5 cm; 
To = V160? + 802 = 179cm; — ria = 360 cm; 
Pra = 1200 cm; P22 = 1 040 cm; Pas = 1 200 om; 
Pra = V200 + 1120 — 4440cm; poa = V160 + 1120 = 1132 om; 
| — pas = V360 F 1200 = 4 254 em; 
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coeficienţii de potenţial p;, pot îi luaţi din tabela care urmează: 


Pu Pa Pas 13,70 3,00 2,24 
Pu Pa Pas] 109| 3,0 13,0 333 =. 
Psi Pa: Pas 2,24 3,33 13,70 

Se deduce: 


g, = 2,94 107 =; ga = — 0,291 1072; gs = — 2,049 - 107 L, 
şi apoi: 
V,—2634kV; | V,— —3,66kV; V= — 23,66 kV. 


Pentru determinarea capacităţilor parţiale se folosesc relaţiile lui Max- 
well sub formă inversă: 


qı = Yu Va + YaaVa + YsVs; 
q2 = Ya Va + VaaVa + Yz3V3; 
ds = Ya Vı + Yaz V2 + vss Va» 
care se pot pune sub forma: 
qı = (Yun + Yiz + 33) V1 — Ya(Vı — V3) — Yvi(V1 — Va); 
Qa = — Yu(Vs — V3 + (Yar + 22 + Yos) Va — Yaa(Va — V4); 
qa = — Ya(Va — V3) — Ysa(Vs — V3) + (aa + Yos + Yaa) Va 
Punind: 
Yi + Yro Ya = Cho 


gi 
— Yri = Cki 


ecuațiile se pot pune sub o formă în care să apară capacitățile parțiale: 
qı = Cao + Cy (V4 — V3) + Cisl V1 — V3; 
qa = Cal Ve — Va) + CaoVa + Cu( Va — Va); 
gs = Cail Va — V) + €x(Vs — Va) + C39 Vs. 
Coeficientii de influenţă care determină capacităţile parţiale se deduc din 
coeficienţii de potenţial, astfel: 


ou ik 
Vi pe ma 


lA 


unde A este determinantul coeficienţilor p, 
pia din determinantul A cu semnul lui. 


iar Aj, este minorul coeficientului 
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Fácind calculele necesare, se obţine: 


Yu  Yua Yis 7,78  —1,515 —0,907 
Yn Ye Yu|—107|—1515 8,22 —1,745| Š> 
Ya Y3 Y33 —0,907 —1,745 7,88 | 
şi apoi se calculează capacitățile parțiale pe unitatea de lungime: 
: ; Cio Cia Cair 5,39 1,515 0,907 


F 
Ca Cao Cos] = 10721515. 494 — 1745 | —: 


zh 
v Ca Ca du Gi 0,907 1,745 5,23 
X i j Cunoscînd capacitățile parțiale și diferențele de poten- 
2 2 tial Uiz, Uoa, se pot determina, asa cum s-a văzut in 
e; problema nr. 164, diferentele de potentialla bornele ca- 
Fig. 187-b pacitátilor Cios Cao; Cao, adică potentialele conductoa- 
relor față de pămint (fig. 187-b). 

Problema nr. 188. Conductorul 2 al liniei din problema precedentă este 
pus la pămint; conductorul 3 este izolat, iar conductorul Z are față de pă- 
mint potenţialul de 1 kV. Să se determine sarcinile conductoarelor şi poten- 
tialul conductorului 3. 

Soluţie : Capacităţile parţiale au fost calculate în problema precedentă. 
În noua situaţie, schema de legătură a acestor capacităţi este reprezentată 
în figura 188 a si, sub forme mai simple, in figurile 188, b şi 188, c. Poten- 
tialul conductorului 3 este egal cu diferenţa de potential la bornele conden- 
satorului C4, (sau Cog): 


0,907 
Vnd 211 — —-——  —A tura 
Ca bot Ug 0,907 + 5,23 + 1,745 
7 
Asie Pfa 
+/ \+ - 
Co TUO Caz I 
= 3 
" F 
Cop 2i Cop * Cas 
Fig. 188 


Sarcina g' a conductorului 7 va fi: 


F = CV CV C EV: HM 
q jer ut în 101 + CaaVa + haera 


= 77.100 £. 
m 
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Sarcina q''' a conductorului 3 va fi: 
q” = — Qgi + 13 + da = Î, 
iar sarcina conductorului 2: 


q” = — Qi — d23 — — 1j 107» €. 
m 


Problema nr. 189. În linia precedentă cu trei conductoare, conductorul 1 
este întrerupt la distanţa de 25 km de la inceputul liniei. Conductorul 7 are, 
la începutul liniei, potenţialul V; = 100 k V faţă de pámint; in restul liniei 
el este izolat şi neincárcat. Conductoarele 2 şi 3 (cu lungimea de 50 km) sint 
legate între ele, izolate de pămînt gi neincárcate cu sarcină electrică (fig. 189-a). 
Să se găsească potenţialul Vi' al porțiunii conductorului Z dinspre sfirgitul 
liniei. 

Solujie: Schema echivalentă a liniei este reprezentată in figura 189-b şi c. 


(G2*53)!; (6*5) L 


Fie 
C = Caola(Cas + Cs). — 1,67 : la: 1072 F 
Cio T [^m + Cy 
gi 


C, = (Cro + Cao)! + Ci = 221, : 107 F. 
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PP ei ct cete mid cip epic pa 
Atunci: 
y, VI Ca + Ch — 9,93 kV 
(Cia + Cis) * li + Ce 
şi, prin urmare, 
Vi! ms V, Ln C. 3,08 kV. 
Ciola -P (Cis * Caa)la 
Problema nr. 190. Să se studieze proprietăţile cimpului al cărui potenţial 
complex este: 
W = Az, 


A fiind o constantă reală. 
Solujie: Punind z = x + jy obținem: 


W = A (z + jy). 
Funcția potențial U este dată de partea reală a potențialului complex: 
U = Az, 


iar cîmpul 


prin urmare avem de-a |[ace cu un cîmp uniform. Dacă A = ^ unde 2d 
este distanţa dintre două plăci infinite conductoare (fig. 190), iar 2V, dife- 
renta de potential dintre ele, functia W repre- 
zintá cîmpul din această situaţie: 
W = — z. 
d 


Problema nr. 191. Să se studieze proprietă- 
tile cimpului al 'cărui potențial complex este: 


W-A(-t) 


f A fiind o constantă reală. 
Solutie: Punind z = rele, vom obține: 


W=A (re -c e| . 
r 
Convenim să luăm partea reală a functiunii W ca funcţiune potenţial U: 


U=A [r — tes a. 
r 
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Suprafaţa echipotenţială U = 0 are ecuaţia: 

r? — g? — 0, 
care este ecuaţia suprafeţei unui cilindru de rază a (fig. 191). Mai remarcăm 
că, pentru r foarte mari (r — co) cel de-al doilea termen din expresia poten- 
tialului [4 2 cos «| poate fi neglijat si deci U — Ar cos « = Ay, ceea ce în- 


seamná cá, la mare Hepsrtsne de axa inr Ed Migo) 
lui, cîmpul este practic uniform | E, = — rm Y 
L y P. 
= — A; E, = Ji 
Intensitatea cimpului electric la suprafaţa ci-  —- -—— 
T 


lindrului se deduce din: 
dW |* 23% 
E. =! [3] = —a[!+ i) = Fig. 191 
— ' (1 J Sp) Eius A(t + 2 cos 2a) — jA € sin 2a, 
] " r? ` ră 
unde luăm r = a. Mărimea cîmpului electric pe suprafața cilindrului va îi: 
| Ec |rza = A V( + cos 20)? + sin? 2a = 2A cos a. 
Presupunind cilindrul metalic, fiindcă suprafața lui este echipotenţială, 


densitatea superficială a sarcinii electrice va fi: 


e |E.| 2cA 
p, = ——- = —— cos q, 
x x 


iar sarcina totală a cilindrului pe unitatea de lungime: 


2x 
cos « da = Q. 
0 


g= | e dA = È" p,a da = 771 


În consecință avem de-a face cu cimpul unui cilindru metalic infinit lung, 
inițial neîncărcat cu sarcină electrică, introdus într-un cimp inițial uniform, 
cu intensitatea: 


Ey = — A. 


Problema nr. 192. Să se studieze proprietăţile cimpului al cărui potential 
complex are următoarea expresie: 


Wa dig =, 
z -+ jh 


A fiind o constantă reală. - 


TU r PET De : 
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Solujie: Punind z =? + jy, obţinem: 
W-—A n EV — A ml pikas dd se 


læ + jU + h) a? + (y + A)? a2 + (t 8) 
Dacă notăm cu: 
A r= AFU TP; 
D ~ , Us qf. L LX 
MT ep Meg) = y 2? + (y — Ay, 
i funcțiunea potențial va fi: 
i 
ENS i MER U— — AI. 
l 
| / Dacă r= r’, adică dacă punctul M se află în 
Di -h) y planul xOz, atunci U = 0. Acest plan este, deci, 
i un plan echipotential. Funcțiunea complexă W re- 
Fig. 192 prezintă, deci, cimpul unui fir rectiliniu încărcat, 


situat la distanţa k deasupra pămintului (fig. 192). 
Densitatea de sarcină liniară a firului se poate afla identificind expresia U 
a potenţialului cu expresia potenţialului din problema nr. 180. 


en A a "pl 
2TE9 


Intensitatea cimpului electric se determină imediat: 


u (=Z ia see | 2jh là 2h A [2zy — j(z* + h? — y) 


dz z2 + k (x? — y? + n? — 4229? 


Pentru suprafaţa pümintului y = 0; E, = 0; E, = Em 
-H 


, vectorul 


intensitate fiind normal pe planul zOz. Se observă că densitatea de supra- 
față a sarcinii electrice, care apare la suprafața pămîntului, este invers pro- 
portionalá cu pătratul distanței de la punctul considerat piná la firul conduc- 
tor încărcat. 


Problema nr. 193. Să se studieze cîmpul al cărui potențial complex este: 
W = Ti In z, 
JXo 
V, $i «o fiind constante reale. 
Solutie: Luind z = re/* obţinem: 
W =U -- jV = 5 (Inr 4- ja) = V, 5 — jY* Inr, 
jo Xa 


Xo 
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1 
y 
Zo Zo 


Cum se observă liniile echipotentiale sint drepte care trec prin origine. 
Pentru U = 0, obținem a = 0, iar pentru U = Vo, « = «,. Liniile de cimp 
sint arce de cerc cu centrul în origine (fig. 193). 

Funcțiunea complexă dată reprezintă, ' y 
deci, cimpul a două armături semiplane | 
făcînd între ele unghiul ag, între armături I 
fiind o diferenţă de potential Vo. 

Problema nr. 194. Sá se arate cá func- 
țiunea 


a 


W = k 1n sin = z) 
= w i A . vi /-0 T 
exprimă potențialul complex al cimpului . ' 
unui sir de- conductoare filiforme paralele, Fig. 193 
încărcate cu aceeași sarcină, așezate în lun- 
axei y = 0, la distanțele + na (n = 0, 1, 2, ...) faţă de originea coor- 
donatelor. 
Solujie: În adevăr, funcțiunea W dată este analitică pentru z Æ + na 
si se bucurá de urmátoarele proprietáti: 


a) pentru z = + na, sin = d = 0 şi In sin [= z) = oo, deci potențialul 
a a 
devine infinit în punctele z = + na, așa cum trebuie să fie dacă avem de-a 
face cu conductoare filiforme (raza nulă); 
b) pentru z — + (n + >) a + jy, adică în punctele situate simetric in ra- 


; : - 
port cu o pereche oarecare de conductoare vecine, sin b 3) = + cos nz ch P, 
: a a 


ë TE . A . " . E n 
de unde sin [Z z| Æ 0, si, in consecinţă, sarcinile conductoarelor sint de 
a 


acelasi semn. Pentru y foarte mari, se poate presupune: 


TY 


Ji 1. sc 
ch ny a 


RI — e 
a 


Și, deci: 
w=k|= — In 2) =, 
a 


a 


ceea ce corespunde unui cimp uniform. Asa si trebuie să fie, deoarece pentru 
un observator, foarte depărtat, de axa Oz, conductoarele încărcate, paralele, 
echidistante, devin un plan incárcat, al cărui cimp este uniform. 
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Problema nr. 195. Să se determine potenţialul electric și intensitatea cimpu- 
lui unui fir conductor avind densitatea lineará a sarcinii electrice o;, situat 
într-o cavitate cilindrică conductoare (fig. 195). Se va folosi o transformare 
conformă a interiorului cercului in semiplanul superior, utilizînd apoi rezul- 
tatele obţinute în problema nr. 192. 


Solufie : Transformám sistemul de coordonate z0y într-un alt sistem CE, 
în aga fel încît interiorul cercului să se transforme în semiplanul superior, iar 


firul din punctul (a, o) să fie plasat în punctul 
(o, h) (fig. 195). O astfel de transformare con- 
formă este dată de funcțiunea omografică 


CR — C*z 
— SRI Ra. + 
R—z 


č = 1 + jé = (1) 


C fiind o constantă complexă, C = Cer, iar 
C* — conjugata ei, această constantă fiind de- 
terminată din condiția ca, pentru z = a să avem 
C—jh. În adevăr, funcțiunea (1) realizează 
transformarea dorită. Astfel, dacă z corespunde 
punctelor situate pe cerc, z = Reje, C rezultă a fi 
o mărime reală, adică corespunde punctelor si- 
tuate pe axa reală Qy: 


ei! — gx») 
Cz Co - = 
Fig. 195 1— e" 
sin |Z — ) 
= C cos y + j sin y — cos (x — Y) — j sin (a — y) NE. E T 
" 1 — cos œ — j sin a 4 a 


Dacá œ variază in limitele — x, + x, adică z descrie cercul de rază R, 
atunci 5$ variază în limitele — oo, + co, adică descrie axa reală in între- 
gime. Constanta C rezultă uşor: 


jh - CR — C*a ll 


R—a 
de unde: 


cos y = 0; 


În consecință, 


R-ra 
2 
R—a 


i— Cocos y + JC, sin y 


R —a R—a 
C,—A ° = jh A 
9 no J R+a 

= jh R—aR+z. 
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Am redus prin, transformarea conformá (1), situaţia dată la o situaţie care 
este cunoscută prin problema nr. 124, un fir încărcat deasupra pămintului, 
pentru care cunoaștem funcțiunea potential complex: 


P m— 


W = — . 
[2re, — 5 4r jh 


Introducind în această expresie valoarea lui $ găsită mai sus, vom obține 
funcțiunea potential complex W = f(z), care 
ne permite studiul cimpului conductorului 
în cavitatea cilindrică: 


xP; R? — az 
n 


W = — 
2TEp R(z — a) 


Problema nr. 196. Sá se studieze, cu aju- 
torul transformárilor conforme, cimpul elec- 
tric al unui fir rectiliniu infinit lung, încărcat 
cu densitatea lineará p; a sarcinii electrice, 
situat între doi pereţi conductori infiniti, care 


w H . TE 
formeazá între ei unghiul « = E' 


Soluţie : Vom face o transformare a planului 
(z) în planul (%'), in aşa fel încit interiorul 


unghiului « = să se transforme în semi- 


planul superior, iar punctul r = a + jb = rgeif» 
să se regăsească în punctul k + jh (fig. 196-a). 
Pentru a găsi funcțiunea care realizează 
această transformare, aplicăm teorema lui 
Schwarz pentru poligonul format de laturile 7 
şi 2. Convenim, de asemenea, ca originea O a planului (z) să se transforme in 
originea planului (C). Deci, în formula lui Schwarz, pentru cazul nostru: 


a 
dz h = 
T = Coeg — i) F, 


á 2m ; : i 
se iau m = 0; «4 = 0; lu = + — Şi se obţine apoi: 


2 
9 


1 
"T een dt' —3Ct3 +A. 
Constanta A se determină imediat, deoarece pentru z = 0 trebuie C' = 0 
gi deci A — 0. În consecinţă, 
^ um Co, 
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C= JJ fiind o constantă reală. Punind condiția ca punctul z = r = r,ei 


să se regăsească în punctul & -+ jh, găsim: 
k -+ jh = C arie: 
de unde: 
k = Corţ cos 3p, => Cyr? + 79); 


jh = jCor sin 38, = = Cor — r*3). 


Mai facem o simplă transformare lineară, 
pentru ca conductorul să fie plasat în punc- 
tul (O, h) şi să întilnim situaţia care a fost stu- 
diată în problema nr. 192. 


t= Qu —k, 


4 $ 
M 


3 
pm 
í 


| 


p > Le” 3 
df 3| N sau | | 
Fig. 196-b č = C — E C(e + r*?). 
Introducind in expresia potențialului complex al cimpului unui fir încărcat 
deasupra pămîntului: 
W = 2h In Z —jh i 
TE Ç jh 


valoarea precedentă a lui C, se obţine expresia potenţialului complex pentru 
cimpul studiat al firului intre doi pereti conductori: 


' x T" 
ge Er 
2xe, | 2 —r*? 


Problema datá se mai poate rezolva aplicind metoda imaginilor, asa cum 
se vede în figura 196-b 


Problema nr. 197. Sá se studieze cimpul al cárui potential complex este: 


W — U 4- jV — argeh Z, eu a si V4.0 (1) 
T a 
Solutie : Din relaţia de mai sus deducem 
z= z + jy = ach D = ach E (U + jV) (1^) 
0 0 
x = Re[z] = a ch 79. . cos 7 (2) 
Vo Vo 


y = Im [z] = a sh E „sin 77 (3) 
0 


9 
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De aici rezultá: 


zi y* 
—1 (U-c pi 
acht PU asha TU ) we 
Vo o 
z? y? -si (V = C!) (3^) 
ai cos? —— . a?sin? ET 
o Vo 


d 
U U igl, Us Uş 


Fig. 197-a Fig. 197-b 


adică: 

— liniile U = const reprezintă elipse confocale 

— Jiniile V = const reprezintă hiperbole confocale. 
În ambele cazuri focarele fiind z = + a. Deci transformarea conformă (1) 
asigură în mod univoc reprezentarea semispatiului superior y >0 (vezi 


fig. 197-a) în semibanda U > 0, o < V < V, (v. fig. 197-b) din planul W. 
Se observă cá din (2) şi (3) că pentru V = 0 obținem z— a ch T 
0 


y = 0 iar pentru V = V, avem z — — a ch LU y = 0, adică tocmai tă- 


ieturile plane, semiinfinite necesare regularizărli funcţiei (1) în planul z. 
În concluzie, funcţia (1) descrie cimpul dintre armăturile unui conden- 
sator plan cu armături coplanare (vezi fig. 197-c): liniile de cimp sint date 
de U = const. iar liniile echipotentiale de V = const. 

Aplicaţie: Să calculăm capacitatea unui astfel de condensator, pe o porţiune 
a armáturii de lungime l și lăţime b (a < x < a -+ b) ca in fig. 197-0, reprectiv 
limitată de liniile de cimp U; $i Us. 
Se stie în acest caz cá: 


E am , . 
E o Ai unde Ui < Ui; şi Vi< V: (4) 
x Yi Ya 


20 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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PD DD Án —P , i 
Q Gru a a A P D D E. Á l " 

a a anda TEQUE. I... 5. T d 
kg=a+b E ND. 

| (3) 

Y f) i (A0) V2 

e - IE d 27 
Fig. 197-c Fig. 198-a 


înlocuind aceste valori in (4) cu Vi = 0;Vz = Vo şi zo — a + b rezultă: 


cepe st) 
xm a b 


Problema nr. 198. Sá se studieze cimpul produs de armáturile metalice din 
figura 198, cunoscind diferenta de potential dintre armături V,. Se va folosi 
transformarea Schwarz. 

Soluţia 1: Sistemul de armături formează un patrulater ABCD, avind 
virfurile A, B, C la infinit. Vom aplica o transformare conformă care să trans- 
forme patrulaterul ABCD în două armături semiplane, făcind între ele un 
unghi de 180* si avind diferenţa de potenţial Vo. Acest din urmă caz a fost 
studiat înfproblema nr. 193, funcțiunea potential complex fiind: 


W = pn c. 
jr] 


Funcțiunea Č = f (z), care realizează transformarea conformă dorită, se 
află cu ajutorul formulei lui Schwarz: 


2 = Cr Cm a8 ma) F (Cm ap = dE +C. 
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Avind în vedere că putem alege arbitrar trei puncte, vom considera că 
prin transformarea conformă punctul A devine punctul a plasat tot la infinit 
ceea ce simplifică formula lui Schwarz [in care rámin numai trei termeni 
de forma (č — n)]- Punctul B de la infinit se mută în punctul b ( — 1,0) 
iar punctul C în c(0,0). Punctul D va apărea în d (^, 0), fiind deocamdată 
necunoscută abscisa à. Prin urmare: 


a =— 1; a=0; a= 
şi 
t = T; Xo = T; G3 = — T; Lg = 0 
şi, deci 
= Cp 4+ 0 = CA 
z EFT + Cala C + CA 4- 1) In (C 4-1) + C". 


Cum pentru z = jH, (= A rezultă: 
C' — jH + Calana — CQ. + 1) In (à + 1) 
şi deci: 
Iti 


cn E on au t 
z—jH = Can È + CA + 1) na 


Atunci cînd 0 trece prin punctul b (— 1, 0), funcțiunea z trece prin punc- 
tul B de la valoarea z = N + jO la valoarea z, = N + J2H, N fiind un 
număr foarte mare, înregistrind o creştere Az = 2 — a = jAH. Această 
crestere poate fi calculată şi din expresia (1): 


—Et 


: —1—€t 
a = jH = CA In — CO 1)m e 


e 
A+ 1 


a, — jH = — Ca m 5 + Ca + Dn 
deoarece z, corespunde lui č, = — 1 — £, iar za lui ča = — 1 + e, e fiind o 
mărime foarte mică: 
[Az = za — za = CO + 1) [In e— In (— 2)] — Călin (—1+ 9— 
—iIn ( — 1;j—,5)]: 
Cum însă In (—s) — 1n e+ir si In (—1 + s) œ% jr, rezultă: 
Az = — j CA + 1) = 2H. 


i ctul c (0, 0), funcțiunea z trece prin punctul C de 
Cd e n DP Ea End N + jH, inregistrind creş- 


valoarea 2; = — N + j2H la valoarea z = — 


terea Az' = — jH. 


h 
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Însă, 
zi — jH = — Cain E + CA + 1) In 2o 
zi —jH = — Cam + CO + 1) In £77, 


Az = g — zi = — Ch [ln e — In (— e] = jC v = — jH. 


Din cele două relaţii între C şi A rezultă à = 1; C = 2 și, deci, 


I 2 1 -1 
in = — Em E = Emi a 44) 
Te 4t x 2 2 
Inlocuind pe E cu valoarea dedusă din 
= Ye în, 
jr 
adicá: 
Pali 
Ve 
C = ¢ ? 
şi obţinem: T 
2H 
pi E cm cos EZ + 1]= — 1 cos —— , 
T Vo ud é 
sau 
Tz 
COS zw — Je 2H 
2V, 
Pentru a afla liniile echipotentiale va trebui să separăm variabilele U 
şi V: 
" n(x--jy) 
U — 
COS xU ti — j H, 
2V, 
de unde: 
U i 
cos FU ch EY. — e 3H .gin E, 
25. 44 2 
nU rV E nU 
sin — sh — = — e cos 
2V, — 2V, 2H 
Cum ch?a — sh?a = 1, rezultă cá familia de linii echipotentiale este dată 
de ecuaţia: 
sin? ZE cos? ZE 
oH 2H 2H 
cos? ki sin? ru 
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Pentru U = V, obţinem sin 2 = 0, adică y — 0 si y = 2H, ceea ce 
constituie o verificare a calculului. Pentru U = E obtinem urmátoarea 
ecuaţie a liniei echipotenţiale: 


TX 

UP TU 

eH = — 9cos 3, 
H 


in care dacă z — — oo, atunci y = A gi 5 
y = adică la mare distanţă spre stinga, 


cimpul este uniform, cum era de aşteptat. 
Soluţia a 2-a: Vom alege sistemul de refe- 


| 


3H 
2 


rinţă în planul (2”) ca în figura 198-b. Datorită pă 600) 
simetriei figurii, în raport cu axa O'z', va 22 | 

fi suficient să studiem cîmpul în interiorul V-g | A 
unghiului ABCA. Vom transforma inte- 2 T r 3 Y 
riorul acestui unghi in semiplanul superior 

printr-o transformare Schwarz. Facem ca £ 


punctului C din planul (z/) să-i corespundă 
în planul (č) originea: deci m = 0 șia = 
= 3 şi, în consecinţă: 


m = Coca +C' 
2 


Cînd t, trece prin punctul c (0, 0), functiunea z' creşte de la valoarea zi = 
— N + jO pînă la valoarea z = N + jH, cu A z’ = jH. Însă: 


E 4 t 
z,— Clne- C, 


$i 
Az’ = Z — g = C [ln e — ln (~ 1) = — jn € = jH, 
H Constanta C' o determinăm punind conditia suplimen- 


de unde C = — 
să devină b( — 2a, 0) în planul (5): 


„TE 
tară ca punctul O (0, 0) din planul (2) 
C = — În (— 2a) + C*. 
T 


de unde: 
C' = E In 2a + jH, 
T 
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şi prin urmare, 
z —jH = — Em. 
Dj 2a 


În planul (5,) facem acum o translație, in așa fel încit originea să se mute 
în mijlocul segmentului bc, şi apoi trecem armătura din stinga în dreapta, 
și invers. Această transformare se obţine cu ajutorul functiunii: 


—î=t+ra 
și, deci: 
Fdi.7h*I$S. 
^ ix 2a 


Cazul obţinut prin ultima transformare mai rezultă dacă se folosește poten- 
tialul complex: 


W = 7s are cos $ 
T a 


sau 


t = a cos AR 
Vo 


valoarea lui t fiind introdusă în expresia lui z' se obține, în sfirgit, 


M 2 314 
s! =` In cog E, 
i 7 i2 Vo 


z^ 
-5 zW 
e i= alu 


ceea ce coincide cu rezultatul obţinut înainte, deoarece: 
z’ =z — jH 


Problema nr. 199. Între două armături de forma celor din figura 199 se 
stabileşte diferența de potential V,. Sá se găsească funcția potential com- 
plex W = f(z), care reprezintă cimpul electric astfel produs. 

Soluţie : Datorită simetriei figurii, în raport cu axa Oy, este suficient să 
studiem cimpul numai într-un cadran. Pentru aceasta vom transforma inte- 
riorul triunghiului AOCA in semiplanul superior, folosind formula lui Schwarz. 
Vom impune următoarea corespondenţă: punctului A de la infinit din pla- 
nul (z) să-i corespundă punctul a de la infinit din planul (7); punctului O 
(0, 0) să-i corespundă punctul O (— 1, 0), iar punctului C (0, H) punctul c 
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(0, 0). Punctul B (0, A) va apărea în punctul b, situat la distanţa 2d de ori- 
ginea planului (%'), distanţa 2d rüminind să fie determinată. Deci: 


1 1 
a= CQ d) ERT Pap! C = C arg ch 0-20) + C 


Constantele C și e determinăm din condiţiile: pentru z = 0, ('=—1 


pentru z — jH, t = 
0 = C arg ch (—1) + C' = jOr 4- C’, 
jH = C arg ch (4) + C' = C' 
și, prin urmare: 


z — jH = — Ë arg ch (1 + 2%), 
T 


sau 
, a Pey 
1 4- 2t = ch (2 tjs] = — 7. W 0D D o 
a ó 0. € 0:8 25 

Distanţa 2d o determinăm din condiţia: Ioi dis 

pentru z = jh, &' = — 2d, adică: Fig. 199 
— i Ea cod o 
1— 2 (2d) = ch j 7 cos — 


sau 


Dacă mai facem o transformare simplă mutind originea planului ($') in 
punctul (— d, 0), pentru a intilni cu cimp care a fost studiat în problema 
nr. 198, adică dacă luăm 

== [ng + d, 


atunci: 


— 2d = — ch SE 
4 4- 26 d ch = 


sau, ceea ce este același lucru, 


s i ohi 5. 
č— d= —oh I 
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Dar funcțiunea potenţial complex pentru cimpul creat de armăturile din 
planul (5) este cunoscută 


y. 
W = aro cos 5, 


sau 


si, prin urmare, inlocuind in ultima expresie pe č cu valoarea obținută mai 
sus: 
deos $= perd] eios BEES. 
Vo 2H 


Ultima expresie mai poate fi prelucratá, obtinindu-se piná la urmá: 


h 
+ ch - = cos — sin E 
2H 2V, 


ch? cos? e sh? -- sin? i3 " 
EE us LE cos? Z= 
sin? 3U cos? La a 
2y 2Ve 


Pentru U = 0 obţinem cos = — 0, adică y = H, cum era de aşteptat. 


Pentru U = V, găsim sin 77 = 0, deci y = 0, sau sh 77 = 0, deci z = 0, 


iar y < k (pentru y > h, ecuaţia nu are sens), ceea ce constituia o verificare 
a rezultatului. 


Pentru U = - si z foarte mari, atunci: 
ch Z a sh 2 zz oo 
2H 2H 
gi rezultá: 


cos? Sr — si na TE as = 0, 


„cos X. ~ 0, 
H 
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"m H ui ia d f f 
adică y = z şi, prin urmare, linia echipotentialá trece la jumătate distanță 


intre armătura superioară şi cea inferioară, cum și trebuie, deoarece pentru z 
foarte mari cimpul este uniform. 

Problema nr. 200. Doi electrozi infinit lungi, cu generatoare paralele, au 
forma şi poziția relativă din figura 200-a. Unul dintre electrozi are poten- 
rim V,, iar celálalt are potentialul zero (0). Dielectricul dintre ei este omogen 
şi izotrop. 


Fig. 200-a Fig. 200-b 


Se cere să se calculeze, prin metoda reprezentării conforme, expresia in 
complex a intensității cîmpului electric dintre cei doi electrozi. 

Soluţie : Asimilind structura din fig. 200-a cu un poligon avind n — 4 vir- 
furi, si alegind punctele corespondente din planul 3 ca în fig. 200-b, funcţia 
care reprezintă planul z pe semispatiul superior n > 0 rezultă din formula 


lui Schwarz 
1 


E "- 
dz = C( + 1)2-C1-((—2) ?-d(—€ r1 (4) 


unde corespondenta virfurilor si unghiurilor e datá in tabela aláturatá. 


K 1 2 3 4 
Ak 00 g(1+j) co 0 
ak 00 —1 0 A 

T T 
"i M as 3 NA 3 


i « ecti 7 la (1) 

vă că alegind a, = co factorul respectiv nu va apare în formula 

Cen venim de iii să alegem pentru radicalul din (1) acea. determinare 
? , * Y 


care este reală gi > 0 pentru & + a, real şi > 0. 


pă 
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Facem substitutia: 


CET ei Das] ii n d. | 
LN PES Bed d TNT Aa (2) 
12 ERES = ST +a] 
- (2 — 1) (A + 1) Ai Mpi 
| 2 us a Edo, 1. itf, 
= — -4 arctg t Và + In—; da tg t = — In —~ 73 
yz met VA + i dar arctg t 251.5 
Deci: 
;—j Eni p eT ge (3) 


VA 1 —jtYÀ 


a) Determinarea constantelor de integrare C, C' şi A 


Vom pune 3 condiţii geometrice de corespondenţă: 
— pentru Å, È da, respectiv pentru 3 = A (adică t = co)=z = Q0 


ERES = x j e LR j 
jq )+ CIn 4 + C’, adică C Y 0 (4°) 
— pentru Á; = ap, respectiv pentru 3 = — 1 (adică : = 0) 22 = g (4 +j) 


gi +i) jj In 1-- Cin (— 1) -- C', adică g(1 + j) = Cin +C' (4) 


— corespondenţa pe o curbă din dreptul virfului A respectiv pe un mie 
arc de cere cu centrul in a5 


j —1 4 ao 'Ju ' 
yc Jg+jy e»0 Jos l/o6/9 — a pei? Y= Yx 


Din (4), (4”), (4"") rezultă: 
| C -g;C-—-; à—1d 


T 
respectiv 
ye TFI 41 
T E: 
z—j-ln bek Iin —1 +g (5) 
+ 7 Aqu E | 


dac: E =i (—i 
b) Determinarea potențialului gi cimpului complex. 
Pină acum am lucrat cu potențiale complexe W a căror parte reală U 
reprezintă Neu peut nostru scalar, De data aceasta vom alege pe W ast- 


fel ca potenţial scalar să fie partea sa imaginară (spre a ilustra gi această 
posibilitate). În aceste condiţii, similar problemei 193, funcția (6) asigură 
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trecerea de la semispatiul Im [X] > 0 la banda 0 < Im [W] < V, adică re- 
prezintă 


W=" 
p'US (6) 


potenţialul complex căutat. Cu relaţia (6) se obţine: 


ad : = eu BE, 
P—1 2Vo 


şi înlocuind in (5) putem găsi funcţia z = z(w). 
Cimpul complex. În acest caz, avem: 


. aw)* . dW : : Ork] re = 
Beli] =|; a-ri 1 EAE E 1 


dz d; d: - t1 
c) Verificári 
— in colțul A, > a, (% = — 1), E, = co 
— în colțul 4, > a (§ = œ), E, = — j - adicá cimp uniform (fig. 200-a) 
— în colţul As — a, (5 = 0) 


im || E = tmf L a 


e —1 
*+1 co[lftr1 


Rezultá E, — —| Yo „ ceea ce este normal (fig. 200 a) 
8 


Problema nr. 201. Doi electrozi infinit lungi, cu generatoare paralele, au 
forma și poziţia relativă din figura 201-a. Unul dintre electrozi are potentia- 
lul V,, iar celălalt potenţialul zero (0). Dielectricul dintre ei este izotrop si 
omogen. Se cere să se calculeze intensitatea cimpului electric (sub forma in 
complex) dintre cei doi electrozi, cu ajutorul metodei reprezentárii conforme. 

Soluţie : Conform formulei lui Schwarz, funcţia care asigură reprezentarea 
conformă a poligonului cu 3 viriuri din planul z (fig. 201-a) pe semispaţiul 
superior din planul t (fig. 201-b) este dată de 


1 
dz = C (č + 1) .C1 at (1) 
sau 


E di + C = cay Firm ec (1) 
HN VEI +a 
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conform tabelei alăturate de corespondenţă ` : 


k pT 2 3 
Ab 0 —c0 [oo] 
ak —1 0 oo 

3n 
Ck 2 T 2 


"^0 (00) 

a 02 a3 
l b) 

Fig. 201-a Fig. 201-b 


Observăm cá, şi aici, alegind a4 = oo factorul respectiv nu apare în (1). 
a) Determinarea constantelor de integrare C şi C’ 
— pentru z= 02% =4 =—1 


0 = Cjr + C’ (2) 
Tran A, din za un mic cere de rază p — o cu centrul în origina pla- 
nului 


—x—jd 0 LA 1 4 
im ( “43 = — jd = lim cl Fer * 1 jog qg = — jer. (2) 
e 


2200 p=0 „0=m 


Din (2) si (2”) rezultă 


-g 


C m. t= — j 
-5 C jd (3) 


În aceste condiţii: 


- 4") 


a Spree +m BEHE] 2 [renew Ea 
3 "i 1 T 1+ VFI 


[a 
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b) Potenţialul şi cimpul complex Considerind și aici potenţialul scal 
ca parte imaginară a funcţiei W, se ştie că în planul £ af i fig. 200b — 
avem: 


= int 
TE 
ŞI 
E, -li | -l iit 1 
I" | acd: la VEŢI (4) 


Cu expresia (1") a funcţiei z = z(L) putem calcula cimpul pentru orice z. 

c) Verificări d P 

— cînd z— Ag, (adică — co), corespunde č = a, (adică 0), deci ¢* = 0; 
E,(— œ) = — Jg oeea ce era de așteptat (vezi fig. 201-a) cáci la distantá 


mare cimpul e uniform şi îndreptat de sus in jos. -— 
— cînd z — A, (adică 0), corespunde č = a, (adică — 1), deci (* = — 1 
E„(0) = co, căci în punctul A, avem un colţ pronunţat. ` 
— să găsim la ce distanţă, la stinga lui A, cimpul devine uniform in pro- 


porţie de 99%, adică LM — 0,99. Rezultá cá pe axa realá: 
" . , " 


Dar 
d 1— 0,99 d 1 
= = |2. In ——— | = — —|- 
z E 0,99 + In 195 | =t [1.96 423 log 2] 
= Č [1,98 + 2,3 - (— 2,3)] = — 1/15d. 
T 
Deci, practic, pentru | — z| > 1,15 d, cimpul devine uniform cu o precizie 


mai bună de 194. Valoarea spre care tinde este 
, Vo à is : 
evident i 


Problema nr. 202. Doi electrozi infinit lungi, 
cu generatoare paralele, au forma şi poziția 
relativă din figura 202. Unul dintre electrozi are 
potenţialul V$, iar celălalt are potențialul zero . 
(0). Dielectricul dintre ei este izotrop gi omogen. 
Se cere să se calculeze (prin metoda reprezen- 
tării conforme) expresia in complex a intensi- 
titii cimpului electric dintre cei doi electrozi. Fig. 202 

Indicatie: Tinind seama cá, din motive de | H 
simetrie, suprafaţa S din figură este echipotentialá [avind V’ = A), 


problemá poate fi redusá automat la precedenta, dacá in rezultatul acesteia 


această 


VE i 
notăm Vo — — $6 d — 
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În aceste condiţii, soluţia găsită pentru cîmp la problema 201 se aplică 
aici automat pentru semi-spatiul superior din planul z. În ceea ce priveşte 
potenţialul în cazul nostru, funcţie de potenţialul V din problema prece- 
dentă, avem: 


Va) = Vt) + = vt) + Ve 


Problema nr. 203. Se dă un condensator avind armături plane dreptun- 
ghiulare de suprafaţă A, însă încli- 
nate una față de cealaltă, astfel 
incit distanța mijlocie între armă- 
turi este g, la capetele frontale ale 
armăturilor distanța fiind g — a, 
respectiv g + a, iara «& g (fig. 203). 
Să se calculeze capacitatea unu: 
astfel de condensator cu dielectricul 
de permitivitate e. Se va neglija 
Fig. 203 efectul de margine. 

Solutie: Aproximám liniile de 

cîmp prin arce de cerc cu centryl în B, de deschidere 


a = 2 aro tg ~ 22 


şi de rază R, astfel că un condensator elementar corespunzător unui tub de 
linii de cimp are capacitatea: 


-—— Aj — 


xl(a.R) x2aR 


Ínsumind toate aceste capacităţi elementare în paralel și observind cá H 
variază de la 


g—a 
B, = 2 g—a =; 
sin € [o 2a 
piná la 
fre 
R, = 2 g+a gta, 


ReR R 
RR x2a R »x2a g—a 
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Însă, dat fiind cá a «€ g: 


In ETT ou In LPS, = $ E. d 
g—a Te. g 3p 
| g 
și, deci: 
| &gÀ a? 
(m BA [1 + £) 
xg 39* 
Capacitatea este deci puţin mai pp P 
mare decit a unui condensator plan 
cu armáturile paralele de aceeași su- ^N 
prafatá A si cu distanţa g între ar- 
Ei. ISSSSSSSSS SSSSSSSSSSSSSSS 
Problema nr. 204. Sá se calculeze a 
capacitatea condensatorului plan, cu 
armături coplanare, tratat la problema Fig. 204 


197, cu metoda aproximării liniilor 
de cimp prin arce de cerc și segmente de dreaptă (vezi fig. 204.). — 

Solufie: Esenţial la această metodă este cá, in lungul unei linii de cimp, 
intensitatea cimpului electrio e constantá in modul (dacá mediul este omo- 
gen). Atunci, considerind un tub de flux elementar, capacitatea formatá 
de ariile corespondente respective se poate scrie ca la condensatorul plan: 


e dA. € ldz 


b l b 7 

at echt] 2 

unde am pus C' spre a deosebi rezultatul de valoarea exactă calculată la 

problema 197 l 
"CERE FEES] (2) 


Comparind (2) cu (1) rezultă cá avem o eroare sistematică negativă (coe. 
ficientul lui 5 este 1,57 respectiv 2 ... 2,42), dar ea nu depăşeşte citeva y^ 


(căci intervine logaritmul) gi scade cînd a & b. l 

Problema nr. 205. Mediul dintre plăcile unui condensator plan, la distanța 
g = 2 cm una de alta, are sarcina electrică repartizată uniform cu densitatea 
de volum p,. Potențialul uneia dintre plăci este Vo = 400 V. Pentru ce va- 
loare o, a densității de sarcină, potențialul electrostatic şi intensitatea 
cimpului electric lingă cealaltă placă sint nule? Se va rezolva problema cu 


ajutorul ecuaţiei lui Poisson. 
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Solujie: În cazul considerat, potențialul electrostatic depinde numai de 
coordonata z normală pe plăci: V = V(x) şi, deci, ecuația lui Poisson: 


AV —. m = Po 
Eo 
are forma: 
E ust 
dz? Ep Pv 


Constanta de integrare A se determină din condiția ca pentru z — g, T as 0, 


dx 
adicá: 
A == PoS 


£o 
şi, deci: 


dV x 
—=— Polg — z). 
dr tg 


Printr-o nouá integrare, obtinem: 
y = — *£* (g — x} + B. 
2t, 
Punind conditia ca pentru z — g, V — 0, obtinem B — 0 si 
y = — * (g — ay. 
P 


În sfirsit, pentru z = 0, V = V, 


Xpvo 
Vo Pe e i gu 
A 2£0 
de unde: 
2e Vo 
eo = me INE 
x9 


Introducind valorile numerice (MKSA neraționalizat), obținem: 


9.10 1 M. 
Po = — — = — 10° —. 
ár 223.107 18r mă 
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Problema nr. 206. Se stabilegte un eimp electric uniform de intensitate E 
într-un dielectric omogen, de permitivitate s, Se introduce in acest 
cîmp, perpendicular pe orientarea sa, un cilindru de dielectric de permi- 
tivitate £», de rază a, infinit lung. Prin prezenţa acestui cilindru se schimbă 
cîmpul iniţial. Se cere să se determine potenţialul electrostatic si inten- 
sitatea cimpului electric în noua situaţie, cum și sarcinile de polarizaţie 
care apar în volumul şi la suprafaţa cilindrului. 

Solujie: Alegem axa Oz a sistemului de referinţă 
în lungul axei cilindrului și axa Oy în direcția cim- 
pului (fig. 206). În noua situaţie cimpul va fi un cimp 
plan-paralel, independent de coordonata z. Va fi su- 
ficient să studiem cimpul într-un plan oarecare, per- 
pendicular pe axa cilindrului. Potenţialul V, într-un 
punct oarecare P, va depinde de coordonatele cilin- 
drice ale punctului: r şi 0. Se observă cá, din motive 
de simetrie, pentru un același r, V (r, 0) = V (r, —9), 
si cá V(r, 2x + 0) 2 V (r, 0), adică V este o func- 
țiune pară, periodică de 0. Potenţialul V trebuie, 
însă, să satisfacă ecuaţia Laplace: l 


APEN a ft. 
r Or or r? 00° oz 


Căutăm o soluţie a acestei ecuaţii cu derivate parțiale de forma pro- 
dusului a două funcțiuni F si G, dintre care una depinde numai de r și 


una numai de 0: 


V(r, 0) = F (r) -G(0). 


ss a ay 
Mai ţinem seamă cá 2 0. Obtinem: 


" dF P dF d*G 
2 d d9? 
dr E ou 0 0, 
F G 


dintre care una depinde numai de variabila 7 


adică suma a două expresii, re ( 
ariabila 0, care trebuie să fie nulă. Aceasta 


şi cea de-a doua numai de v 
este posibil numai dacă: 


dP dF dG 
re — +r — -— 

dr? dr —— d0? E 
F G 


Obtinem două ecuaţii diferenţiale obișnuite, una cu variabila r şi cea de-a 


doua cu variabila 9 


„EP dF — jsp 0: PG GO. 


dr 


m » 
24 — Bazele electrotehnicii — €- 3277 


h 
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i Prima, fiind o ecuaţie de tip Euler, admite soluția: 
| F, = Ar* + Br*; 
cea dein doua, fiind o soluție cu coeficienti constanti, admite ca solutie: 
G, = C, cos kO + D, sin k0 
și, deci, 


V, = (C, cos k0 + D, sin k0) (Apr + Br”). (*) 


Tinind seamă cá potenţialul trebuie să fie funcțiune pară de și că 
V (r, 2x + 0) = V (r, 9), rezultă D, = 0 si k = număr întreg. 

Cum k poate lua orice valoare între zero si infinit, obţinem o infinitate 
de soluţii pentru V de forma (*) si, prin urmare, soluţia cea mai generală 
pentru V va putea fi, pentru exteriorul cilindrului, de forma: 


V, —Y5 (Agr + Burt) cos k9, (r > a) 
k=0 
constanta C, fiind cuprinsă in A, și By, iar pentru punctele din interiorul 
cilindrului 
V; = b)» (Cerf + Dyr”*) cos k0. (r < a) 
k=0 


Constantele Ap, B4, Cr, Dpr se determină prin diferitele condiții impuse 
acestor potențiale. Astfel, punind condiția ca pentru r = 0, V, = 0 pentru 
orice 0, rezultă cá toti coeficienții D, sint nuli şi, de asemenea, coeficientul 


Co, adică: 
Va = Y^ Car" cos kð. 
k=1 
Punind condiţia ca la foarte mare depărtare de axa cilindrului (r co) 


cîmpul să fie considerat ca uniform, așa cum era inițial, adică V, — 
> (— Ey cos 0), rezultă: 


A, aui — Ep, 


adică 
V, = —Eyr cos 0 4- y Byr* cos KO. 
k-1 
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Condițiile la frontieră determină celelalte constante. La suprafața cilin- 
drului trebuie ca 


( V-a == (Va)r=a ; " 
ei(D, — D2) = 0, 


2V, __ 0V, 
"MI = Eg - ) 
Or ]r—a Or ]r—a 


condiţii care duc la următoarele relaţii: 


sau 


B B B 
Ca = — Ea +4; Ce S; .. Ga — ks a 
a ai ak 
- &B,, __ __ Ba. k Bk 
£a, — — £4, E, p p , £9 C50 — Fa . 3 £9 C pa — Wm 5, 
de unde: 
Qucm C. Em usce C = = 0; 
Bim Bym am Bpm; 
2e o £9—€ 
C; = —E9 = ; D, Lm E A. anii: . 
£j + E £9 + €i 
Prin urmare: 
V, = —E, (r — d cos; (pentru r > a) 
F Eg + £1 
2 
V = —E, Bi 7 cos. (pentru r < a) 
E> + E 
Intensitatea cimpului electric rezultă imediat: 
b use E ares . 
E, = E, [1 - A cos0. e, — E, (: = e—a sin. eo; 
r? & + r? et & 


(pentrur > a) 


2 Li 
2& cos. e, — Eo ——1— sinb. e (pentru r < a). 
£3 + €i Ea + € 
intensitatea cimpului electric în interiorul cilindrului nu 
fi scrisă sub forma: 


E, = E, 


Cum se vede, 
depinde de r; ea mai poale 


2e, 
E, — E, €y 
€; + &à 
———————— —— ? , 
e înlocui cu condiţia de continuitate a componentelor tangentiale 


* Condiţia aceasta se poat 


ale intensității cimpului electric, cu același rezultat. 
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şi deci nu depinde nici de © şi, în consecință, cimpul in interiorul cilin- 
drului este uniform, polarizatia P fiind, de asemenea, uniformă. Nu vom 
avea, deci, densitate de volum a sarcinilor de polarizatie, ci numai densitate 
superficială: 


pps = — divsP = — e(P, — Pa)y-a = — e(E, — E) = 
= By Ai 7% cos 0. 
(Ea + £1) 


Problema nr. 207. Într-un cimp uniform de 
intensitate E, stabilit într-un dielectric de 
permitivitate z}, se introduce o sferă de rază a 
din dielectric de permitivitate e. Să se deter- 
mine potenţialul electric şi intensitatea cimpului 
in noua situaţie. Să se determine sarcinile de 
polarizatie care apar pe suprafața sferei si in 
volumul ei. 

Soluţia 1: Vom folosi coordonatele sferice 
(v. fig. 207-a) si vom tine seamă de faptul 
că, din motive de simetrie, dacă intensitatea 

Fig. 207-a inițială E, este orientată după axa polilor 

sferei, cimpul are aceeaşi configuraţie in orice 

plan meridian al sferei. În consecinţă, potenţialul este funcţiune numai de 
două coordonate sferice: 


V= Y (r, 0), 
care se bucură de proprietatea de a fi o funcțiune periodică de 0, pentru 
un r dat: 
V (r, 0+ 2x7) = V (r, 0) 


Potențialul trebuie să satisfacă ecuația lui Laplace, atit in interiorul sferei 
cit şi în exteriorul ei: 


1 V š cV ey ]. 
i -~ €0 sin*0 ĉọ? 


Dacá considerám: 


V =F (r):G(0) 
Şi ţinem seamă că: 


atunei ecuația lui Laplace devine: 


r in dF F 
- p SE ott 
F dr dr? 


1 IG n dG 
cos 0 — + sin 0— | = 0. 
G sin 0 do: 
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Se observă că primul termen este funcţiune numai de r, iar cel de-al 
doilea termen este funcţiune numai de 0. Pentru ca suma lor să fie nulă, 


trebuie ca fiecare termen să fie constant, si anume unul egal cu 2, iar 
celălalt cu —2: 


1 dG . n dIG 
ms [cos 0 T + sin d CF AG —0; 
d?F dF 
C + 2r dr — AF = 0. 
Prima ecuaţie diferenţială, făcînd schimbarea cos 0 — x, devine: 

dG dG 

1 — 2)— — 2r — = 0. 

( ) Pe 2x PA +G =0 


Dacă A = k (k + 1), k fiind număr întreg, atunci această ecuaţie este de 
tipul Legendre, ale cărei soluţii sint polinoamele lui Legendre: 


dh cea 
Pilz) = uu — 0 


În cazul nostru, funcțiunea G (0), pentru diferitele valori ale intregului X 
de la zero pînă la co, va fi succesiv: 


P, (cos 0) = 1; P, (cos 0) = cos 0; P, (cos 0) — = (3 cos? 0 — 1); 
P, (cos 0) — ^ (5 cos? 0 — 3 cos 0)... 


Aceste funcţii G (0) = P,(cos 0) satisfac condiţiile cerute de problemă; 


sint funcţii periodice de 0. | 
A doua ecuaţie diferenţială, pentru A = k (k + 1), este o ecuaţie de tipul 


Euler și admite soluţia: 


Flr) = A,r* -+ B,r &*», 


care se verificá imediat. . l 
Prin urmare, potențialul V (r, 0) va li, pentru ķ precizat, de forma: 


Vlr, 0) = [Apr + 4709] P, (cos 0) k = 0, 1, 2, « 


si, prin urmare, soluția cea mai generală va fi: 


Vitr, 0) c x [A,r" -- Br) P, (cos 0), 
20 


` 
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pentru punctele din exteriorul sferei (r > a), iar pentru punctele din inte- 
riorul sferei (r < a): 


Valtr, 6) = SIC + Der +0] P, (cos 0). 
k=0 
Punind aceleaşi condiții ca şi in problema nr. 206, se determină toate 
constantele Ap, B, Ce, D, si se obţine, in cele din urmă: 


V, = Ev 


Piese a? 
ecc cron r>a 


+22 r 
gi 


32, 


3 
V, = —Eo a r cos 0 = — E, 


y, r«a 
£j + 2€ Ea + 28, 


de unde se deduce imediat intensitatea cimpului: 


2(e, — £) a 4 | £, —c, d? | , . 
— = C 0. E — 1 0. 3 
E, = E, | X4. 8 -L | os0. e, + | np sin0. eo 


£1 e 


3 3 E 3 
E, = E, —= cosh. e, — E, sinü. e, = E, —— 
E + 2€; £4 + 22, € + 28 
Cimpul în interiorul sferei este uniform, prin urmare şi polarizatia este 
uniformă şi nu vor exista sarcini de polarizaţie distribuite în volumul sferei. 
Sarcinile de polarizatie de pe suprafaţa sferei au densitatea: 


y' 


= Sto(e2 — &JEo cos O 
caza ? 


= div,P = —e,(P, — Pj,., = — e, (E, — E 5t 
Pps IVs e; (P, 2) (E, 1) E xr e) 


adică densitatea sarcinilor de polarizatie pe suprafaţa sferei este proporţională 


cu cos 0. Se poate demonstra și afirmaţia inversă: dacă sarcinile electrice sint 
repartizate pe suprafața unei sfere cu densitate proporţională cu cos 0, 
cîmpul in interiorul sferei este uniform. 

Soluţia a 2-a: Sá presupunem cá sfera introdusă în cimp se polarizeazá 
uniform, această presupunere urmind să fie verificată de rezultatul calculului. 
În acest caz, cimpul în interiorul sferei rămîne uniform (v. problema nr. 49) 
şi poate fi considerat ca superpozitia cimpului iniţial E, şi a unui cimp 
suplementar Æ” datorit polarizatiei: 

E= E t E" = acc, DE 
dy 


de unde 
V, = —Ey + K = —(E + E")r cos 0 4- K, 
K fiind o constantă de integrare, care se determină din condiția ca V, = 0 
pentru r = 0, şi deci: 
V, = —(E + E")r cos 0. 
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Pentru exteriorul sferei, cimpul rezultant, in mod analog, va fi: 
E= E4 E’ 
sau, folosind potentialele: 
V, VQ V’, 
V, fiind potenţialul in punctul considerat, datorit cimpului uniform initial: 
Vo = —Ejr cos 0, 


iar V' fiind potentialul cimpului suplementar creat de sfera uniform pola- 
rizatá, care pentru punctele exterioare ei este echivalentă cu un dipol de 
moment p (v. problema nr. 49): 


şi, prin urmare, 
-x pcos 
V, = —Egrcos 0 + COIT 


4re, T? 


Pentru a definitiva rezultatele trebuie sá determinám márimile E" si p. 


Pentru aceasta recurgem la condiţiile de frontieră de la suprafaţa sferei: 


(Vira = (Varza 


care ne dau; 


ŞI 


şi, prin urmare, 
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În figura 207-b sint reprezentate cimpul iniţial E,, cimpurile E’ si E", 
produse de sarcinile superficiale de polarizaţie, și cimpurile E, și E;, rezul- 
tante în cazul e > aa. 

Problema nr. 208. Într-un mediu dielectric omogen, de permitivitate z, 
in care există un cimp uniform de intensitate E, se introduce o sferă 


Fig. 207-b 


metalică de rază a, neavînd sarcină electrică. Să se studieze cimpul in noua 
situaţie și repartiţia sarcinilor pe suprafaţa sferei. 

Soluția 1: Sub acţiunea cimpului exterior vor apărea sarcini pozitive 
pe o jumătate a suprafeţei sferei si sarcini negative pe cealaltă jumătate, 
sarcina totală a sferei ráminind nulă (fig. 208), (electrizare prin influenţă). 
Cimpul final va fi superpozitia cimpului uniform initial E, şi a cimpului 
E' creat de sarcinile superficiale. Cáutám solutia in ipoteza cá se poate 
echivala cimpul E' cu cimpul creat de un dipol electric de moment p, plasat 
în centrul sferei și orientat la fel ca și Eg. Prin urmare, într-un punct din 
exteriorul sferei de coordonate r și 0, potenţialul va fi: 


V = V, + V'= — Er cos 0 + 2. P9959 1 const, 


x 
4re r? 


Pentru r = a, potenţialul nu trebuie să depindă de unghiul 0 (sfera con- 
ductoare este echipotentialá) si deci: 


EH. s. um 


? 
dre aè 


de unde: 
P = tm a3E, 
x 
şi, deci: 
ER dU. | 
V = Eo| : r) cos 0 -+ const. 


În interiorul sferei conductoare cîmpul este nul la echilibru electrostatic. 
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Cimpul într-un punct oarecare din exteriorul sferei rezultă: 
a [2d 2 3 , 
E = — grad V = Us -+ 1) Ey cos0. e [s — 1 Eosin 0. es, 
iar densitatea de suprafaţă a sarcinii adevărate pe sferă va fi: 
€ 3e 
p, = —|E,|,-, = — E, oos 0. 
x X 
Sarcina totală, apărută prin influenţă pe emisfera superioară, va fi: 
q= V p,2xa? sin 0 d0 = 3. mate E,. 
0 x 


Soluția a 2-a: Problema poate fi rezolvată pe baza rezultatului obținut 
în problema precedentă (soluția a 2-a). Într-adevăr, în interiorul sferei cimpul 
este nul, adică sarcinile care apar pe suprafața sferei trebuie să creeze un 
cimp E” care să anuleze cimpulinitial Æo. Or, după cum am văzut, un 
astfel de cîmp uniform E" nu poate fi creat decit de sarcini repartizate 
cu o densitate de suprafaţă proporţională cu cos 0, exact asa cum am găsit 
în problema precedentă. În exterior aceste sarcini creează un cimp Æ’ 
întocmai ca şi un dipol p plasat în centru. Astfel problema aceasta se reduce 
la problema precedentă, cu singura condiţie ca E, = 0. Or: 


E, = E" + Eo = = E+ Eo = 0, 


E + 26 


relația fiind posibilă numai dacă ‘s, = co (iar e= &). 

Toate rezultatele problemei precedente sint valabile și pentru sfera metalică, 
cu condiția să o asimilăm cu o sferă dielectrică de permitivitate infinit 
de mare. 

A considera un corp conductor ca un dielectric cu permitivitate infinită 
este o operație formală, fără substrat fizic, corectă numai din punctul de 
vedere al condițiilor de frontieră care sint echivalente, Considerind E = oo, 
s-a realizat condiția ca intensitatea cimpului în interiorul sferei să fie nulă, 
E, = 0. Inducţia D, trebuie, însă, să fie nulă în interiorul conductorului 
(presupus omogen si la aceeaşi temperatură), pe cind în cazul sferei dielec- 
trice cu permitivitate E = co; la trecerea prin suprafața sa, componenta 
normală a inducției nu suferă vreo schimbare, adică D, 0 in interior. 

Soluția a 3-a: Problema poate fi rezolvată şi pe calea integrării ecuaţiei 
Laplace prin separarea variabilelor, punind condiţiile la frontieră corespun- 


zătoare, analog, problemei precedente. 
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4.5. METODELE ELECTROSTATICII: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 209. Două corpuri punctuale de sarcini egale cu q se găsesc 
la aceeaşi distanță d de un plan conductor infinit, de aceeași parte a lui. 
Distanţa dintre corpuri este 2d (fig. 209). Să se afle mărimea și orientarea 
vectorului intensitate a cimpului electric la mijlocul P al distanţei dintre 


corpuri. Exemplu numeric: 


q= 10* 6; d = 10 cm. 


LN 


/ 


-"——————- 


<y 


v 
A 
Mio 


- 
—————— 


Fig. 209 Fig. 210 


Indicajie: Problema se rezolvă prin metoda imaginilor electrice și a super- 
poziţiei câmpurilor. 
Se obține: 


! A m 
spes T9 5l 5d? es 


sau 


Problema nr. 210. Între armăturile unui condensator cilindric, formate 
din doi cilindri coaxiali, de lungime foarte mare şi de raze q; şi a. se 
găseşte un fluid dielectric, de permitivitate e, şi avind densitate de volum 
constantă p,a sarcinii adevărate. Știind că armăturile au potentialele V; şi 
V,, se cere să se calculeze potenţialul electrostatic la distanța r de axa de 
simetrie a condensatorului (fig. 210). 

Indicaţie : Deoarece potenţialul nu depinde de e şi z, ecuaţia lui Poisson 


devine 
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Soluţia este V (r) = S Po z + C' In Si . Constantele de integrare C’ 
şi C" se deduc din condiţiile pe frontieră 
Penn V=V; și —f-4V-L, 


Problema nr. 211. O placă plană conductoare, verticală, de dimensiuni 
foarte mari, este încărcată cu sarcina electrică adevărată q’, placa fiind 


Pai 


Fig. 211 


situată în aer (s, = 1). De un fir izolant si de lungime l, legat de o față 
laterală a plăcii, este suspendată o mică bilă conductoare, încărcată cu 
sarcina adevărată q + q’ de același nume cu sarcina plăcii. Bila are masa m 
si este acoperită apoi cu un strai izolant de grosime si greutate neglijabile, 
și de permitivitate relativă e, = 1 (pentru a nu schimba sarcina cu placa 
verticală dacă ar ajunge în contact cu ea). Lăsind bila liberă, ea se opreşte 
într-o poziţie de echilibru în care firul ei formează unghiul « cu planul 
plăcii. Se cere să se calculeze sarcina g a bilei (fig. 211), ştiind că în semi- 
spaţiul ocupat de corpul punctual nu există alt corp încărcat sau polarizat. 

Indicaţie : Notind cu A aria plăcii, sarcina q se află din condiţia de echi- 


libru mecanic: 


mg'tga=g: EUN = | E "E PES | 


e, drep (2 tgo)? 


unde la calculul cimpului in punctul M s-a aplicat metoda imaginilor şi 
teorema superpoziţiei. | 
Problema nr. 212. Să se calculeze potenţialul si cimpul pe axa lentilei 
electronice cu cimp plan-paralel, alcătuite din două perechi de plăci con- 
ductoare paralele la potentialele + V si — V situate cu muchiile la distanța 
2a, distanța dintre plăcile fiecărei perechi fiind 2b (fig. 212). mE 
Indicafie : Se aplică formula lui Schwarz ținind seama că, datorită sime- 
triei figurii, suprafața x = 0 are V = 0. Se poate deci studia doar seml- 


p 9 
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| 
planul z < 0, faţă de care în semiplanul z > 0 potențialul e funcţie impară 


în raport cu x. 
Alegind conturul poligonal ca în fig. 212, cu n = 5 virfuri, funcţia care 


reprezintă conform acest poligon pe spaţiul Im [C] > 0 este: 


Cta tri 
kei 7 AN: a 


CEA C-cr1 ' 
Dj vu d 


- fus l a, ATEI rer d g 1 
2 = 20 [IE — et bor Sa In Eye | i 


cu următoarea tabelă de corespondenţă: 


K 1 2 3 5 
Ak 00 —a + jb oo eo 
ak 00 —) —u 0 
E OG EMEN MGE Sa 
e vdd —T" 7 TR 
2 2 


Determinarea constantelor C, C; ^ şi u se face din 4 condiţii geometrice 
de corespondenţă: a3 7 Aa; da = Ag; da «X Aa; C şi C' pur imaginare 
(pt. C real şi >0—-z=0). 

Problema nr. 213. Sá se cal- 
culeze potenţialul şi cimpul elec- 
trostatic pe axa lentilei electro- 
nice cu cimp plan-paralel din 
figura 213. 

Indicaţie : Se aplică de aseme- 
nea formula lui Schwarz, pentru 
poligonul (punctat) din figura cu 
n = 8 virfuri; deoarece doar 3 
puncte corespondente a, se pot 
lua arbitrar, apar aici 7 con- 
stante de integrare: C şi C’ (ca 

Fig. 213 mai sus) plus 5 puncte a, co- 
respunzind celorlalte viriuri. 

Problema e foarte asemănătoare cu nr. 212. 

. Problema nr. 214. Să se determine potenţialul și cimpul electrostatic in 
interiorul tubului cilindric de rază a, din figura 214, alcătuit din două 
jumătăţi semicirculare izolate între ele şi avind potentialele V, $i Ve. 
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Se va rezolva aceeaşi problemă considerind că o jumătate din tub e 
ocupată de un dielectric cu permitivitatea e. 

Indicajie: Se utilizează integrarea ecuației lui Laplace prin metoda sepa- 
rării variabilelor, in coordonate cilindrice (r, o) ca și in problema 206. 
Similar ca acolo, obţinem: 


V(r, 9) = Bo + 2> B, r* sin kọ (4) 


Ml 


Fig. 214 Fig. 215 


cu k întreg; constantele B, şi B, se determină ușor tinind seama că: 


V. O<o<r 
V(a, Q) = | 1 T (2) 
V, «X < 9 < 2x 
Desvoltind în serie Fourier funcţia (2) si comparind cu (1) — pentru r = a— 
rezultă constantele şi în final: 
VL Ve Vp Va 4 eo r 2k+1 sin (2k + 1)ọ 3 
Fu, qr 2 t 3 i 2k + 1 (5) 


Soluţia e valabilă cind e = eo. În celălalt caz se procedează similar, dar 
se lucrează in două domenii şi se tes soluţiile din condiţiile de conservare 


ale lui E, (adică V) si D, (adică € E de ambele părţi ale frontierei. 


Problema nr. 215. Un cilindru izolant de lungime foarte mare de permi- 
tivitate e şi de rază a, este introdus într-un cimp electric uniform, a cărui 
intensitate E, formează unghiul « cu axa cilindrului (fig. 215). Să se deter- 
mine potenţialul, intensitatea, cimpului electric şi inducția electrică in inte- 
riorul si exteriorul cilindrului. 
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Indicajie: Se pot aplica automat rezultatele din problema 206 dacă: 
a) în formulele de acolo inlocuim E, — E, sin « | 


ES => £1 £1 > ET 


b) în formulele astfel căpătate (care dau un cimp plan — paralel) se 
adaugă în orice punct (atit pentru interior cit și pentru exterior) com- 
ponenta E, = —RE, cos « la cimp, respectiv V, = Ez cos « la potenţial. 

Problema nr. 216. Să se calculeze potenţialul si cimpul electrostatic in 
interiorul unui cilindru de rază a şi de 
lungime 2], ale cărui baze au potentia- 
lele + Vo şi —V, iar suprafaţa laterală 
are potenţialul nul şi este izolată de baze 
(v. fig. 216). 

Indicaţie : Se integrează ecuaţia lui 
Laplace prin separarea variabilelor în 
coordonate cilindrice r şi z. Plecind de la: 


ev 1 0V , 0'V 
EN ab AN RELATOS ad PES 1 1 
ud as n a n (1) 


şi cáutind o soluţie sub forma: 
V(r, 2) = R(r) - Z (3) (2) 
se obţin 2 ecuaţii diferenţiale ordinare: 
Zr —NZ=0 s R"+ 2 LR 
care dau ca soluţie particulară: 
V = Aa * JoQr) * sh (az) (3) 


deoarece funcţia este impară în raport cu z. Din condiţia ca V (a, z) — 0 
rezultă valorile proprii: 


A, mm ky Am ka, unde A, sint zerourile ecuaţiei 
a 
Jolka) = 0. (4) 
Soluţia generală este: 
V(r,z) 3^ A,- TF. z) - gh (kn =) 
n a a 


Constantele A, se determină din condiţia ca V (r, 1) = Ve; dezvoltind 
constanta V, in serie Fourier de funcţii proprii (Bessel) rezultă: 


A, . sh Lă Fils Vo _ 
a En Ja (Kn) 
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respectiv | 
„de u =) sh LE 
Vir, 2) = Vko — n ———— (5) 
Dir Lied 
: a 
care reprezintá solutia problemei. Cimpul E — — grad V. 


4.6. ENERGIA SI FORȚELE ÎN CÎMPUL ELECTROSTATIC: 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 217. Cinci condensatoare de capacităţi C, = C, = C; = C,— 
— 2uF şi Co = 4uF sint legate într-o conexiune identică cu aceea a punţii 
Wheatstone, condensatorul C, aflindu-se în diagonala punţii (fig. 217-a). 
Se aplicá intre bornele extreme A si B o diferentá de potential constantă 
U = 100 V. Se cere: 

1) să se calculeze capacitatea echivalentă față de bornele A, B (folosind 
o transformare din triunghi în stea), cum și sarcinile condensatoarelor ; 

2) să se calculeze energia electrostatică a cîmpurilor electrice ale condensa- 
toarelor ; 

3) să se calculeze energia transformată în căldură la scurteircuitarea 
condensatorului C, (prin închiderea întreruptorului I), după ce in prealabil 
s-a decuplat sursa de tensiune de la bornele A, B (prin decuplarea între- 


ruptorului I,). 


e [i a 


Fig. 217-a Fig. 217-b 


Solutie: 1) Se transformă condensatoarele Co, Cı, C, legate în triunghi 
față de bornele A — C — D, în trei condensatoare echivalente legate în stea, 


de capacităţi Cu, Cc, Co (fig. 217-b). 
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Notind C, = C, = Ca = C, = C, se obţine: 


__ CCok CCS HF CC _ 


n F: 
Co TEM 


Ca 


CC, + GC = 
Cosm p in LAEST E, e = 10 pF; 


Capacitatea echivalentă față de bornele A — B va fi: 


(us CAROL LI 9E Lg ues 
CA--2C' 5+ 3,32 


Avem,in continuare: 
q4 = q = CU = 2: 10 - 100 = 2:107* C; 


Uos — 100 — 40 = 60 V. 


Dacă notăm cu q' sarcina electrică a condensatorului echivalent C', putem 
scrie: 


q' = C'Uoa = 1,66 - 1076 - 60 = 10* C, 
dar 
q' = qs = Qa = gc — 10. 
Tensiunea între bornele A — C este 


100 - 1075 
10 - 107* 


Usc = Uso + Uoc = Uso + = 40 + = 40 + 10 = 50 V. 
G 


Rezultă: 
g, = C1U,c = 2 * 10% - 50 = 100 + 1076 = 10* C; qa = q, = A04 C. 


2) Energia electrostatică din cîmpul electric al condensatoarelor este: 
W= CU — 210 40: — 103 J. 


3) După decuplarea intreruptorului /, şi apoi, după scurtcircuitarea con- 
densatorului C,, prin închiderea intreruptorului 7,, sarcina electrică a noului 


condensator echivalent, va rămine qa + ga, conform legii de conservare a 
sarcinii electrice. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


ENERGIA ȘI FORŢELE ÎN CIMPUL ELECTROSTATIC l 337 
ssec a ii DN pi iii ai iii ai EE aia i 


Energia electrică după inchiderea lui J, va fi: 


? 1 (92 + 9a)? 4-10- 
W = UU LL 2 0571-102] 
* C, + (Co i Ca) C, ips (4 + 2)2 10-5 d 
Co + C3 + C, 4+2+2 


Energia transformată prin efect electrocaloric va fi: 
AW = W,— W = 102 — 0,571 - 102 = 0,429 - 107? J. 


Problema nr. 218. Un condensator plan de capacitate C, si dielectric de 
permitivitate e se poate cupla, prin intermediul unui intreruptor /, la 
o pilă electrică de tensiune electromotoare Ug, printr-un circuit de rezistență 
totală R. Se efectuează următoarele operaţii: 

1) Se cuplează intreruptorul 7, condensatorul fiind initial descărcat. 

2) Cu intreruptorul J închis, e atras in interiorul condensatorului un bloc 
izolant de permitivitate relativă z, piná la ocuparea completă a spaţiului 
dintre armături (dimensiunile blocului paralelipipedic sint perfect identice 
cu cele ale spaţiului dintre armăturile dreptunghiulare ale condensatorului). 

3) Se deschide întreruptorul /, și se trage apoi, din exterior, blocul 
izolant pină ce se scoate complet dintre armături. 

4) După scoaterea blocului izolant, se inchide din nou întreruptorul Z. 

Se cere să se determine sarcinile, tensiunile si energia electrostatică in 
cele patru cazuri, cum și forțele și lucrul mecanic efectuat de aceste forțe 
în cazul punctelor 2 şi 3. 

Soluţie : 1) Se închide intreruptorul peste condensatorul C, (fig. 218-a). 
După cuplare, condensatorul se incarcá cu sarcina electricá: 


qı = CoU o 


Fig. 218-a Fig. 218-b 
Energia electrostatică din cîmpul electric al condensatorului este: 
1 : 
Wi — — Ci Us. 
2 
2) Cu întreruptorul Z inchis, se introduce (infinit lent) blocul izolant 
(fig. 218-5). 


eek : 
23 — Bazele clectrotebnicil — C- 3277 


<. 
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După atragerea completă a blocului izolant intre armături, condensatorul C 


va avea sarcina: 
Ta = CU, = e, CoU, = €, * di 


Variația sarcinii condensatorului faţă de situaţia studiată la punctul (1), 


va fi: 
Aq = qs — Qi = Cooler — 1). 


Energia din cimpul condensatorului va fi: 


W, = CU - e: CU; Wa > Wy). 


Lucrul mecanic total, efectuat de forţele electrostatice la atragerea blocului 
între armături, se calculează cu ajutorul forței generale F,| care acţionează 
asupra blocului parţial introdus pe distanţa z. În această ipoteză, capacitatea 
condensatorului C, este: 


A l— 
dim E S ((—2)4 


__ l l EN l—r T A v Ld 
Cat e ui Cai + T6 n|: 


oW U? eC 1 o — 
-— — 
or ly 2 ĉr 2 l 


Lucrul mecanic total va fi: 
AL = v F, dz == Cie, — 1) Uj  W, —WA,. 
0 


7 Acest lucru poate fi ciştigat 
Z în exterior (de exemplu, prin ri- 
dicarea unei greutăți). 
» 3) Se deschide intreruptorul 7, 
A tag 1277 y, apoi blocul izolant se trage în 
" afara  condensatorului electric 
] (fig. 218-c). 
Dupá decuplare, condensato- 
rul rámine incárcat cu sarcina: 


Fig. 218-c 


Energia din condensatorul Cs = & C, = C, va fi: 
f bcd a 


"s MS a e CoU. 
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Forţa generalizată are (cu gs = £,CoUo) expresia: 


= — (92) — 5 , 9Cx __ep(er— 1) C,UE 1 
Ox Ja  2Ci ðr l 2 


| + - (e, — o| 


Lucrul mecanic necesar scoaterii complete a blocului va fi: 


Ale] Dede m er oe A [A s 1 E 
l l eg —1 2 1+ (e; — 1) 
= —e (le — 1 CQU6 
e, (e E 


Energia W, finală, după ieşirea completă a blocului izolant, este: 
__ 93 C,UÍ . 
Hae = E deci W, > Wa 
Conservarea energiei se exprimă, în acest caz, prin relația: 
(W; — Wa) + AL = 0 
sau, 


1 2 1 ə C, U? 
2» eC oUi — > e,Co Us ai e,(e, zd 1) EC XI 0, 


care e verificatá identic. Dupá scoaterea completá a blocului, condensatorul 
rámine încărcat sub tensiunea: 


= E D U je 
0, C. qe Sa 


4) După scoaterea blocului izolant, se închide intreruptorul Z (fig. 218-d) 


Tensiunea dintre armături devine, după 
închiderea intreruptorului Z: Ka 


U n U " Initial 
E leo t 


Sarcina electrică va fi: 


jar energia R 


W, = - COU? = WA, Fig. 218-d 


Problema nr. 919. Sá se calculeze forța de atracţie dintre două conduc- 
toare cilindrice de lungime foarte mare /, de raze egale cu a, dispuse paralel 
— într-un dielectric omogen de permitivitate e — la distanţa D > 2a (între 
axele lor), cînd sarcinile celor două conductoare sint g şi —g. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


340 | ELECTROSTATICA 


Soluţia 1: Capacitatea celor două conductoare cilindrice pe unitatea de 
lungime este (v. problema nr. 180): 


TE C 
REESE. ARIS e 
2a l 


x in —— 
D — YD?— 4a* 


şi forța rezultă : 


D220 | UNO2C, ef x c? xq 
Fp = — — = — — = ——— — — ———— | S — RP) 
2 ôD 2 OD C22 me | D? — 4a? 2n«l | D2— 4a? 
semnul negativ indicînd tendinţa de atracţie a conductoarelor (de scădere 
a distanței D). 
Soluţia a 2-a: La determinarea capacităţii cu metoda imaginilor, cele două 
conductoare cilindrice situate la distanța D şi de raze a (v. problema nr. 180) 


au fost înlocuite cu două fire-imagini de aceleași sarcini p; = " şi —0; = 
= — " dispuse paralel in mediul omogen, de permitivitate e, la distanta 


d—D-—2z-J|D*- 4a. 

Forţa dintre cei doi cilindri trebuie însă să fie egală cu forța dintre cele 
două fire-imagini. În adevăr, înlocuirea, de exemplu, a unuia dintre cilindri 
cu firul-imagine nu schimbă cimpul în apropierea celuilalt cilindru şi, deci, 
nici forța exercitată asupra celuilalt cilindru. Egalitatea acțiunii şi reacţiunii 
în cele două situaţii impune ca și forţa care se exercită asupra primului 
cilindru să fie egală cu forţa care se exercită asupra firului-imagine, după 
înlocuirea efectuată. Forţa dintre două fire paralele se calculează inmultind 

cimpul unui fir cu sarcina celuilalt și are ex- 
y | presia: 


și înlocuind d = VD? — 4a? rezultă formula de- 
terminată cu prima metodă. 


| -$-— Problema nr. 220. Un fir de rază a si de 
d lungime | este situat paralel cu pămintul, la 
Fig. 220 înălțimea A (fig. 220). Firul este pus la tenstu- 


: nea V fatá de pümint. Stiind oá permitivitatea 
relativă a aerului este egală cu unitatea, să se determine forţa de atracție 
dintre fir si pămînt. Date numerice: h = 10 m; l= 100 m; U = 110 kV; 
a = 0,5 em. 


Soluţia 1: Forţa se obţine din 


2 1 Te 
F-( el Ie. 
m 2 
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C fiind capacitatea firului faţă de pămint. Pentru a determi ă 

| i ya ) , ermina această capa- 

citate, aplicăm metoda imaginilor și plasăm un conductor de aceleași bi de 

sr aia de dip du E S cre Capacitatea conductor-pámint va fi 
apacităţii dintre conductor și imaginea lui, și 

(v. problema nr. 180): i : d dira d 


2rel 

z In = 

* . a 
şi se obţine: 

ac _ xe 

eh 2x elh 


Înlocuind in expresia forţei, rezultă: 


Soluția a 2-a: Forța se poate calcula direct, ştiind că va fi aceeași cu 
forța dintre două fire paralele de sarcini egale si de semn contrar, situate 
la distanţa 2h. Se obţine: 

tă ci E m AER. Ci seta E M 


nelh  4nelh ——— 2 
TE Az clh xh | In Z 
a 


În cazul datelor numerice din enunț, se obține: 


? a hj 100 (110 000)? ds D 
36710 10 In 20 J j 
| 0,5 - 107? 
121 
121 ^ 1 —0,049N. 


"36 (In 4 000)? 


Problema nr. 221. Un fir conductor 
rectiliniu, de rază a și de lungime l, este 
situat în interiorul unui cilindru conductor 
de rază interioară R 2» a, care are axa 
paralelă cu firul (fig. 221). Distanţa p 
dintre axa firului si axa cilindrului este 


foarte mare în raport cu a:p>a; de | 
asemenea (R — p) 2» a. Se cere să se calculeze forța care se exercită asupra 


firului, dacă între fir si cilindru se aplică o diferență de potential U. 

Solutie: Calculăm capacitatea firului și a cilindrului aplicind metoda 
imaginilor. Vom plasa la distanța D de axa cilindrului un fir conductor de 
rază a încărcat cu sarcina — y pe unitatea de lungime, dacă y este sarcina. 


firului din interior. 


Fig. 221 
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În punctul P situat la distanţa r' de firul interior si r” faţă de firul 
exterior, potenţialul va fi: 


ȘI æ EL îmi, 
are pi 


Suprafața interioară a cilindrului trebuie să fie, în cimpul celor două fire 
încărcate, o suprafaţă echipotentialá. Punind această condiţie pentru două 
puncte oarecare ale suprafeţei, se poate determina mărimea D, necunoscută. 
Alegem punctele C, si C,, calculele rezultind mai simple în aceste cazuri: 


(=) =(=) „D—R__D+R 
— = | —- = ? 
r’ IC, r' Jcs R—e R+ọp 


de unde 


şi, prin urmare, 


a R— 27E aR 


iar forța care se exercită asupra firului 
va fi (pentru unitatea de lungime): 


1 
APR, cuc DR 
2 0p 
27e pU? 


, R?— gn? 
* (map) (= SI 


x U*C; 


^— 9nc D— p 


Ultima expresie evidenţiază posibilita- 
Fig. 222 tea de a fi calculată această forță, ca 
forța dintre fir si firul-imagine. 

Problema nr. 222. Un plan și un semiplan sint conductoare şi perpen- 

diculare unul pe altul, muchia semiplanului fiind paralelá cu planul si la dis- 

tanta h de el (fig. 222). Sá se calculeze forța de atracţie dintre plan $i 

semiplan pe lăţimea a știind cá diferenta de potenţial dintre ele este U 

$i cá permitivitatea mediului izolant dintre ele este e. Se va aplica apro- 
ximarea formei liniilor de cimp. 
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Solutie: Vom aproxima liniile de cimp prin segmente de cerc si de dreaptă 
așa cum se vede în figura 222. Segmentele de cerc au centrul O pe muchia 
semiplanului. Să considerăm un element de arie dA = adr pe una dintre 
fețele semiplanului și elementul de arie corespunzător pe planul dat. Cele 
două elemente de arie formează un condensator elementar avind capacitatea: 


ed A _ ea dr 


dC = —————z- . 
TEST 
2 2 


Cele douá armáturi in intregime reprezintá o reuniune de astfel de con- 
densatoare elementare legate in paralel si, prin urmare, capacitatea rezul- 
tantă va fi: 


b d l . 
C - 2| 1t 2H arem 
2 


coeficientul 2 fiind introdus datorită faptului cá semiplanul are două fete. 
Energia cimpului electric va fi: 


y aS TEL ( ! EIE 
W 2 CU ER In aix "din 


iar forța cu care este atras semiplanul: 


Forges. 1 
2 oh xh 1+ z b 
2 h 

Problema nr. 223. Fiind dat un conductor pris- 
matic avînd secţiunea de forma unui triunghi echi- 
lateral de latură a și lungime l, situat paralel cu 
pămîntul la înălțimea A, așa cum se arată in fi- 
gura 223, să se determine forța cu care este atras 
conductorul spre pámint, știind cá el are potenţia- 
lul V față de pámint. Se va aplica metoda aproxi- 
mării formei liniilor de cîmp. 

Soluţie : Forţa se calculează cu formula: 


eC 
oh 


Fol ys 
2 
acitátii se aplicá expresia: 


CRY T, 


x la 


p 3 


Pentru calculul cap 
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in care dA, reprezintă un element de arieal conductorului, l, distanța 
între două elemente de arie corespondente, obţinute prin aproximarea liniilor 
de cimp, aga cum se arată in figura 223; suma © se referă la toate fețele 


prismei: | 


Xp N pepe 
0 


2 
" Ty o —z4-—(a4z-h 
3 3 3 
sts ath 
= t] 3 1n + In 
xu h Eau 
3 
. Deci forta este: 
F = Set pa] 2. 24 
"m Tarlnh n EN IE 
3 6 


Problema nr. 224. Un condensator este format din două armături egale, 
de formă dreptunghiulară, avind laturile a şi b. În momentul t = 0, armă- 
turile sint perpendiculare una pe alta, dispuse la distanța c față de o axă 
formată de întretăierea planelor armăturilor (fig. 224). Una dintre armături 
este fixă, iar cealaltă se poate roti fără 
frecare în jurul axei indicate mai sus. 
În momentul ¿= 0 se aplică între ar- 
mături o diferență de potenţial U, care 
se menţine constantă. Să se calculeze 
viteza cu care se mișcă armătura mo- 
bilă, rotindu-se sub acțiunea forțelor 
electrostatice și ajunge în contact cu 
armătura fixă, ştiind că ea are momen- 
tul de inerție 7 față de axă. 

Soluţie : Într-o poziţie oarecare a ar- 
măturii mobile, caracterizată prin un- 
ghiul «, capacitatea condensatorului for- 
mat de cele două armături va fi, dacă 
aproximám liniile de cimp prin segmente 


Fig. 224 
de cero: 
b b b 
Cp sadr _ ea nft +4) 
£ xar c xar xa c 


iar momentul care acționează asupra armăturii mobile: 
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unde: 
K=” In (1 + ni 
x c 
Ecuația mişcării va fi: 


— Å — LL 


a dt? 


K da 


Integrarea se face prin două cvadraturi succesive, cum urmează: 


S] "E CR 


apoi: 


. d . . L LP .. v 
Viteza œ = — pentru a = 0 devine infinită, fiindcă momentul creşte 
di 


corespunzător, pe măsură ce « se micşorează. 


Problema nr. 225. Două cimpuri uniforme sint suprapuse unul peste altul 
în același domeniu, vectorii intensitate formînd între ei un unghi o = 45° 
si avînd valorile E, = 3 - 105 hd gi E, = 4 + 105 m Sá se gáseascá densitatea 

m ni 
de volum a energiei electrice, mediul avind permitivitatea relativă e, = L. 
Să se calculeze energia de interactiune pe metru cub a celor două cimpuri. 
Soluţie : Vectorul intensitate rezultant E va fi: 


E = E, + Es, 
iar densitatea de energie a cimpului rezultant: 


e ES EE} + Fi + 2BB) | 


uU = pi: baiete 
2x 2x 
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— 


“dar E,E, = E,E, cos o şi deci: 
__ ey(E1 + E8 -+ 2E,E, cos q) 
2x 


wW 


Numeric, în sistemul MKSA raționalizat : 


A — (9 + 16 4-3 «4 - J/2)1010 

47:9-.10? J 

1,60 —. 
2-1 m? 

Sá observám cá densitatea de energie a cimpului rezultant nu este egalá 
cu suma densitátilor de energie a cimpurilor componente. În metoda super- 
poziţiei, vectorii intensitate se insumeazá vectorial pentru a da vectorul 
intensitate rezultant, potenţialele se însumează algebric pentru a obţine 
potenţialul rezultant, însă energia cimpului rezultant nu este egală cu suma 
energiilor proprii ale cimpurilor parţiale, decit în cazuri particulare (o = 
= 0, + n). Diferenţa dintre densitatea energiei rezultante și suma densitátilor 
energiilor proprii se numește densitatea energiei de interacţiune. În cazul 
precedent: 


E? j 2 2 
Qu, — w— | ret) = = 3 3.4.12 49e — (N A 
2x 2x x dz- 910? 2 m? 


Problema nr. 226. Sá se caleuleze energia cimpului electrostatic deter- 
minat de o sarcină gq repartizată uniform in interiorul unei sfere de rază a, 
de permitivitate ep, situată in vid. Sá se arate că, dacă sarcina q ar fi 
repartizată uniform pe suprafaţa aceleiaşi 
sfere, energia cimpului ar fi de 1,2 ori mai 
mică. Exemplu numeric: q = 10^? C, a = 10cm. 

Solutia 1: a) Considerám sarcina q repar- 
tizatá uniform in volum. Calculăm energia 
cu formula 


W, = z V eo Vd, 


integrala referindu-se numai la volumul sferei, 
fiindcă in restul spaţiului p, = 0. Însă 


94, 
Fig. 226 Po i 


Peu. (a £), (pentru r < a) 
8ra'eg 3 

potenţialul V în punctul situat la distanţa r de centrul sferei (fig. 226) 

fiind calculat luind potenţialul punctului de la infinit nul (v. problema 

nr. 33). Prin urmare: 
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b) Dacă sarcina este repartizată pe suprafaţă, atunci: 


1 
W, i ru e, V dA, 


unde: 
q x dq 
= 1 V = — = 
n 4na? À 4meg a 
şi, prin urmare, 
W, = a LL xq 
321?a'e, 8' rae, 


Se vede cà: 


Soluţia a 2-a: Energia mai poate fi calculată şi cu ajutorul formulei: 


w-(u dv 
2x. 


extinsá asupra intregului cimp. Pentru sarcina repartizatá in volum, in inte- 
riorul sferei: 


Y 


Pentru sarcina repartizată pe suprafață: 


E; = 0; 
x 1 
Bes 13 
Anneo 1? 
şi, prin urmare, energia corespunzătoare părții din cimp din exteriorul 
sferei este aceeași în ambele cazuri: 
xq (o1 a 
W, -— | An dr = #2. 
32n*e, Ja ri 8re,d 
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—— 


Energia corespunzătoare interiorului sferei, in primul caz, este: 


PONTE. a C rânrtdr = E 
32z?e,a* Jo 40z 


$i, în al doilea caz, este nulă, deoarece E; = 0. Prin urmare: 


şi 


Numeric: 


Problema nr. 227. Între două plăci metalice dreptunghiulare. paralele. 
aflate la acelaşi potenţial V,, se introduce parțial, in mod simetric, o placă 
metalică de forma unui triunghi echilateral, aflată la potenţialul V,. Poziţia 
relativă a plăcilor este caracterizată prin distanțele x şi g< r. si este 
schitatá în figura 227. Să se determine forța care se exercită asupra plăcii 
triunghiulare pentru z = 10 cm; g — 0,5 mm si V,— V= 200 V. S 
vor neglija efectele de margine. 

Solutie: Capacitatea condensatorului astfel format va fi egală cu dublul 
capacităţii condensatorului format de o față a plăcii triunghiulare şi de una 
dintre plácile dreptunghiulare: 


26,4 
xS 


C = 


, 


unde A = 2? n şi deci: 
Y A 
Kis 25 ses ," 
dag 
Energia cimpului electric se calculează imediat: 


Va Ld ben Vase, t 
———— $ 


W => (V, Vj = E 
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iar forţa cu care placa triunghiulară este atrasă între celelalte două plăci 


va fi: 
2 Y3( Va pm Va)? £gT 


dis 073. 3xg 


Fig. 227 
Numeric, 
.. 2y3- 200? ; 01 
Foo———— 8M — cs 0,817 * 107* N. 


3 + 4r * 0,0005 


Problema nr. 228. Se dá un condensator ale cărui armături au forma 
unor semicilindri de lungime foarte mare |, de raze R}, respectiv Ha > Ry 
între armături fiind un dielectric de per- 
mitivitate € = eje, (fig. 228-a). Condensa- 
torul este încărcat, sarcina electrică a unei 
armături fiind Q. Se cere să se afle: 

a) inducția D, intensitatea E şi polari- 
zaţia P a cimpului electric într-un punct 
situat în dielectric la distanţa r de axa 


condensatorului ; 


b) capacitatea condensatorului ; -Q 
c) densitatea de volum Qj, $i densi- Fig. 228-a 
tatea de suprafaţă pp, 8 sarcinilor de l 
lumul dielectricului, respectiv la suprafața lui; 


polarizație care apar în vo a suprafața 

d) cuplul care se exercită asupra unei piese metalice semicilindrice intro- 
duse parţial între armáturile condensatorului, piesa putindu-se roti in jurul 
axului cilindrului (fig. 228-b). Lungimea piesei metalice este aceeaşi ca 
a condensatorului, raza ei interioară fiind R> Ru, iar raza exterioară, 


Ra < Ra 
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În rezolvarea problemei se va neglija efectul de margine. 
Solujie: a) Aplicind legea fluxului electric pentru o suprafaţă cilindrică 
de rază r gi lungime ] şi neglijind fluxul din afara plăcilor găsim: 


rrDl = xQ, 


de unde: 


De. Bm... pat Mp n, 
vir € xeler x e, mir 


vectorii corespunzători avind toti orientare radială. 


b) — — — SIRTE- 
n5 * Ed EG In s x In Ra 
R, zle R, R, 


c) Densitatea de suprafață a sarcinii de polariza- 
i e la suprafaţa interioară a dielectricului: 


—— Di _ 8-1 0. 
Fig. 228-b pcc au ci a e, o nRQ 
ar la suprafaţa exterioară a dielectricului: 
; —1 Q 
= — div, P = P, = 2 ——. 
Pps2 i " e.  xlR, 
Densitatea de volum a sarcinii de polarizatie: 
; 1 «P 1 ô (e, —1 
Pp = — div P =- tm) z. 

r Or r Or t; xlr 


d) Sá considerám piesa metalicá intr-o pozitie caracterizatá prin unghiul « 
(v. fig. 228-b). Fie C, capacitatea condensatorului avind razele armături- 
lor R, si R, si deschiderea «, C, capacitatea condensatorului avind razele armă- 
turilor R, si R, si deschiderea a, iar C, capacitatea condensatorului cu 
razele armăturilor R, si R, şi deschiderea (x — a). Capacitatea echivalentă 
acestei situaţii va fi: 


C, = C3+ zx 1 
C; + C; 
sau 
C. ie: (x — a)el «el îi 
x In Ra In Ra i 2) 
1 R R, 
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Cuplul M exercitat asupra armăturii în această poziţie se determină 
aplicind teorema forţelor lagrangiene: 


m = (222) _ 1 pa 2Ce _elU: 1 1 

ôa 2 2 , 7 

g k an n E Ra lo I 
Rı Ra n, 


. Se observă că acest cuplu este independent de poziţia armăturii. Lásatá 
liberă, armătura se va mișca uniform, accelerat. 

Date numerice: Q = 107 C; R,—2 cm; R= 2,5 em; H,—95 om; 
R, = 6 cm; e —2e,; 1 = 30 cm. În sistemul nerationalizat MKSA: 


a) __ 47: 1077 1333-1077 (5); 
x 0,30 r r m? 
ARER E E a 
r r m 
das 0,53 - 107? e. 
r m? 
b) C — 1,6 pF. 
al ogpedu 40V; 
C 7,6 101: 
: : 0,3-1 320? , 
u-due a [1. 1j. 
2 -4r ln 1,5 In 3 
= 3,6 $ 4078 Nm. 


Problema nr. 229. Un electrometru cu ac 
se compune din două plăci paralele în 
formă de sectoare unite conductor una cu 
alta şi dintr-un ac metalic care trece printre 
ele şi este pus sub o diferenţă de potenţial V 
fati de plăci (fig. 229). Capacitatea C; 
dintre acul în poziţia « și cele două plăci 
are expresia 


Ca = kt, Fig. 229 


unde z este funcțiunea de «. Cum trebuie să depindă x de «, pentru ca 
deviația acului să fie proporțională cu diferența de potențial U, dacă mo- 
mentul antagonist pe care un resort îl exercită asupra acului are expresia 
M, = — ma, unde m este o constantă. 
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Solutie: Momentul activ al electrometrului trebuie să fie egal cu momentul 
antagonist, atunci cind acul este în repaus: 


1 
ma = DES Ue a î pa, "5, 
2 ex 2 dx 


Cum însă trebuie ca 


U == ca, 
c fiind o constantă, rezultă: 

dr __ 2m 

da kc? 
de unde: 

2 

z — 21 jr Aa 
kc? 


Deci, x trebuie să fie o funcţiune logaritmică de unghiul a, in care 4 
este o constantă de integrare. 

Problema nr. 230. Două emisfere conductoare de rază a se resping una 
pe alta cu o forță F. Să se calculeze densitatea de suprafață a sarcinilor 
lor electrice adevărate, utilizind expresia presiunii electrostatice. Se va face 
apoi aplicaţia numerică: F = 10% N; a — 5 cm. 

Solutie: Dacă indicăm prin S suprafaţa unei emisfere (fig. 230), forța 
care se exercită asupra acestei emisfere va fi: 


F =Í pdA, 
s 
unde 
xp? 
p de. 
şi, d eei: 
xp? xp? xp. 
p £6 e, dA = CU Aa us rau, 
2£9 j 2 £g 2 £o 


dacă, așa cum am luat în figură, planul yOz este planul de separație al 
emisferelor. Prin urmare: 
p, = 1 J^ gg F | 
af xr 


Numeric, în sistemul MKSA rationalizal: 


IE. EEE 
1 án - 9 - 10? 


=: = 0,118 - 100 £. 
0,05 l-r m? 
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Problema nr. 231. O sferă conductoare, de rază a, care se găseşte la 
mare depărtare de pămînt, are deasupra un dise subțire, de rază r, foarte 
mică în raport cu a gi de masă m (fig. 231). Se cere să se calculeze dife- 
renta de potențial electric față de pámint V, sub care ar trebui să se pună 
sfera, pentru ca discul să se ridice de pe sferă. Exemplu numeric: a = 1 m; 
r= 1 cm; m = 10g. d 


y 


P p : 

z (5) ($) 
Fig. 230 Fig. 231 

Solutie: Dat fiind cá sfera este la mare depărtare de pámint, se poate 


considera cá sarcina electricá a sferei se repartizeazá uniform pe suprafata ei. 
Această sarcină este: 


qe CU, 
unde C = Í£59? este capacitatea proprie a sferei. Presiunea electrostatică 


x 
la suprafața sferei — și deci a micului disc — va fi: 
1 xp 1 xCU? eU? 


P = 2 £o n 16z?c,a1 — 2xa? 
iar forța care tinde să ridice discul, avind in vedere faptul cá r «& a, va fi: 
T? eg U? 
2xa* 


Pentru ca discul să se ridice, va trebui ca această forță F să invingá cel 
puţin forța gravitaţiei mg asupra discului: 


sr? gU? 
ta Mg 
2xa* 
de unde: 
A Poză 2x mg a 
7 Egr? 
2) — Bazele electrotehnicii — C. 3277 
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sau 
x s2 E mg 
r T Ep 
Numeric, 
U = 8,4 : 10° V, 


adică o diferență de potențial enorm de mare, de altfel imposibil de aplicat 
din simplul motiv că intensitatea cimpului electric la suprafața sferei ar 


ajunge E = 840 E ceea ce depășește cu mult valoarea de cimp la care 
cm 


aerul este străpuns (Esr = 30 =! . 
cm 

Problema nr. 232. Se dă un condensator sferic cu razele armăturilor 
R, = 8 cm, R, = 10 cm, cu dielectricul aer (e, = 1). Sá se găsească forța 
lagrangiană care tinde să varieze razele armăturilor. Să se găsească cit 
trebuie să fie U, pentru ca forţa lagrangianá care tinde să varieze raza fi, 
să fie de 1 N. 

Soluţia 1: Capacitatea condensatorului sferic (fig. 232) este: 


C= R,BR, : 
Xx Ra — R, 


iar energia cimpului electric: 


Forţa lagrangiană care tinde să varieze 
raza R, va îi: 


-(E |o2xeUQ | Ri x di 
SECO x. (R—R) 8ze RÌ 


forta rezultantá fiind pozitivá, inseamná cá 
ea tinde să mărească raza fi. 
Forţa lagrangiană care tinde să varieze raza HR, va fi: 


Fig. 232 


F, = 3w = 2 m eo Ui Ri = x d 
aa je Cep EI 
37V x (R, — R)? ATE R? 


şi este negativă, adică tinde să micgoreze raza H,. MP 
Soluţia a 2-a: La aceleași rezultate se ajunge folosind expresia presiuni 

electrostatice la suprafața unui corp conductor: 
FoB xp 


9») 
Ax 229 
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În adevăr, densitatea sarcinii electrice pe suprafaţa sferei interioare este: 


— — 
Ps an RE 


iar forța lagrangianá care tinde să mărească raza R va fi: 


p, =$ p44 = p (a4 = páz Ri, 
sau 
xq *29 , 1 


Fu = 32 7? ep R4 Ani T pre R 


mig 


Din expresia forței F, deducem: 


Numeric, în sistemul MKSA rationalizat, 


jr eT a 8 dg d 
10 1 
"'An-9- 109 


Problema nr. 233. O sferá conductoare de 
rază a, de masă m, pluteşte într-un lichid 
dielectric cu densitatea y şi permitivitatea 
relativă e, > 1. Să se găsească ce sarcină 
electrică trebuie să aibă sfera pentru ca să i 
se scufunde pe jumătate în lichid (fig. 233). , 

Soluţie : Vom considera sfera pe jumătate 
scufundată în lichid. Din motive de simetrie, 
presiunea electrostatică p, pe suprafaţa su- 
perioară este aceeași în orice punct, iar presiu- 
nea electrostatică p, pe suprafaţa scufundată 
în dielectric este, de asemenea, aceeași în 
orice punct. Forţa electrostatică care trage 
sfera în jos va fi: 


F = (pa — pı) na. 


Calculul „presiunilor“ p, $i p, (care acţionează de fapt ca tensiuni înspre exte- 
riorul sferei) necesită determinarea cimpului, 

Admitem că, din motive de simetrie — cu toată discontinuitatea existentă 
la suprafaţa lichidului — liniile de cimp sint radiale, în condiţiile in care 
sfera este cufundatá exact pe jumătate. Dacă E, și D, = solu, respectiv 
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Ea, Şi Da = sc. E, sint intensitatea şi inducția in spaţiul superior, respectiv 
în lichid, legea fluxului aplicată unei sfere X de rază r se scrie: 


2mr2(egE + &ge, 5) = xq. 


Pe de altă parte, în punctele suprafeţei (3) trebuie să se conserve compo- 
nentele tangentiale ale lui E, adică: 


E, = Es 
şi componentele normale ale lui D (care sint identic nule din cauza caracte- 
rului radial al liniilor de cîmp). Pentru intensitatea cimpului expresia se 
obține: 


E =E n E de^ r>a 
3 i 27 ep(er + 1) r? d i ( adi 


si pentru potential: 


Vie) = -È Ear — RUP NN Un (cu V( oo ) — 0) 


2 7 eler +1) r 
Se constată că suprafața sferei r = a rezultă echipotențială. 

Ipoteza făcută privitor la caracterul radial al liniilor de cîmp este corectă, 
deoarece am obținut o soluție care satisface toate condițiile la limită (iar V 
verifică evident ecuația lui Laplace). Folosind expresia determinată mai 
sus pentru E, = E, în cazul r > a, se pot calcula presiunile electrostatice 
pe cele două fețe ale sferei: 


p __ ED — &Ei — xg? . 
i 2x 2x 8m2eg(ep + 1)at ! 
p— E,D, Eo€rE3 £rxq? 
E 30 
: 2x 2x 87? ep (c, + lat 
jar 


Sega (eri 


Asupra sferei scufundate în lichid, pe lingă forţa P, mai acţionează forța 
datorită gravitaţiei: 
G = mg 
şi forţa de împingere de jos în sus, conform principiului lui Arhimede (negli- 
jăm componenta acestei forte provenită de la aerul dislocuit de emisiera 
superioară) : 


I " 2nd? 


g 9^ 


CE Scanned with OKEN Scanner 


ENERGIA SI FORTELE IN CIMPUL ELECTROSTATIC 357 


Echilibrul va fi atins cînd 


d 87 e AP IE 

sau 
F=1-—G,; 
xq*(e, — 1) E 2nawg —— 
8reg(e, -+ 1)?a? 3 mg 
şi, deci, 
q? — 8reg(er + 1)a2 (a __ mg) , 
x(e, — 1) 3 


. " 3 
Problema are soluţie numai dacă m < y, sau Y > 2v. 


Dacă considerăm dielectricul apă pură, atunci yg = 9,810 Š dE e = $f 
m 
şi dacă luăm a = 10 cm şi m = = kg, atunci: 
pe 98 MO T€ 
Potenţialul sferei (faţă de infinit) va fi: 


V = 96,2 kV. 


Problema nr. 234. O sferá micá dintr-un dielectric care are permitivitatea 
relativă e,, de rază a, este situată in vid la mare distanţă r de o sferă conduc- 
toare încărcată electric, de rază b, care are potenţialul V faţă de punctul de 
la infinit. Se cere să se calculeze forța cu care sfera de dielectric este atrasă 
de sfera conductoare, știind că ambele sint situate în vid. 

Solutie: Cimpul produs de sfera conductoare la distanța r de centrul ei 
[cu Vy =— Își g = py) este: 

47% £9 b x 


Ateo P r r? 


Sfera de dielectric plasată în acest cîmp se va polariza practic uniform (deoa- 
rece r > a), cápátind momentul temporar (v. problema nr. 207). 


Forţa care se exercită asupra acestei sfere va fi: 
v ðE 8neoab? Vig, — 1) T 


Q A 
F = (p grad) E = (p 7.]E = r Or TT x(e- 2) r 


r Or 
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Să determinăm această forţă in cazul unui nor sferic de rază b = 100 m, 
V — 4 MV, şi al unei picături de apă de ploaie de rază a = 2 mm, e, = 81 
la distanta de r — 200 m: 


8x == + 22-107 - 104 - 10!* (81 — 1) 
[ ct mei LC RPM CM E ET i DE. 
4x (81 + 2) - 25 - 1010 
Poblema nr. 235. Un condensator plan este încărcat pină la diferența de 
potential U = 100 V şi apoi este deconectat de la sursa de tensiune. Supra- 
fata simplă a unei plăci (dreptunghiulare) este A — 1 000 cm?, distanţa dintre 
plăci este g = 0,5 mm. Plăcile condensatorului sînt verticale. De jos se apro- 
pie un vas cu un lichid izolant, astfel incit lichidul să umple jumătate din 
condensator (pe lungimea 1/2 = 0,5 m). Se cere să se calculeze: 1) capaci- 
tatea C a condensatorului în această situaţie; 2) intensitatea E a cimpului 
între plăci, în partea în care se găseşte aer și in partea în care se găsește lichid; 
3) cum este repartizată sarcina electrică superficială pe placă; 4) să se calcu- 
leze scăderea de energie — AW a condensatorului şi să se arate în ce s-a 
transformat această energie; 5) forţa care se exercită asupra masei de lichid 
dintre plăci. Se consideră că limita dintre lichid şi aer este plană. Permiti- 
vitatea relativă a lichidului este z, = 2. 
Soluţie : Fie qo sarcina electrică a condensatorului înainte de deconectare 
şi C, capacitatea lui: 


go = CU, = te Uo. 
xg 
După deconectare și după ce jumătate din spațiul dintre plăci este umplut 


cu lichid, sarcina condensatorului rămine aceeași qo, dar se schimbă diferența 
de potenţial între plăci, care devine U. Capacitatea, in noua situaţie, este: 


C — C, Ca, 


în care C, este capacitatea jumátátii de condensator cu aer, iar C, a jumă- 
tăţii cu lichid: 


A A 
Pi m e p. e. ERR 
* 2x9! » 2xg 
$i 
Uu (mia, ttu, 
2x 2 
iar 
-— a 2U, . 
C 1 + Er 
Intensitátile cimpului electric în cele două părţi sint egale: 
E „AA: ee t iss 


g gare. 
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iar densităţile superficiale ale sarcinii electrice: 


e 2 eqU, 
pna P E = I; 

x xg (1 + er) 
e __ EvEr __ 260 ErU9 
s2 " 2 xg(1 + &) 


Energia eznpului electric în situaţia inițială: 


1 2. 1 egAU2 
W = — UA m it t, 
2 2 xg 
iar ìn situația nouă: 
1 2 
W = — laU = >= Oe AUS d 
2 xg(l- er) 
Energia a variat cu valoarea: 
1 2 € 
— AW e uet 
xg £r + 1 


Pe seama acestei energii AW, se efectuează lucrul mecanic necesar ridicării 
lichidului între plăci, la un nivel mai înalt decit în restul vasului. Într-adevăr, 
asupra masei de lichid dintre plăci, presupusă ajunsă piná la înălțimea z de 
la baza inferioară a plăcilor, se exercită o forță F, care poate îi calculată din 
energia W, corespunzătoare: 


CARA EE SOE. ——— — —— 

2 Cr 2. Cis + Cox 2 eA E z 

E FI cer t] 
xg l 
__ 1 &eAU? l 
2 xg (| — x) + erx 
şi 

F, "T- (2) i 16,4Uj l (ey — 1) . 

(0r ]g- 2 xg [(l— 2) + ea? 


Pentru z = z obtinem: 


£; —1 


= 


jiu 800, m. 
"gl (er -+ 1) 
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Cu datele numerice din enunţ găsim: 


ÎL. 403. 10-4: 10? 


9.10 E 
Ca Se mutate ae cr y CREE Qa 
do 4r * 0,5 : 1073 : 


C, = 1770 pF; C = 2660 pF; 
U —666 V; E,—E,—13325* ; p, = 118: 1079 5, 
m 


oa = 206-109 €; W =5,92-10°J; F= 1,97 105 N. 
m 


Problema nr. 236. Un bloc paralelipipedic de metal are dimensiunile q, 
b, g' (g' fiind grosimea), iar sarcina lui electrică totală, nulă. Blocul este introdus 
parţial între armăturile dreptunghiulare ale unui condensator plan, care are 
dimensiunile a si b, si se găsesc in vid, la distanța g > g', avind o dife- 
rență de potential U între ele (fig. 236). Să se calculeze forţa cu care este atras 
blocul între armături, știind cá muchiile blocului și ale armăturilor sint para- 
lele (se neglijează efectele de margine produse de suprafața blocului metalic). 


Calcul numeric: a = 10 cm; g’ — —3 mm; U = 100 V. 
Soluţie: Prin introducerea parţială a para- 


lelipipedului s-au format trei condensatoare 
plane €,, Ca, C avind capacităţile: 


gga(b — x ax a 

EE s ). C, = Ë ; C,— 2, 
xg xC xd 

care sînt legate așa cum arată figura 236. Capaci- 

tatea echivalentă lor va fi: 


C,C eg a 
C = C 4 e = 9 [blg —g') +ga. 
C,-- C, x9(9—9) "T 
Forţa care se exercită asupra blocului para- 
lelipipedic se calculează ușor: 


7 24^ 
Ox !'v 2 óxr 2xg(g — 9^) 


(semnul arată cá F tinde să mărească distanţa x). 
Numeric (sistemul MKSA rationalizat): 


4x9 2100 0,1 - 100? - 0,003 


F I —————————— = Li -6 r 
2» 1 + 0,006 (0,006 — 0,003) (,76 40% N. 
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4.7. ENERGIA SI FORȚELE ÎN CIMPUL ELECTROSTATIC: 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 237. Două condensatoare C, si C, au sarcinile qı Și ds. Sá se 
determine diferențele de potențial la bornele condensatoarelor, in situatia 
iniţială şi in situaţia cînd sint legate în paralel (fig. 237). Să se arate că prin 
legarea în paralel se pierde o ener- 


MA ue sia CH. Înca 
à 2[C, CC, + Cp) | " Lus RA 4 


se transformă această energie? 
Exemplu numeric: C, = C, = 

= 100 pF; g, = 109C; qa=2-:10—. 
Problema nr. 238. Plăcile mobile 


ale unui condensator variabil se află Ai 
intr-o poziţie oarecare, mijlocie. Să - +g 

i a DE M. 
se determine cuplul M ce .actio- | Zi -4% | 
neazá asupra sistemului de plăci — 
mobile ale condensatorului, la dife- Fig. 237 


renta de potential U = 300 V, dacă 


numărul perechilor de plăci ale condensatorului este 4 


37 10, fiecare placă 


are forma unui semicerc cu raza a = 8cm si distanta intre plici este 
£ — 0,5 mm (fig. 238). 


Răspuns : 


Problema nr. 239. Doi cilindri metalici coaxiali, foarte lungi, sint aşezaţi ca 
în figura 239. Între ei este aplicată o diferență de potential U = 1000 V. 


Fig, 238 Fig. 239 


Razele lor sint R, = 5em; Re = 6cm. Sá se determine forţa care tinde să 
atragă un cilindru în interiorul celuilalt, Lungimea părţii comune a cilindrilor 
este destul de mare pentru ca să se poată considera cimpul ca fiind plan- 


„Paralel (e = e) (fig. 239). 
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Problema. nr. 240. O sferă metalică goală, de rază a = 5 om, este împărțită 
în două părţi independente printr-un plan, secţiunea acestuia cu sfera fiind un 


Fig. 240 Fig. 241 


cerc care se vede din centrul sferei sub unghiul solid Q = 7. Cele două calote 
astfel formate sint legate între ele printr-un fir conductor, prin interiorul 
lor. Ele sînt încărcate cu sarcina totală q = 1075 C şi se găsesc într-un mediu 
izolant care are permitivitatea e = 4z,. Se cere să se calculeze forţa de repulsie 
dintre cele două calote (fig. 240). 


Răspuns : 
Dacă notăm în general 


Q = 2 xv (1 — cos x) rezultă 


Pen ai = 2100 N 
32 


32 2 a2 e 47 


în cazul de faţă. 


Problema nr. 241, Două armături semicilindrice coaxiale, de lungimi egale 
l = 20 cm, au razele a, = 5 cm şi a4 = 10 em. Ele formează un condensator 
semicilindrice pus sub diferenţa de potential U = V, — V,— 1000 V. În 
parte spaţiul dintre armături este ocupat de aer (s, = Í), iar în parte — de o 
scoarță semicilindrică de izolant solid de permitivitate relativă e, = 4, intro- 
dusá intre armáturi pe portiunea corespunzátoare unui unghi la centru « 
(fig. 241). Se cere să se calculeze cuplul faţă de axa de simetrie cu care scoarța 
izolantă este atrasă între armăturile condensatorului. 
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Răspuns : 


Problema nr. 242. Un condensator cilindric vertical, avind razele armă- 
turilor a = 3 em şi b = 3,2 cm, este cufundat parţial într-un lichid dielectric 


avind permitivitatea relativă e, = 2,5 şi greutatea specifică Y = 7000 n 
m? 


2 j| a . 


g 


N 
N 
N 
S 
N 
N 
N 
N 
N 
Ñ 
N 
À 
À 
À 


Fig. 242 Fig. 243] 


Să se calculeze înălțimea / (fig. 242) cu care lichidul din interiorul condensa- 
torului se ridică peste nivelul lichidului din exteriorul lui, dacă diferența de 
potențial dintre armături este V, — V, = 5000 V. 

Răspuns : 


p pe (ar Pa 0,54 mm 


x y (5? — a?) In — : 
a 


„Problema nr. 243. Două condensatoare în formă de discuri, avind dimen- 
siunile din figura 243, sint, puse la aceeaşi diferenţă de potenţial U. Se cere 
raportul forțelor de atracție F, si F, cu care se atrag armăturile celor două 
condensatoare, dacă permitivitatea dielectricului este s = €E, şi înclinarea 
armăturilor celui de-al doilea condensator este «. Se va considera distanța 
dintre armături g mult mai mică decit raza a. 

Răspuns : În condiţiile date, 


= ena? 
1 = =— 
xg 
C. = era?/cos a 
xg COS a 
Fi 


C, 
— = = 0s?«g. 
Fa G 
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5.1.1. BAZELE MAGNETOSTATICII 


Regimul magnetostatie. Se spune cá un sistem fizic format din corpuri 
$i cîmp electromagnetic se găsește în regim magnetostatic cind corpurile se 
găsesc în imobilitate relativă, toate mărimile de stare electrică, inclusiv in- 
tensitatea curentului electric de conduetie, sint nule, iar mărimile locale 
de stare magnetică nu depind de timp. 

Legea fluxului magnetic. Legea se folosește în magnetostatică sub forma 

„ei generală: Fluxul inducției magnetice instantanee este nul prin toate supra- 
fețele închise X care se pot trasa in cimpul magnetic: 


| B dA — 0, (1) 


enunț echivalent cu următoarele forme diferențiale: 
div B = 0 si div, B — 0. (2) 


Legea legăturii dintre inducție, 
netic se foloseşte in magnetostati 
tică locală si instantanee este fu 
locală instantanee a cîmpului ma 


intensitate si polarizatie in cimpul mag- 
cá sub forma ei generală: Ind'ietia magne- 
ncţiune lineará și omogenă «e in ensitatea 
gnetic şi de magnetizatia instantanee locală: 


l B = (H + xM), (3) 
respectiv 


B = wH + xI, (4) 


dacă se foloseşte mărimea I = (4M, numită polarizatie magnetică. 
„Legea polarizafiei magnetice se folosește în magnetostatică sub forma 
ei generală: În numeroase materiale, polarizatia magnetică temporară, locală 
$1 instantanee, este proporțională cu intensitatea locală instantanee a cimpului 
magnetic: 

I = uy, H, (5) 
unde susceptivitatea magnetică y, este un tensor 


i i de ordinul al doilea în 
corpurile anizotrope, respectiv un scalar, in cor 


purile izotrope. 
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Teorema potenţialului magnetostatic afirmă că, în absența curenților 
electrici şi a inducției electrice variabile in timp, tensiunea magnetomotoare 


din lungul oricărei curbe închise din cimp este nulă: 


$ H dr — 0. (6) 
r 


Cimpului magnetic, H, i se asociază deci, în acest caz, un potential sca- 
lar Vj, astfel incit: 
= — grad Vy. (7) 


Teorema refracției liniilor de cîmp. La trecerea prin suprafeţe care separă 
două corpuri (1 și 2) de permeabilitáti magnetice diferite, vectorii cimpuri- 
lor si B suferă modificările descrise prin următoarele două relaţii: 


Bra = Bno; Hu = Hi, (8) 


din care rezultă, pentru citul tangentelor trigonometrice ale unghiurilor z, 
Și M. de incidenţă a liniilor de cimp magnetic pe suprafeţele de separație, 
relația: . 


(E a = Ha a (9) 
TI” 


5.1.2. FORMULE DE MAGNETOSTAŢICĂ 


Cuplul magnetic care se exercită în cimpul magnetic exterior B, asupra 
unui mic corp polarizat magnetic, de moment m, situat în vid: 


C — m x B,. (10) 
Foría magnetieá ce se exercitá in cimpul magnetic exterior neuniform D, 
asupra unui mic corp cu moment magnetic m: 
4 
F = grad (m-B,). (11) 


Ecuațiile lui Poisson și Laplace in cimpul magnetic: Ecuația lui Poisson 
în corpuri: | 


Ho 


şi ecuaţia lui Laplace în vid $i in corpuri nepolarizate magnetic: 


AV, z 0. (13) 
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Expresia potenţialului magnetostatic: 


x Pmi Psml Piml T mil _ 
Vu = (ez ao + za + pa + 3 = 


4 TMo R 


4x fai 


„1 „A 3 $- 
= 2 bu grad” È do Hun grad’ — dA + 5 mi; grad Hi Ps 


 Expresia potenţialului si a intensității eimpului magnetostatie al unu: 
mie corp magnetizat, în vid: 


x 1 x mR e 
— — !— = — — ; 4 
Vu "Ld grad pem t (15) 
ERE e (46) 
4n RS R? 


În principiu, metode folosite în electrostatică se folosesc (adaptate) şi pentru 
soluţionarea problemelor de magnetostatică. 


5.2. PROBLEME DE MAGNETOSTATICĂ REZOLVATE 


Problema nr. 244. Să se calculeze forţele si cuplurile mutuale pentru doi 
magneti mici de momente m şi m’, aşezaţi în același plan la mare distanţă 
unul de altul, cind momentele lor sint: a) colineare şi paralele; b) colineare 
și antiparalele ; c) perpendiculare pe linia care le unește și paralele; d) per- 
pendiculare pe linia care le uneşte şi antiparalele; 
e) unul perpendicular pe linia care le unește $1 celălalt 
are direcţia ei. 

Soluţie : Intensitatea cimpului magnetic creat de 
magnetul m în punctul unde este situat celălalt mag- 


u-| 


3(mR) NR m 
An acd |: 


R5 R? 
Cuplul care se exercită asupra magnetului de moment m’ va fi: 


C' = pom! x H = i [EDELE m'x m): 


dn p RS 


Energia de interacţiune a celor doi magneli este: 


W = — yymH = -*| 


8 (m R) (mv R) ig 
== hp 
TE 


RS R? 


24 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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„iar forţa care se exercită asupra magnetului m’, egală și opusă ca orientare 
celei care se exercită asupra magnetului m, va fi: 


F’ = — grad 'W = ef Edi esti A Pt E tx [(mR) m’ + 


+ (m'R)m + (mn) RJ}. 


În diferitele situaţii din enunţ se obţine: 
a) mm' = mm'; mR = mR; m'R = m'R;m' xm =0, m' xR =0 şi 


deci: 
' 3 í 
C'=0; F ea E KE. 
2x R5 
b) mm’ = — mm'; mR = mR; m'R = — m'R;m' x m=0; m'xR= 
= Q şi deci: 


C'=0: F'— 3xugmm' R, 
i 2n R?’ 


e) mm' = mm'; MR —0; MR =0; m'xm= 0; m'xR-—m'Ru,, 


m'xH : . . 
unde u, = ——C—— este versorul perpendicular pe planul magnetilor; prin 
urmare: 

(103 í 
C'—0; pr—3xmm R, 
Az R» 
, d) mm' — — mm'i mR —0;m'R —0;m' xm —0;m'xR-—-—m'Hu, 
$1, prin urmare: 
C'—0; p'o- Sxwmm R, 
4n RS 


e) mm' —0; m'R =m'R; mR =0; m’ x m = m'mu, ;m' XR —Osi, 
in consecinţă, 
D as Ls xomm’ uz, F' = 3xpyn' m 


——— 


4n RI AT Ri 


„Problema nr. 245. Un sistem format din trei mici magneţi coplanari, solida- 
rizați între ei și cu momente magnetice egale (m), formînd unghiuri de 120? 
între axele lor, dar unul dintre momente fiind orientat în sens contrar celui 
pe care ar trebui să-l aibă pentru ca sistemul de magneti să fie simetric, se 
află într-un cîmp magnetic exterior, uniform, de intensitate H (fig. 245). 
Primul dintre magneti formează cu direcţia intensității ZH! unghiul «. Sá 
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se calculeze cuplul rezultant pe care îl exercită cimpul asupra sistemului 
de magneti. Date numerice: | 
j= pon = 50 u CGSem și H = 10 Oe; « = 30°. 
Soluţie : Cuplul rezultant va fi: 
x H = p (m,4- m; +m) x H. 
Dar 
Mı + Mg =Ma 
şi deci: 
C —2y,m,x H = 2uomH sin (60° — a) e, = 
— 2jH sin (60? — a) ez, 


Fig. 245 


unde e, este versorul direcției perpendiculare pe Ma şi H(e. = €m, X ez). 
Dat fiind că datele numerice sint în unități CGS electromagnetice, cuplul 
va fi: 


C = 2:50:10 sin (60* — 30%) = 500 dyn:cm= 
= 500 - 10-7 Nm = 5 = 10-5 Nm. 


Problema nr. 246. Să se găsească perioada oscilaţiilor a doi magneti iden- 
tici, de momentem si m“, dacă sint astfel apropiaţi, incit distanța dintre ei 
este R si dacă sint deviati în aceeaşi parte cu un unghi foarte mic eg; cum 
se arată in figura 246, şi apoi se eliberează. Magnetii sint fixati pe axe, fără 
frecare, si momentul de inerție al fiecărui magnet față de aceste axe este $. 

Soluţie : Putem aplica expresia cuplului care se exercită asupra magne- 
tului m’, găsită in problema 244: 


C s 3 (MR) (nv x R) _ m'xm 
dr R$ RS 
care, în cazul nostru, devine pentru un 
unghi oarecare ọ: 
Xo [ (mRcos ọ) m’ Rsino — mm'sin 29 | 


áz np R? 
Tinind seamă că ọ este un unghi mic, Fig. 246 
putem lua 


cos ọ ~ 1; sin Q e o; sin 2ọ 22 29 


gi deci 
[i a xug mn’ 
dr P 


CE Scanned with OKEN Scanner 


372 MAGNETOSTATICA 


Ecuația mișcării va fi: | 
p a, PRL 


di? 4n R? a d 


se vede că această ecuaţie reprezintă in adevăr o mișcare oscilatorie cu frec- 
venta | 


[3 mue, mm, 

y 4r PI 
Problema nr. 247. Să se determine de cite 
ori este mai mică, ca modul, intensitatea 
cimpului magnetic din interiorul unei cavități 
sferice practicate într-o sferă de material 
feromagnetic avind permeabilitatea u = 600 us, 
situată într-un cimp uniform, decit intensita- 
tea acestui cimp. Cavitatea este concentrică 
cu sfera gi are raza R, =0,9 Ra R, fiind 

raza sferei (fig. 247). 

Fig. 247 Soluţie : Cimpul magnetic în exteriorul sferei 
(zona 3) este rezultatul suprapunerii cimpului 
exterior uniform Ho peste cimpul unui moment magnetic plasat în centrul 
sferei (v. problema nr. 207). Acest moment magnetic este echivalent cu 
sarcinile de polarizatie magnetică care apar in urma polarizării sferei fero- 
magnetice pe suprafeţele de separație a zonelor 7 şi 2, respectiv 2 si 3. Po- 

tentialul magnetic într-un punct oarecare M(r, 0) va fi deci: 


cos 0 


ge 
V, = — Hor cos 0+ A Oe Rh 


r? 


A fiind o mărime proporțională cu momentul magnetic echivalent, care 
rámine să fie determinată. 

Cimpul magnetic în zona 2, din interiorul sferei, este rezultatul suprapunerii 
a trei cimpuri: cimpul magnetic uniform H,; cimpul magnetic uniform creat 
de sarcinile de polarizatie apărute pe suprafaţa de separație a zonelor 2 şi 3, 
antiparalel cu Ho; cîmpul magnetic al sarcinilor de polarizaţie apărute pe 
suprafața de separație a zonelor 7 şi 2, care pot fi echivalente cu un moment 
magnetic plasat în centrul sferei. Deci, 

cos 0 


V, = — Hy cos 0 + br cos 0 -- C959 Br cos 0 + C—; (R «r « Rə), 


? 
r? r? 


mărimile B si C ráminind să fie determinate. 

In sfirgit, cimpul în zona Z, interiorul cavităţii, este un cimp uniform, rezul- 
tatul suprapunerii a trei cimpuri uniforme: cimpul initial Hy şi cimpurile 
create de sarcinile de polarizatie apărute pe suprafețele de separație a zone- 
lor 7 si 2, respectiv 2 si 3: 


V, = Dr cos 0; l (r < R) 
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Constantele A, B, C, D se determiná din condiţiile la frontieră: 
a) pentru r= A trebuie ca- 


| V, ti Vs 
gi | 
ôV, 0V, 
à Ho or ðr’? 
adică: 
C 
D=B+—:; 
+ m 
Lap 26, 
| toD UT. uB ni , 
b) pentru r = Ra trebuie ca 
Vs = Va 
gi 
QNA 
Wa i E 
adică: 
C A 
By+—=—H — 
id Ri ot ni 
m — co eie 
uB m T toli o ET 


Fácind o serie de calcule elementare, din cele patru relatii intre cele patru 
necunoscute A, B, C si D se deduce: 
| H 
pyiestek Ho nn on oe 0 n n 
alee 
| 9 Rillu — Uo 

şi, deci, din 
V, — Dr cos 0 — Dz, 


fiindcă, z =r cos 0, rezultă intensitatea cimpului din interiorul cavităţii: 


emat E YA: Lr ss EN Ho 
Hcr ie Dis 2 Ri)[m , & | 
9 Ri p Uo 


Introdueind valorile numerice din enunţ se găsește: 
H, = 0,0323 His 


Se observă că în interiorul cavității cimpul magnetic reprezintă numai 3% 
din valoarea cimpului exterior. De aici rezultă puternica acţiune de , ecranare" 
a unor pereţi feromagnetici, fapt folosit adeseori în practică. 
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Se mai observá cá expresia obtinutá ne aratá c& efectul de ecranare al sub- 
stanţelor feromagnetice (y. > po) cu o anumită permeabilitate relativă -£ este 
exact acelaşi ca al substanţelor diamagnetice (u < Ug) cu O aceeaşi valoare 
a raportului E . Cum substanţele diamagnetice au o permeabilitate relativă 


foarte apropiată de unitate, efectul de ecranare va fi 
neglijabil. În adevăr, dacă + = 0,9, H; ~ H,. 


Ho 

Problema nr. 248. Se dă o sferă polarizată magnetic, 
uniform și permanent, cu magnetizatia M. Axa magne- 
ticá a sferei este dirijatá de-a lungul unui cimp magnetic 
exterior, de intensitate H, uniformă (fig. 248). Să se 
. găsească lucrul mecanic necesar pentru a roti sfera 
Fig. 248 magnetizată cu 180°în jurul unui diametru normal pe 
axa sa magnetică, în ipoteza că cîmpul nu modifică 
sensibil polarizatia sferei. Exemplu numeric: a —5 cm; H= 100 Oe; 
uoM = 20 Gs. 

Solujie: Sfera magnetizatá poate fi echivalentă cu un moment magnetic 


Axa? 


m = Mv ——— M, 


v fiind volumul sferei, iar a, raza ei. 
Cuplul care se exercită din partea cimpului exterior asupra sferei rotite 
din poziţia iniţială cu unghiul « va fi: 


C = yymH, sin a, 
iar lucrul mecanic necesar rotirii cu un unghi elementar d« va fi: 
aW = Cda = Uomo sina + da. 


În consecinţă, pentru o rotire de 180? 
W = om, V sin ada = um Ho = T uoH M. 
0 


Numeric, în sistemul CGS electromagnetic nerationalizat: 


W = ma . 400 - 20 = 0,309 J. 


Problema nr. 249, Să se determine intensitatea cimpului magnetic demag- 
netizat H4 al unui elipsoid de revoluţie polarizat magnetic uniform, magne- 
tizatia M avind orientarea axei mari (fig. 249), cum și coeficientul demagneti- 


zant JV, =|% . 
M 
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Solufie: Sarcinile de polarizajie care apar pe suprafaţa elipsoidului au 
densitatea: 
0p» = — Uo div, M = poe, M = y M cos a, 


e, fiind versorul normalei în punetul considerat al suprafeţei, iar « — unghiul 
dintre e, si M. Cimpul magnetic din interiorul elipsoidului este uniform, 
şi este suficient să-l calculăm 
într-un punct oarecare. Îl vom cal- 
cula pentru focarul F}: 


H, = > | dA. 
i 47uo si r’ 
Din motive de simetrie, cîmpul 
nu are componente decît în lungul 
axei mari $i, deci, 


x cos (7 — 9) 
= Bun — = 
" Aro i p i 


Fig. 249 


o fiind unghiul format de vec- 
torul Tr cu axa Oz. Dacăluăm dA = 2x y ds, ds fiind elementul de linie al 
elipsei prin a cárei rotatie rezultá elipsoidul, atunci: 


H, ome cei m its. 
2 p 


Pentru efectuarea acestei integrale, vom folosi ecuatia elipsei in coordonate 
polare: 


ra Mh. 


1+ecosọ 
în care b este semiaxa mare, iar e este excentricitatea elipsei < = Pta, 
b? 
c fiind semiaxa mică. 
Astfel, 
y =r sin 9, 
lar 


a dolp [£y = do 4—9 yanas HINT. 
ds te | + Ese E sin? o + (1 + e cos 9)? = 


d A 
PE TI C V= -- 2e cos ọ +1. 
De altă parte, « = d + e — 90°, v fiind unghiul dintre vectorul + şi verso- 
rul e, al tangentei la elipsă, iar cota ọ} = dui es n 0 şi, prin ur- 
r do 1i+ecosọ 
mare, tg « = — cotg (o + 4) = 1—cotg p cote e _ sino 


cotg Y -+ cotg o e 4 cos [^ 
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€ -+ cos ọ 


COS x = -o 
Ve: pr 2e coso +i 


În consecinţă, integrala devine i 


H; uni a ọ cos ọ(e + cos ọ) do 
2 Jo 1 -+e cos ọ 


şi dacă facem schimbarea de variabilă cos ọ = u, obținem: 


M fl — 
Ht SE y, 
2 Ju 1-4 eu 
care se integreazá ugor: 
M 1 u? 1 1/1 -1 
Hit ree e a eu) | = 
a 2 e 2 e? ele: UE im 
= — a EE (n e). 
e? l—e 


Na = — =x odd 
M e? 2 1—e 


— H4 (pin te) 
Pentru excentricităţi mici (e & 1), logaritmul poate fi dezvoltat în serie: 


sua SE E re pi EL S uu uai ! 
Na = n [(e+ $ uS [sit txt6] 


Pentru sferă, e = 0 si se obţine: 
x 
Na — 3 s 
Pentru elipsoizi foarte alungiti (bare): 1 -- eœ 2; 4 — s? zz 2(1— e) si 


Na = 2x: (1 — e) (71m pt) 


. Punînd - = k, găsim c? = (1 — e?)b? ~ 2(1 — e)b?, de unde: 1 — e = 
şi, deci: 


Na b^ (In 2k — 1). 
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Pentru k- oo, adică pentru bara foarte lungă, 
N d ^4 0. 

Problema nr. 250. Se dă circuitul magnetic din figura 250. Distantele sint: 
b = 15cm;a = 10 em; secțiunea miezului magnetic 5—16 cm?; A—0,5 mm, 
iar permeabilitatea materialului mag- 
netic u = 2000 uo. Se cunoaşte intensi- 
tates cimpului magnetic in prima coloa- 
nă H, = 5 Oe, produs într-un mod 
oarecare. Se cere să se calculeze intensi- 
tátile in celelalte coloane, precum și 
in intrefier. Sá se gáseascá, de asemenea, 
fluxul magnetic in diferitele coloane, cum 
si diferența de potenţial magnetic 
V4 — Vp. Se consideră că liniile de cîmp 
se închid numai prin materialul magnetic 
şi intrefier, şi că în secţiune cimpul este Fig. 250. 
uniform. 

Soluţie : Sá aplicăm legea fluxului magnetic pentru o suprafatá inchisá 2, 
care taie normal cele trei coloane 1, 2 si 3, ca in figura 250. 


| BdA = 0, 
2 


B, — Ba — By = 0, 
sau 
H, = H, + Hyi, 
unde B,, Ba, Ba sintinductiile magnetice in materialul magnetic al coloanelor 
iar H,, Ha, Hay sînt intensitățile respective. De altă parte, aplicind aceeaşi 
lege unei suprafețe închise X, care trece prin întrefier normal pe liniile de 
cîmp și taie tot normal coloana 3, se obţine: 


UoHs, == uHsj, 
Ha fiind valoarea intensității magnetice în întrefier. 

Diferenta de potential magnetic între punctele A si B poate fi calculată 
pe un drum în lungul liniilor de cîmp, atit prin coloana 2, cit şi prin coloana 3, 
si şe obţine: 

y,-— Vs = A dii Hg = Hy(b 3g) P Ha. A 


Din cele trei relatii de mai sus se obtine: 


r. m! H, STP DEEA SEDERE = 0,5 Oe; 
Hw = Fa ud] 88 2000. 0:05 +1 , , 
b ko b 15 15 


Hp = 4,5 Oe; 
Ha, = 1000 Oe. 
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Inducţiile magnetice vor fi: 


Wb 
B, = uH, = 2000-5 = 10 000 Gs=1 i 


B, = uH, = 2.000 + 4,5 = 9000 Gs = 0,927; 
m 


By = By, = bose = pHa = 1000 Gs = 017. 
Fluxurile magnetice se deduc imediat: 
®, = B,S = 10000: 16 = 0,16 - 109 Mx = 0,16 - 107? Wb; 
®, = B,S = 9000-16 = 0,144 - 10% Mx = 0,144 - 107? Wb; 
®, = BS = 1000-16 = 0,016 - 105 Mx = 0,16 - 107? Wb. 
Tensiunea magnetică între punctele A şi B va fi 
V,— Va = H,b = 45:15 = 67,5 unităţi CGSem = 675 mOe : m = B A.sp. 


Problema nr. 251. Curbele de demagnetizare ale oţelului cu wolfram şi ale 
celui cu cobalt sint date in figura 251. Doi magneti identici ca formá, fabri- 
cati din aceste materiale, sînt magnetizati pînă la saturație. Sá se găsească 
inducția remanentá in magneti, în două cazuri: coeficientul de demagnetizare 


N =} N, = 19,7 - 140-3 şi N — ÎN, = 0,204. Să se determine, de ase- 
x x 


Fig. 251, 


menea, ce coeficient de demagnetizare W, trebuie să aibă magnetul de oțel 
cu cobalt, pentru ca inducția în el să fie B = 4 000 Gs. 
Soluție : Deoarece 


Ha = — NAM = — xNM, 
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se obţine: 


B = poa + xM) = — poa = 


? 


sau, numeric, în sistemul MKSA raţionalizat, cu po = 47-1077 H [m, pentru 
cazul N = 0,0197: 


si me Me sp 2995 m, s 0.825 104 Hs (1) 
0,0197 


iar pentru cazul N = 0,204: 


= — 4r 1077 T — — 0,49 -10-5 H,. (2) 


Relatia (1) reprezintá o dreaptá A,, care intersecteazá curbele de demagne- 
tizare in punctele A, și B,, cărora le corespund inductile magnetice: 


B = 0,55 *7, pentru ofelul cu cobalt ; 
m 


B = 0,28» , pentru oţelul cu wolfram. 
m 


Relatia (2) reprezintă dreapta A,, care intersectează curbele de demagneti- 
zare în punctele A, şi B,, cărora le corespund inducţiile magnetice: 


B= 0,07 55, pentru oţelul cu cobalt; 
m 


B = 0,03 — , pentru oţelul cu wolfram. 


Wb 
m? 


Pentru ultima întrebare a problemei interesează punctul C din diagramă 
(fig. 251) si deci din: 


1—N, B 0,4 
— — — = , 
UC UN Hal 11100 
se deduce 
N, — 0,036. 


Problema nr. 259. Un miez toroidal este fabricat din oţel a cărui curbă de 
demagnetizare este redată în figura 252-c. Miezul este magnetizat pină la 
saturație. Să se găsească fluxul magnetic prin miez, știind că, într-un prim 
caz, miezul nu are intrefieruri şi, într-un al doilea caz, are întrefieruri şi 


citul lungimii lor prin lungimea mediea circuitului magnetic este ^ ETT zz 0,001. 


Secţiunea torului este de 1 ema. LEON l 
Soluție: În primul caz, rezultatul se obţine imediat, cimpul H demagneti- 


Z ste nul si deci: 
ant e 8 wb 


m? 


B = 4,03 
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În al doilea caz, să aplicăm teorema potenţialului magnetic pentru o curbă 
închisă ca în figura 252-b; vom obţine: | 


| H dr = H,l + H,^ —0 
I" LE 


unde H,, este cimpul in magnet, iar H, este cimpul in intrefierul A. 


10 


30 20 
M (Ue) 
Fig. 252-a Fig. 252-b 


De altă parte, legea fluxului magnetic, referitoare la o suprafaţă închisă X 
care taie torul și trece prin intrefier normal pe liniile de cimp, dă: 


BaS — B,S = 0, 
sau 
l 
B, = B, = uH, = — Hor Hy, 
deoarece H, —— t H,, cum rezultá din teorema potentialului magnetic. 


Trecind la calculul numeric si tinind seamă de faptul că curba de demagne- 
f We : ; Wb 
tzare este dată în unități MKSA nerationalizate [5:09] , vom folosi 
acest sistem și vom obţine: 
B = —10-7 9.10 H,, = — 9.10-5 H n, 


expresia care este ecuaţia unei drepte A, care intersectează curba de demagne- 
tzare în punctul A (fig. 252-a), căruia îi corespunde inducția magnetică 


B = 0975. 
În consecință, fluxul magnetic în primul caz va fi: 
| Q9 = B5 —1,03-0,0001 = 1,03 - 10-4 Wb = 10 300 Mx, 
si in al doilea caz: 
Q = 0,9 : 0,0001 = 0,9 - 10-* Wb = 9000 Mx. 
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Problema nr. 253. Un magnet permanent, fabricat din oțel cu cobalt, a cărui 
curbă de demagnetizare este cunoscută (v. problema nr. 252), are forma de 
cilindru cu lungimea l = 20 em. Coeficientul de demagnetizare al acestui 


Armătura 


Fig. 253-a Fig. 253-b 


cilindru este W = 0,01. Acest magnet este introdus între polii unei armături, 


formînd două întrefieruri cu lungimile 5 = 0,5 mm (fig. 253-a). Să se deter- 


mine inducția magnetică în interiorul magnetului, considerind că: a) la fabri- 
care, magnetul a fost magnetizat în afara armăturii pînă la saturație; b) per- 
meabilitatea magnetică a miezului armăturii este infinită; c) cimpul mag- 
netic in intrefieruri se poate considera uniform; d) curba de intoarcere a 
materialului magnetului poate fi considerată ca fiind o dreaptă de inclinarea 


AB .0185.10-* Ë. 
AH m 


Soluţie : Construim curba de demagnetizare şi dreapta A, (fig. 253-b), a 
cărei ecuaţie este (v. soluţia problemei 251): 


— i Ha = — 1,242 - 10-* H4. 


Punctul A, determină inducția magnetică in magnet, considerat fără armă- 


tură: B = 0,49 Lg 
m? 


magnetului între polii armăturii, inducția magnetică 


După introducerea 
Aa a cărei înclinare este eu- 


se schimbă după curba (dreapta) de intoarcere 
noscutá: 0,185 - 10-4 B. 


m 

Noua valoare a inducției B se determină prin intersecţia dreptei de intoar- 
cere A, cu dreapta Ag, care corespunde noului coeficient de demagnetizare N 

al magnetului impreuná cu armütura. Acest, nou coeficient se determină astfel: 
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se scrie teorema potenţialului magnetic pentru un contur T, care trece prin 
magnet, prin întrefieruri şi prin armătură, și se obţine, succesiv: 


V rar Ex 


2H, Å — H„l = 0, 


H, fiind intensitatea cimpului magnetic in intrefieruri, Z,, — intensitatea 
demagnetizantá a magnetului. Intensitatea cimpului magnetic in armătură 
este nulă fiindcă permeabilitatea sa este infinită (B = yH finit). Dar inducția 
magnetică din interiorul magnetului trebuie să fie egală cu cea din intrefier 


* 
fluxul magnetic fiind conservativ şi, deci, 


Bn = B, = pH, = — aH, => 
jar pe de altă parte (in sistemul MKSA rationalizat, în care ug = 4r : 10-7 a 
m 
Bn = w(H,, + M) 2 — p Hn "u 
de unde: 
! 
= — H„|— 
M-—-I E + 1) 
şi deci 
1 1 
N' = ——— = —— = 0,005 


Ecuația dreptei A, va fi: 


B = — pH IN = — 4r 10-7 1005 — _25.40-4H. 
N’ 0,005 


Noua inducție corespunde punctului A, şi are valoarea: 


Wb 
Heins. 
m? 


Să remarcăm că, dacă magnetul ar fi fost magnetizat impreună cu armă- 
tura, inducția ar fi avut valoarea corespunzătoare punctului A,: 


Vb 
Beg, 
m? 
adică ar fi fost mult superioară celei obţinute mai sus. 


Problema nr. 254. Să se rezolve problema nr 253, insă presupunind că per- 
meabilitatea armăturii este u = 2 000 Ug Și lungimea ei medie l, = 50 em, 
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magnetizarea magnetului fácindu-se separat de armătură. Secţiunea armăturii 


este egală cu secţiunea magnetului. . l 
Solutie: Aplicînd teorema potențialului magnetic pentru o curbă inchisă T 


trecind prin armătură, prin intrefieruri $i prin magnet, se obține: 
HA -d- Halo e HA = 0. (*) 


Aplicind legea fluxului magnetic pentru o su- 
prafatá X care taie întrefierul şi armătura normal 
pe liniile de cîmp si apoi pentru o suprafață X’ 
care taie întrefierul şi magnetul, tot normal pe - 
liniile de cîmp (fig. 254), se obține: 


B, — DB, == Ban 
sau 
uolT, = uH, = Bm i" 
Din relaţiile (*) si (**) se obţine: 
+ OEDIP Iu 
Aq Sia 
u 
Însă B, = uo (H,, + M), de unde: Fig. 254 
Ue n 
Ad P 
m 


şi deci noul coeficient de demagnetizare va fi: 


1 1 E 
JN = —— = — = 0,00625. 
l NE 20 
A + Ela 01 —Î 50 
u 2 000 


(Să observăm cá un intrefier de 1 mm echivalează cu 200 cm material fero- 
magnetic de permeabilitate 2 000 uo.) 
Ecuatia dreptei caracteristice 


B, = — pp L2 H, = — 2,0310-4 HI, 
N” 


intersectează dreapta de întoarcere în punctul corespunzător inducției mag- 
netice 


B. es pL. 
m? 


In figura 254 s-au trasat liniile de cimp pentru H, respectiv pentru B. 
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5.3. PROBLEME DE MAGNETOSTATICĂ PROPUSE 


Problema nr. 255. Se consideră un dise de grosime g foarte mică $i de rază 
a > g, magnetizat uniform cu magnetizatia permanentă M orientată normal 
pe planul discului. 

Se cere intensitatea cimpului magnetic într-un punct, P situat pe axa discu- 
lui la distanța k 2» g de el (fig. 255). 


Fig. 255 Fig. 257 Fig. 258. 


Se va neglija influenta permeabilitátii relative a materialului discului. 

Problema nr. 256. Momentul magnetic al acului unei busole este m, greu- 
tatea acului fiind G și lungimea l. Considerind acest ac magnetic ca o bară 
subţire, să se determine frecvența f a oscilaţiilor lui in cimpul magnetic pă- 
miîntesc, a cărui componentă orizontală este H. 

Problema nr. 257. Se consideră o coajă de grosime g foarte mică, de forma 
unei calote sferice de rază HR Sg și deschidere 2«, magnetizată uniform, 
radial, cu magnetizatia permanentă M orientată spre exterior (fig. 257). 

Se cere intensitatea cimpului magnetic în centrul C al sferei din care face 
parte calota. 

Se va neglija influenţa permeabilitátii relative a materialului discului. 

Problema nr. 258. Se consideră un disc de grosime g foarte mică gi de rază 
ag, magnetizat uniform cu magnetizatia permanentă M, de orientare 
oarecare față de orientarea u a axei discului (fig. 258). 

Se cere intensitatea cimpului magnetic în centrul O de simetrie al discului. 


Pig 459. Fig. 260. 


5 nis y 259. Se considerá un cilindru circular drept, [de lungime / 
aa du re și de rază a «€ l, magnetizat uniform cu magnetizatia permanen- 
„A 24, de orientare oarecare față de orientarea e a axei cilindrului (fig. 259). 
.' Se cere intensitatea cimpului magnetic în centrul O de simetrie al cilindrului. 
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Problema nr. 260. Se dă circuitul magnetic din figura 260, cu dimensiunile 
în centimetri. Cunoscind că în întrefier inducția magnetică este B = 1 Wb [m? 
$i cá permeabilitatea magnetică relativă a miezului feromagnetic este u, — 100, 
se cere să se calculeze tensiunea magnetomotoare necesară obţinerii acestui 
cimp magnetic. | 

Se consideră că liniile de cimp se închid numai prin materialul magnetic si 
întrefier și că secţiunea unui tub de linii de cimp este constantă. 

Indicaţie : La problemele 255—259 se caută distribuţia echivalentă de 
sarcini fictive de polarizatie (sau de curenți amperieni) $i se aplică formulele 
respective de electrostatică (sau formula Biot-Savart). 

La problema 260 se aplică teorema lui Ampere pe linia medie de cimp. 
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6.1.1 LEGI, LEME ȘI TEOREME DE ELECTROCINETICĂ 


Legea de conservare a sarcinii electrice. Intensitatea instantanee a curen- 
tului electric de conductie iz, care trece printr-o suprafatá închisă X, con- 
sideratá pozitivá cind este indreptatá din spre interior spre exterior, este egală 
cu viteza instantanee de scădere în timp a sarcinii electrice adevărate 9 din 


interiorul suprafeţei presupuse antrenată de corpuri în mișcarea lor: 

das) | 

bp = a 1 d 1 
3 (1) 


Forma localá a legii de conservare a sarcinii electrice are urmátorul enunt: 
Divergenta densităţii curentului de conductie J este egală $i de semn contrar 
cu derivata de integrală de volum, în raport cu timpul, a densităţii locale a 
sarcinii electrice adevărate, sau: i 


d 


er (2) 


IV = — p 
div J 3 


Pentru eazul regimului stationar rezultá cá intensitatea curentului eleetrie 
de conducţie este nulă prin orice suprafaţă inchisă: 


iz = 0, (3) 
sau cá divergenta densităţii curentului de conductie este nulă: 
div J = 0. (4) 


Prima teoremă a lui Kirchhoff 

Pentru cazul particular al unui nod de reţea electrică situat în interiorul 
suprafeţei inchise X și in care concură n laturi ale reţelei, parcurse de inten- 
sitátile de curenţi de conductie i, (| = 1, 2, ... ,n), contate pozitive cind sint 
indreptate din spre nod spre exterior, rezultă din (3) prima teoremă a lui 
Kirchhoff: 


odds di sas (5) 
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Legea condue(iei electrice. Tensiunea electrică în sens larg, egală cu suma 
dintre tensiunea electrică în lungul firului uy şi tensiunea imprimată u;, din 
lungul unui conductor linear şi izotrop, este egală cu produsul rezistenţei lui 
electrice prin intensitatea curentului de conduetie care trece prin el: 


uj + u; = Ri. (6) 


Forma diferențială a legii conductiei electrice are următorul enunţ: Suma 
dintre intensitatea cimpului electric şi intensitatea cîmpului electric imprimat 
din interiorul unui conductor linear şi izotrop, la temperatură uniformă, este 
proporţională şi omoparalelă cu densitatea curentului de conductie pe care 
o stabilește şi cu o mărime de material p pozitivă gi variabilă cu temperatura, 
numită rezistivitate: 

E 4- E; = pd. (7) 


Legea transformării energiei electromagnetice în corpuri. În conductoare 
se transformă în unitatea de timp si în unitatea de volum, în energie inte- 
rioară a conductoarelor, o energie electromagnetică egală cu produsul scalar al 
intensității locale instantanee a cimpului electric prin densitatea instantanee 
locală a curentului electric de conductie, 


P; = EJ = J(oJ — E;) = oJ? — JE; (8) 


Forma integralá a legii are urmátorul enunt: Puterea care se transformá 
într-un conductor, între formele electromagnetică şi interioară, este egală 
cu produsul dintre tensiunea electrică (in sens restrins) şi intensitatea curen- 
tului electric de conductie: 


P= uji = RP —u. (9) 


Cind cîmpul electric imprimat este nul, rezultă teorema efectului electro- 
caloric, sub forma integrală: Căldura Q;, dezvoltată într-un conductor izotrop, 
este egală cu integrala în raport cu timpul a produsului dintre rezistența lui 
electrică și pătratul intensității curentului electric de conductie: 


ses j Ri*dt. (10) 


0 


Forma localá a teoremei efectului electrocaloric are enuntul: Cáldura dez- 
voltatá în unitatea de timp, pe unitatea de volum de conductor parcurs de 
curent de conducție, este egală cu produsul rezistivitátii conductorului prin 
pătratul densităţii curentului electric de conducţie: 


pi = e4*. (14) 

Teorema potenţialului electric staționar. Circulaţia intensității cimpului 
electric staționar este nulă pentru orice curbă închisă T: 

$E dr — 0. (12) 


r 


__j 
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Rezultă că în aceste cimpuri se poate defini o funcţiune scalară de punct V, 
P * 
V, = Vo = E dr, (13) 
P, 


numită potential electric stationar. 
Sub formá localá, teorema are forma: 


rot E = 0, (14) 

sau 
E — — grad V,. (15) 
Pentru suprafeţele de discontinuitate a conductivitátii e valabilă relaţia: 
rot, E = Q. (16) 


A doua teoremă Kirchhoff: În regim staționar, suma tensiunilor electro- 
motoare (in sens larg) ale surselor de curent din laturile unui ochi de reţea 
electrică este egală cu suma produselor rezistentelor electrice ale surselor si 
laturilor, prin intensitátile curenților electrici care le străbat (cu sensurile de 
referinţă alese adecvat): 


YU, =P Ri. (17) 


Teorema refracției liniilor de curent electric staționar: La suprafața de 
separație a două conductoare izotrope de rezistivitáti o, şi pa există relaţiile 
Palma = Pola ȘI En = Erg, din care rezultă, pentru citul tangentelor trigono- 
metrice ale unghiurilor de incidenţă «, și «; ale liniilor de cimp şi de curent 
pe acea suprafatá, expresia: 


€. £2 _ tga A (18) 


în care o, $1 c3 sint conductivitátile mediilor conductoare. 

Teorema ariilor corespondente în curent. Intensităţile curenților care 
trec prin suprafeţele interceptate de un tub de curent pe două conductoare 
perfecte, situate într-un mediu conductor, sînt egale si de semne contrare. 
Suprafeţele corespunzătoare se numesc arii corespondente. 

Teorema conduetantei electrice. Raportul dintre valoarea absolută a inten- 
sitátii curentului care trece printr-una dintre ariile corespondente și diferența 
de potenţial dintre cele două arii corespondente este independent de valoarea 
lor şi se numește conduetanta dintre ariile considerate: 


G = d i " 
Vi— Ve (19) 


Acest raport depinde numai de conductivitatea mediului dintre conduc- 
toarele perfecte pe care sint situate ariile corespondente si de configurația 
geometrică a sistemului. 
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Teorema legăturii dintre capacitatea şi conductanța ariilor corespondente 
pentru sisteme cu o aceeași configurație geometrică. Între conductanta si 
capacitatea ariilor corespondente pentru sisteme cu aceeași configurație 
geometrică există relaţia: 


CATRE ARIDE EA (20) 
G x xc 


Cu ajutorul acestei teoreme se extind soluții obținute in electrostatică si 
asupra regimului electrocinetic staționar. 

Teorema lui Euler: Numărul o de ochiuri independente ale unei rețele 
electrice conexe cu l laturi si n noduri este 


id he o fe (21) 


Din prima teoremă a lui Kirchhoff rezultă (n — 1) ecuaţii independente 
pentru calculul curenților, iar din cea de-a doua, aplicată celor o ochiuri 
independente, rezultă o = l — (n — 1), adică în total (n — 1) + l — (n — 1)— 
= l ecuaţii pentru cei l curenţi din cele l laturi. 

Teorema superpozifiei: Intensitatea curentului electric dintr-o latură a 

unei rețele electrice cu mai multe surse de curent continuu este egală cu suma 
algebrică a intensitátilor curenților pe care i-ar stabili in acea latură fiecare 
dintre surse în parte. 
Teorema lui Vasehy: Intensitátile curenților electrici din laturile unei 
reţele complete rămîn neschimbate, dacă se introduc, în toate laturile care 
concură într-un nod oarecare al rețelei, surse de curent suplementare, de 
rezistenţe interioare nule și de tensiuni electromotoare egale si indreptate 
fie toate spre nod, fie toate dinspre nod spre exterior. (Tensiunile dintre nodul 
considerat și celelalte noduri se schimbă însă prin această operaţie.) 

Teorema descompunerii reţelelor în circuite fundamentale. O reţea elec- 
trică cu n noduri şi 4 laturi se poate descompune in l — n + 1 ochiuri stră- 
bătute de curenţi ciclici cu valori independente din punctul de vedere al 
primei teoreme a lui Kirchhoff. 

Teorema reciprocităţii: Sursa de curent U, fără rezistenţă interioară, 
situată in latura / a unei reţele, stabileşte într-o altă latură r un curent de 
aceeași intensitate ca $i curentul care ar trece prin latura /, dacă acea sursă 
de curent s-ar găsi în latura r. 

Teorema lui Helmholtz-Théóvenin. Curentul Z4 debitat de o reţea activă 
şi lineară, cu două borne A, B de legătură cu exteriorul, într-o latură exterioa- 
ră pasivă de rezistenţă R, conectată la aceste borne, este egal cu citul din 
tensiunea de mers în gol U4;, — care se stabileşte între bornele A, B cind 
latura exterioară e deconectată — $i suma dintre rezistenţa R a laturii exte- 
rioare și rezistenţa echivalentă Ragoa restului reţelei, pasivizată, raportată 
la bornele AB: 
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Rezistenţa echivalentă a reţelei pasivizate este rezistența echivalentă pe care 
ar prezenta-o reţeaua, după anularea tuturor tensiunilor electromotoare din 
laturile ei, cu păstrarea rezistentelor interioare corespunzătoare, dacă ar fi 
alimentată pe la bornele A, B. 

Teorema lui Norton. Tensiunea Us între bornele A, B ale unei rețele 
active și lineare care debitează pe o latură exterioară pasivă, de rezistenţă H, 
conectată la aceste borne, este egală cu citul dintre curentul de scurtcircuit 
Tasse, — pe care îl debiteazá reţeaua cînd bornele A, B sint scurtcircuitate — 
și suma dintre conductanta G = 1/R a laturii exterioare si conductanta inte- 
rioară Gapo = 1/R,s, a restului rețelei, pasivizată, raportată la bornele A, B: 


Up = ie, (23) 


Teoremele transtfigurării. a) Orice reţea cu n laturi cuprinse între n noduri 
de acces $i un nod central — adică orice stea — cu laturile de rezistențe H, 
(k = 1, 2,...,») se poate transfigura într-o reţea poligonală completă, cu 
laturile legind bornele i,j de rezistențe A date de relaţiile: 


i: Rj 1.1 
HR; MET ; unde — = NS —. (24) 
Ro Ro £L Rk 


b) În cazul particular al unei stele cu n = 3 brațe, rezultă pentru rezistentele 
laturilor triunghiului echivalent: 


R mx R,R, T RR; a RR, . R P R,R, T Ra ha + RaR, . 
12 — ? 23 — > 
aS R R, 
R,R, + R,R, + RR , 
Ra — 1*3 E 3 $^*1 : (25) 


c) În același caz particular, orice triunghi se poate transfigura într-o stea 
cu trei braţe avînd rezistentele: 


pan fg * Ry & P ou Fas * Rio À -— Ra * Raz 9 
15 LR Lgp 4527.5 pd =. (26) 
Hy EM Ta F Ra Fs cT Fs T Ry Ry T Fs + Ra 
6.1.2. FORMULE DE ELECIROCINETICĂ 
Expresia rezistenţei conductoarelor lineare: 
dl - 
R = fe T D (27) 


„în care p este rezistivitatea corpului, in dreptul secţiunii A, dl si A fiind ele- 
mentul de lungime și secțiunea conductei lineare. 
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Variația rezistiviti(ii metalelor cu temperatura (9): 
Po = Poll +a (9 — 94)]. (28) 
Pentru dieleetrici : 
ey = Pope Y (9-929, (29) 


in care « și y sint coeficienţi de temperatură raportați la temperatura 9. 
Rezistenţa echivalentă R a n rezistoare R,, H;,...,H, legate in serie: 


R = Ri + Ra + R+... + BQ—Ó. (30) 
i=1 
Rezistența echivalentă R a n rezistoare R,, Rz, ..-,R„ legate în paralel: 
1 1 1 1 1 . 
— = — — -= ... M. 31 
R R RTR ur e 


Conduetanfa echivalentă G a n rezistoare, de eonduetante G4, C, ,. . - , Gns 
legate in serie: 
1 1 1 1 1 
==— +> 4+4 4...4. 32 
an ET T (32) 
Conductanţa echivalentă a n rezistoare, de conduetanfe Gj,G,;,..., Gas 
legate in paralel: 


G 6, 4-0. P Gg est Go (33) 


Puterea P debitată în exterior de o sursă de curent continuu, de tensiune 
electromotoare U, si rezistenţa interioară R;, pe rezistenţa exterioară R.: 


P = RP = T | (34) 
are valoarea maximá: 
Pus = s (35) 
pentru 
R= Ri (36) 


Valoarea efectivă a unei mărimi funcţiune periodică de timp: a (t) — 
= alt + kT),k = 1,2,3,..., este rădăcina pătrată a mediei pătratelor valo- 
rilor ei instantanee într-o perioadă si se notează cu majuscula corespunzá- 
toare (A): 


"LEE IC 
A = ză a? dt. (37) 


În cazul curentului electric periodic, valoarea lui efectivă poate fi definită 
ca valoarea curentului electric continuu care, străbătind aceeaşi rezistenţă, 
ar dezvolta, în aceeași perioadă de timp, aceeași căldură. 
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Pentru funcțiunile sinusoidale de timp: a = As sin 2zft există relaţia: 


A mar 
A ==. 38 
Y (38) 
Rezistenţa prizei emisferiee de suprafaţă, de rază a, în solul de rezistivitate c, 
are expresia: 


R =. (39) 


2ra 


6.1.3 METODELE ELECTROCINETICII 


Metoda teoremelor lui Kirchhoff: 

a) Se stabileşte numărul de noduri ale reţelei n (nod fiind, în schema rețelei, 
punctul în care se ramifică cel puţin trei laturi). 

b) Se stabileşte numărul de laturi l (orice latură fiind limitată de două 
noduri). 

c) Se aleg sensuri de referință arbitrare pentru curenţii din laturi. 

d) Se scriu l ecuaţii Kirchhoff astfel: 

(n — 1) ecuaţii cu prima teoremă Kirchhoff. 
(l| — n + 1) ecuaţii cu a doua teoremă Kirchhoff. 

e) Se rezolvă sistemul de / ecuaţii liniare cu | necunoscute. Curenţii a căror 
valoare a rezultat pozitivă, din rezolvarea ecuaţiilor, au efectiv sensul stabilit 
la punctul c); curenţii a căror valoare a rezultat negativă au sensul efectiv 
opus celui stabilit la punctul c). 

f) Pentru a verifica rezultatul, se poate verifica teorema a doua a lui Kir- 
chhoff, pentru ochiuri nefolosite la scrierea ecuaţiilor de la punctul d), si se 
efectuează bilanțul energetic, adică se verifică egalitatea dintre suma algebrică 
a puterilor debitate de surse şi suma (totdeauna pozitivă) a puterilor con- 
sumate de rezistențe: 


l l 
S UT, = s Rai. (40) 
k=l k=1 


În prima sumă puterea debitată de o sursă este U,J, dacă sensul tensiunii 
electromotoare coincide cu cel ales pentru curent si este — U.7 dacă aceste 
sensuri nu coincid. În bilanț, curenții se introduc cu valorile algebrice calculate 
la punctul e). 

Metoda curenților ciclici (de ochiuri). Metoda consistă în alegerea ca varia- 
bile independente a unor curenți ciclici, care parcurg laturile cite unui ochi 
independent al rețelei, aleşi astfel incit curenții din laturi să se obțină prin 
însumarea algebrică a curenților ciclici. 

a) Se stabileşte numărul de ochiuri independente. "m 

b) Se aleg sensuri arbitrare pentru cei p =l — n + 1 curenţi ciclici L, 
Braves. dp | 
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c) Se scriu următoarele. p ecuaţii: 
RAE RAD ke BS, = U,; 
ali + BASIS b o sls = U: (41) 
RJ 4 da hei + Apply = Ut y, 


in care: R’; este suma rezistentelor ochiului i, Ri, este rezistenţa comună 


(sau suma rezistentelor comune) ochiurilor i şi k, considerată pozitivă sau 
negativă, după cum sensurile curenților ciclici I! şi I4 coincid sau nu in latura 
comună iar U,, este suma algebrică a tensiunilor electromotoare din ochiul i; 
d) Se rezolvă sistemul, obtinindu-se p valori pentru curenţii din ochiuri ; 
e) Se însumează algebric curenţii ciclici in ramurile comune; pe ramurile 
distincte, curenţii reali sint (pină la semn) chiar curenţii ochiurilor. 
Metoda reducind numărul curenților de la l pină la | — n + 1, este reco- 
mandabilă pentru reţele cu un număr mare de noduri. 
Metoda potentialelor de noduri. Metoda consistă în alegerea ca variabile 
independente a potentialelor Vj, Va... Vu-i ale celor n — 1 noduri indepen- 


dente, care satisfac ecuaţiile: 
+ Ga Va — Gul. enm Gussi V,-i = Ís, 
es G3, V4 -+ GaV — oo. G», n-1l | PET = i (42) 


ac s bw. a E eg rv a ae ei ae qu ele S EG EUR A RA SUR Wo aa e ae egean sote 


= Gui V, == Gui Va cd 1 2 T C n=l Va => Lad 


in care: Ge e suma conductantelor laturilor care au un capăt in nodul e, 
G;, esuma conductantelor laturilor care leagă direct nodurile (distincte) b si c, 
I,. e suma curenților de scurtcircuit ai laturilor care au un capăt în nodul c, 
consideraţi pozitivi cînd intră în nod. 

Aplicarea teoremelor din S 6.1.1 Aceste teoreme se aplică de la caz la caz, 
în măsura în care ușurează rezolvarea problemelor. 

Folosirea analogiei cu cîmpul electrostatic. Metoda se aplică cimpului 
electrocinetic J(r) = cE(r) din conductoare masive (fără cimp imprimat), 
care este un cîmp laplacian ca şi cimpul electrostatic D(r) = <E(r) din regiuni 
lipsite de sarcină. În această analogie, capacitatea înmulțită cu x corespunde 
conductanţei. Dacă xC = f(s) atunci G = f(c), la aceeaşi configurație 


geometrică. 


6.2. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE: PROBLEME 
REZOLVATE 


Problema nr. 261: Trei surse identice, de t.e.m. U, si trei rezistenţe R sint 
legate ca în fig. 261. Să se calculeze tensiunea la borne între două virfuri 
oarecare ale triunghiului și să se facă bilanțul puterilor. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE 397 
ÎN E DR e nid ai: bl a i a 


Solujie: Teorema a Il-a Kirchhoff aplicată pe ochiul din figură ne dá: 
3U, = 3Ri sau i = = + 
R 


Pe de altă parte aplicind pentru una din laturi legea lui Ohm pentru un dipol 
activ lucrind ca receptor, obţinem: 


U, = U, — Ri = 0! 


ceea ce se explică prin faptul că in lungul circuitului, repartiția t.e.m. este 
identică cu a rezistentelor. 

Din relaţia U, = Ri, prin multiplicare cu 3i 
avem: 


3U,. i —3R. i? 


adic& puterea debitatá de surse este egalá cu 
cea consumatá in rezistente. )j 
Problema nr. 262. O pilá de tensiune electro- 
motoare U, si de rezistenţă interioară R; este 
conectată în serie cu o rezistență exterioară R. 
Se cere să se determine, în funcţie de rezistența R, cum variază: 


— intensitatea curentului; 

— tensiunea la borne; 

— căldura dezvoltată în interiorul pilei; 

— puterea totală; 

— randamentul pilei. 

Soluție : Din teorema a II-a a lui Kirchhoff se obţine intensitatea curentului 


care trece prin circuit: | 
R+ Ri 


— Tensiunea la bornele rezistenței este: 


U.R 
U, = ——. 
R + Ri 


— Puterea schimbată de sursă — pe la bornele a, b — cu exteriorul său 
(respectiv căldura dezvoltată în rezistența R în unitatea de timp) este: 


2 


— 2 — e . 
P, = RD = R ay AN 
Pentru ca puterea P, să fie maximă, trebuie ca: 


dPy U (R; — R) —0, 
dR (R+ R} 
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de unde: R = R;; puterea maximă pe care o schimbă sursa pe la borne cu 
exteriorul său este: 
U2 U2 
e w— za 
qu ny fi a, 
Căldura dezvoltată în unitatea de timp, in interiorul pilei, este: 
U2 
TOS Ed 
Pi = py gy fi 
— Puterea totală dezvoltată de pilă este: 
U2 


i E rT 


bm = 


Din ecuaţiile precedente rezultă că: 
P, P;= ?, 
adică puterea dezvoltată de pilă este egală cu suma dintre două puteri: una 
schimbată de sursă cu exteriorul, pe la borne, si alta care trece în căldură, 
în interiorul pilei. 
— Randamentul pilei este raportul dintre puterea schimbată de pilă cu 
exteriorul și puterea totală: 


În figurile 262-a și 262-b sint reprezentate grafic funcțiunile: I(R), U(R), 
P,(R), P(R), P(R) şi n(R). 
Zie 
4 
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Problema nr. 263: Patru rezistențe, conectate două cite două în paralel și 
apoi în serie, sînt alimentate de la o sursă de tensiune continuă (fig. 263); 
curentul care trece prin sistem este / = 20 A. 

Se cere să se calculeze: a) tensiunea la bornele de alimentare ale sistemului 
de rezistențe; b) intensitatea curentului prin latura CD, a cărei rezistenţă 
este neglijabilă. 

Solutie: a) Rezistenţele R, şi R sint conectate în paralel; de asemenea, 
rezistentele R și H, sint conectate în paralel. 

Fie Rac si Rac rezistentele echivalente între nodurile AC, respectiv BC 
(fig. 263): 


ipata „i 9 o 


Husos eu P Ln (i 
R+R 644 


Rezistenţa echivalentă R a sistemului format din aceste patru rezistențe — 
în raport cu bornele de alimentare A — B — este: 


R= A t Re=1,2 + 24 = 36 Q. 


Prin aplicarea legii lui Ohm laturii 
circuitului echivalent, formată din rezis- 
tenta R, se obține tensiunea la borne: 


U, = RI = 3,6 : 20 = 72 V. 


b) Fie /,, intensitatea curentului prin Fig. 263 
latura CD si fie 7,, /; intensitátile curen- 
filor prin rezistentele R,, respectiv R, Se aleg sensurile pozitive ale 
curenților 7,, /,, 13 ca în figura 263. Prin aplicarea primei teoreme a lui Kir- 


chhoff nodului C, se obține: 


Ilo 


Dacă U,c şi Ucs sint tensiunile la bornele rezistenţelor R,, respectiv R3, 
atunci: 


U 
Lysa 
R, 
U 
I2. 
Ra 
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Uac = Rac 1 Şi Upc = Rec’ 1. 


U= 1300 2 V, 
Uso 2: 24:20 — 48 V, 


Înlocuind in ecuaţiile precedente mărimile cunoscute, se obţine: 


fov eda 
2 

Lenei 
6 


Din ecuația obținută prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff nodu- 


lui C, se calculează intensitatea curentului prin latura CD, de rezistență . 


neglijabilă: 
], =12—8=4A. 


Fiindcă s-a considerat că rezistenţa conductorului CD este neglijabilă, 
nodurile C, D au acelaşi potenţial; este necesar să se cunoască intensitatea 
curentului care trece prin conductorul CD, pentru a-l putea dimensiona. 

Problema nr. 264. Un circuit electric este format dintr-o sursă de tensiune 
electromotoare imprimată U,; = 34 V şi de rezistență interioară R; = 
= 4 Q, cum şi dintr-o rezistenţă R, necunoscută, conectată in serie cu un 
ampermetru la bornele sursei. În această situație, ampermetrul (a cărui rezis- 
tentá este mică) măsoară un curent de 3 A. La bornele sursei se mai conec- 
tează o rezistenţă r, necunoscută; în noua situaţie, ampermetrul măsoară 
un curent de 1,5 A. Se cere să se calculeze rezistentele R şi r. 

Soluţie : Fie rezistenţa r conectată prin intrerupátorul K la bornele sursei 
(fig. 264-a). 

Cînd întrerupătorul K este deschis, prin aplicarea teoremei a Il-a a lui 
Kirchhoff pentru circuitul electric format din sursă, rezistența R și amper- 
metrul A se obţine: 


RI, + RH = Vei 


unde 7, = 3 A, R=49și U,; = 34 V, 
Deci: 


R ILU -188 A. 
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Cind întrerupătorul K este închis, atunci sistemul este cel reprezentat în 
figura 264-b. | 

Fie 7, intensitatea curentului prin rezistenţa r. Alegem iniţial, arbitrar, 
sensul pozitiv al curenților prin fiecare latură. 


Up; 34 42 Vej, fi 


Fig. 264-a Fig. 264-b 
Din prima teoremá a lui Kirchhoff, aplicatá nodului B, se obţine: 
I, + I4 = dp 


Din teorema a II-a a lui Kirchhoff, aplicată celor două ochiuri in care rezis- 
tenta r intervine ca latură comună, se obține: 


rl, + RI = U.i, 
RI,— rl, — 0. 
Înlocuind pe 7,, R; R si U.i, se obține sistemul: 
1,5 4- 15 — 1, 
rl, + AI = 34, (1) 
7,33 14,5 — rI, — 0. 
Prin adunarea ecuaţiei a doua la ecuaţia a treia, se obţine: 
11 + 41 = 34, 
de unde: 
I = SR 5/5 A. 
înlocuind pe Z in prima ecuaţie din sistemul (1) precedent, se poate cal- 


cula Z3: 
l, = 5,75 — 1,5 = 4,25 A. 


26 — Bazele electrotehnicii — €. 3277 
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Cunoscind pe /;, din ultima ecuaţie a sistemului precedent se obţine: 
1,33 +15 — 4,25 r = 0, 


de unde: 
ř = 2,50 0. 


Fig. 265-a Fig. 265-b 


Problema nr. 265. O pilă de tensiune electromotoare imprimată U, şi de 
rezistență interioară R; alimentează un circuit electric format din rezisten- 
tele R, și R, conectate ca în figura 265-a. Punctul B se poate deplasa astfel, 
încît partea din rezistența R, — conectată în paralel cu rezistența R, — 
variază liniar cu distanța AB. 

Să se determine tensiunea la bornele rezistenţei R, si intensitatea curen- 
tului dat de pilă, în funcţiune de distanţa AB — z. 

Soluţie: Fie R, = kx rezistenţa conectată în paralel cu rezistenţa R», 
unde k este o constantă, iar x = AB. 

Pentru rezolvarea problemei se folosesc teoremele lui Kirchhoff. Se aleg 
initial, arbitrar, sensurile pozitive ale curentilor prin circuit, ca in figura 265-b. 

Prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff nodului B, se obtine: 


Fe Ia + In 


Numărul ochiurilor independente ale circuitului este dat de teorema lui 
Euler: 


0—i—n-4-1—-3—2-.-1-2. 


Fie ochiurile independente I si JJ; se aleg arbitrar sensurile pozitive de 
circulație de-a lungul laturilor ochiurilor ca în figura 265-b. | 
Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff celor două ochiuri, se obţine: 


RJ + RI, + (R, — R)1I = U,, 


CBE eb 0. 
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Rezolvarea sistemului format din cele trei ecuaţii obţinute se face, de 
M prin regula lui Cramer; se determiná curenţii necunoscuţi I $i I4, 
astiel: 


0 - | i 
Ue Ry 0 
IE 7 ao F Ra 
(Ri + H4, — Rx) (Ra + Rx) + RaRx 
Ri + R,—Hx Rx 0 
0 — ha Ra 
1 0 —1 
Ri BR Ue 0 E ark. m-a 
nalo ol ee 
1 —1 -— (Ri + R,— Ra) (Ra + Rx) + RaRz 
Ri + Ry—Rx Rx 0 
0 —Rx R, 


Din legea lui Ohm, aplicată rezistenței H,, se obține tensiunea la bornele 
rezistenței R,, respectiv tensiunea la borne între A și B (deci tensiunea la 
bornele rezistenței Hj): 


U, = LR; 


Înlocuind pe 7,, relația precedentă devine: 


M ues UeRe Rx . uA 
1 (R4 R, — Rx) (Rat Rx) +RoRe 


Tinind seamă cá R, = kx, expre- 
siile determinate pentru 7 și U,, 
devin: 


U,R,kx 
U, 2 


= ———————————————— ; 
— kx? +k(R; + Riz + Ra(Ri + R) 

pe Ue(Ra + kz) . 
— kr? + k(Rj + RDI + RQ(Ri + Rj) 


Reprezentarea grafică a functiunilor Fig. 265-c 
U,(x) si I(x) este dată în figura 265-c. 

Problema nr. 266. Intr-un cablu A — B lung de 50 km existá un defect, 
care este echivalent cu o rezistență R conectată între firele conductoare ale 
cablului. Dacă se alimentează cablul în A, de la o sursă de tensiune continuă 
şi se măsoară in A tensiunea la borne de 200 V, in B se măsoară 40 V. Dacă 
se alimentează cablul in B de la o sursă de tensiune continuă şi se măsoară 


I 
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———— aea 
MEC c ME 


in B tensiunea la borne de 300 V, in A se măsoară 40 V. Să se determine 
distanţa z dintre A şi locul defectului (fig. 266). 

Soluţie : Fie x distanţa de la A pină la locul defect şi fie r rezistenţa pe 
unitate de lungime a conductorului. l 

Se alege arbitrar sensul pozitiv al curentului J4 prin cablu (fig. 266). 
| Din teorema a Il-a a lui Kirchhoff, 
aplicată ochiului pentru care s-a ales în 
figura 266 sensul pozitiv de circulaţie, se 
obţine: 

r:z:I4,4- Hlí--r:z:I4— Uj4—0. 

Tensiunea la bornele rezistenţei R este 
egală cu tensiunea la bornele B — B ale 


cablului. Prin aplicarea legii lui Ohm la- 
Fig. 266 turi formată din rezistenţa R, se obţine: 


Ufs => RIA. (2) 


Dacă se alimentează cablul in B — B, ecuaţiile care se pot scrie, în mod 
asemănător cu ecuaţiile (1) și (2), sint: 


A Zn 


r(l — z) Ig + RIs +r(l— z) Ig — Ujg = 0, (3) 
U;, = RIp. Ls 


Din ecuaţiile (1) și (2) se eliminá 7, şi se obţine: 


2rz = (a — 1). 


UsB 
Din ecuaţiile (3) și (4) se elimină 75 și se obţine: 


270 — a) = RA); | (4) 
Din ultimele două ecuaţii, prin împărţire, se simplifică rezistenţa R din 


locul defect și se obţine: 


, 
Uba _ 


sau: 
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Înlocuind in această expresie mărimile cunoscute, se obţine: 


2 
200 — 1 


- 40 
50 — M > 19,1 km. 
cra A RE PR 2 
40 40 


Problema nr. 267. O linie telegraficá bifilará este alimentată la unul dintre 
capete dela o pilă de un generator de tensiune electromotoare U. si de 
rezistență interioară H;; la cealaltă extre- 
mitate a liniei este conectat un circuit re- 
ceptor de rezistenţă R. 

Lungimea liniei este l, iar rezistența pe 4 
unitatea de lungime este r; conducianta i 
transversalá a liniei este neglijabilá. 

Pe linie apare un defect reprezentat 
printr-o rezistență R' conectată intre con- 
ductoare. Se cere să se arate in ce condiţii l Fig. 267 
curentul din receptor este minim, dacă 
defectul are loc dincolo de mijlocul liniei — de partea receptorului. 

Solutie: Prin aplicarea teoremelor lui Kirchhoff se obține un sistem de 
ecuaţii din care se poate determina intensitatea curentului /; prin circuitul 


receptor. 
Rețeaua are trei laturi şi două noduri. Prin aplicarea teoremei lui Euler, 


se poate determina numărul o de ochiuri independente: 
o=l—n4+l=3—2+4+1=2. 


Prima teoremă a lui Kirchhoff aplicată nodului A si a doua teoremă aplicată 
ochiurilor indicate în figura 267 permit să se scrie ecuaţiile (după ce s-au 
ales sensurile pozitive pentru tensiuni şi curenți): 


I—1'—Ig&-—0, 
RI + rzl + R'I' 4 rzI = U,, (1) 
r(l — x) Ig + RIg + r(l — x) Ig — RT =Q: 


Prin regula lui Cramer se poate determina intensitatea curentului 75: 


0 1 —1 
| Ue Ri; + 2rx R' 
ER lo o EIE. RT 
—l 1 = (Rit R'4-2r2) [ R4-2r(LI—2)] -+ R'(Ri- 272) 
0 Ri + 2rx R’ 


R+ 2l—x) 0 =R 
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Cind intensitatea curentului /, este minimă, derivata functiunii Ia(2) 
în raport cu z este nulă: 


Din ecuaţia (2) se obţine: 
— 2r R + 2r(l — 2)] + 2r(R; + R' + Arr) — 2rR' = 0, 
de unde: 
U+ RAI 
2 
Rezistenţa interioară R; a pilei este mică în raport cu rezistenţa R a cir- 


cuitului receptor; astfel termenul £ x: xi 
E r 


este pozitiv și, în adevăr, curentul 
à "TU" l 
prin receptor este minim cînd rz —. 
2 


Intensitatea curentului minim se determiná prin relatia (2), inlocuind 
pe z din relaţia (3): 


Ue 


Ius m HORDEO ee 
(Ri - R + arfa d PET ED R+ R’) | 


Problema nr. 268. O pilá electricá cu tensiunea electromotoare U, si rezis- 
tenta interioară R; alimentează n rezistenţe egale R (fig. 268-a). Cite rezis- 


Fig. 268-a Fig. 268-b 


tente R trebuie legate in serie şi cite in paralel, pentru ca in grupul de n rezis- 
tențe astfel montate să se dezvolte căldura maximă ìn unitatea de timp: 
(Dacă n, și n, sînt numerele de rezistențe R legate in serie, respectiv in para- 


— ] 
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lel, trebuie să fie satisfăcută relaţia n, : n, = n.) Să se calculeze căldura in 
unitatea de timp dezvoltată în aceste condiţii în cele n rezistențe. 

Soluţie : Fie 1 curentul total debitat de sursă și Z, curentul printr-un grup 
de n, rezistenţe conectate în serie (v. fig. 268-b). | 

Teorema I a lui Kirchhoff, aplicată nodului A, duce la: 


]—n,,- 0. 7 (1) 
Teorema a doua a lui Kirchhoff, aplicată unui ochi format din sursă și din 
unul dintre cele n, grupe de rezistențe, permite să se scrie: 
IB; + n, H: I, = Us. (2) 
Din ecuaţiile (1) si (2) se determină curentul Z $i Z, (de exemplu, prin regula 
lui Cramer): 


0 —1np 
I Uei nyR - npUei u Uei 
1 —np ngRi + RR Ri + ns p 
1 
Ri NR np 
1 Uei 
1 = — = — e . 
=: SA Amp 
np 


Din legea lui Joule-Lenz se poate calcula căldura P; dezvoltată in uni- 
tatea de timp in cele n rezistenţe: 


P; = nR = nn RE. 


Înlocuind pe 7, cu expresia sa determinată anterior, se obţine: 


NP pus np 2 
Ri + IW u + pl d 
P np 


Dacă se notează cu R, rezistenţa echivalentă a celor n rezistenţe A grupate 
cite n, în serie, formînd n, grupuri în paralel, atunci: 


R, — 7 R, 
f np 
deci: 
UŽ; 
D) MEL. SNC 
Pi => He TR EP 
Din condiţia: 
oP; — 0 
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se determină rezistenţa echivalentă R,, pentru care căldura dezvoltată in 
cele n rezistenţe R este maximă: 


€Pj "- rs (Ri + Re) — 2 Re(R; + Re) I 0 
ôR: " (Ri + Re)! i 
de unde: 
R. = R; 
şi deci: 
= R= R; 
np 


Din relația precedentă se obține: 


Căldura dezvoltată în unitatea de timp in cele n rezistențe R, se obține din 
relația (3), înlocuind pe = R, prin R;: 
np 

Pune R ES. U 
(Ri + R)? 4Ri 


Puterea maximă dezvoltată în cele n rezistențe depinde de rezistența inte- 
rioară a sursei. 

Observaţie : n, şi n, trebuie să lie numere întregi. 

Problema nr. 269. Un generator de curent continuu alimentează pe la bor- 
nele B, $1 B, un sistem de trei rezistențe legate ca în figura 269-a. Se cere să 


Fig. 269-a "Fig. 269-b 


se calculeze rezistenţa R,, care trebuie legată între bornele B, și B,, pentru 
ca rezistenţa echivalentă a celor patru rezistențe R}, Ra, R, si R, să fie 
egală cu R, (în raport cu boraele B,, Ba). 
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Soluţie: Fie R}, rezistența care trebuie conectată între bornele B, si B4 
Din figura 269-b se constată cá, in raport cu bornele B, Ba, rezistenţa R, 
"n și B, este in serie cu grupul de rezistenţe dintre bornele B, și B4. 

eci: 


Re = R, -l- Hia; (1) 
unde Ri-, este rezistența echivalentă a rezistentelor R,, in paralel cu R, 
şi R, (în serie): 
RR, + Ra) 


Ros = pen qun qai 
Rt Rat Ra 


înlocuind pe Rı-4 în (1), se obţine: 
RAR + R) 
Ri + R: + R; 


Din condiția ca R. = Rs, se stabileşte ecuația din care se poate determina 
rezistența R3: 


R, = R,4- 


R, = R,4- Ra(R + R3) i 
Ri + R: + R; 
sau: 
R,(Rı + Re + R3) = R (R, F Ra + Hs) Es RR, um Rs), 
de unde: 
R? = RPLOBRgS sau R; = VR} + RB. 


Oricare ar fi rezistentele finite si diferite de zero R, si Rə, se poate deter 
mina o rezistență R, care, conectată la bornele B4 — B,, să conditioneze 
între bornele B, — B, o rezistenţă echivalentă, egală cu rezistenţa R,- 

Problema nr. 270. Se conectează n 
acumulatoare astfel: k acumulatoare se 


, ^ . . n . 
leagă in serie, iar cele — grupuri se conec- 
k 


teazá in paralel. Fiecare acumulator are re- 
zistenta interioară H; si tensiunea electro- 
motoare U,. 

La bornele sistemului se conecteazá o 
rezistenţă R. Se cere să se determine nu- 
“mărul k de acumulatoare in serie, pentru 
ca puterea cedată de sistem rezistenţei f 
să fie maximă; și să se calculeze apoi și 
această putere. 

Soluţie : Grupurile £ sint identice; rezistenţa unei laturi este 44; iar 


Fig. 270 


tensiunea electromotoare este kU.. Intensitatea curentului /, prin fiecare 


“latură (fig. 270) se obține din: 
1 I Ts = (1) 
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[relaţia (1) se stabileşte cu ajutorul primei teoreme a lui Kirchhoff]. Din a 
doua teoremă a lui Kirchhoff, aplieatá unui ochi format din rezistenta R 
si una dintre cele nj/k laturi, se deduce: 


RI + RR, = kU,. (2) 
Inloeuind in (2) pe 7 din (1), se obtine: 


(7 + kR; =) I= kUn 
n 


k 
E e (3) 
R+R2— 
n 


Puterea cedată de cele n acumulatoare circuitului exterior este: 


P RP, 
sau: 
2 2 
R+ pat (s 4 ES] 
n k n 
Pentru ca puterea să fie maximă, trebuie ca să fie satisfăcută condiția: 
EB n petit 
k n 


[deoarece produsul Z. (x a] este independent de Ji 
C n 
Deci: k = |» x . 


Puterea PD, maximă cedată de sistemul de acumulatoare, se determină 
din relaţia (4): 
u$ nU% 
Pop =R —— = e 
” ( n^ ! E 
n Ri. 


Problema nr. 271. O linie bifilará de curent continuu, de rezistivitate p, 
de secţiune A, si de lungime L, este alimentată prin una dintre extremitățile 
sale, de un generator de curent continuu sub o tensiune la borne constantă U. 
Linia alimentează n consumatori aşezaţi in lungul liniei la diferite distante. 
Să se exprime căderea totală de tensiune de pe linie, în funcţiune de curenţii t, 
lə, 0, =s, Ùn ai consumatorilor si în funcţiune de distanţele Lj, Ls, La; e t 
dintre acești consumatori și extremitatea prin care este alimentată linia, 
cunoscind că distanțele dintre consumatori sînt l, la, lg, ..., la: 
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Soluție : Fie I, Is, I5, ..., In curenţii care trec prin linie pe diferitele tron- 
soane ale sale (fig. 271). 

Cáderea totalá de tensiune se obtine prin insumarea cáderilor de tensiune 
de pe fiecare tronson in parte: 


In 
e = eb e bes Hen = 2o Ty 2p I Ty us p 2p UL, 


A 
ceea ce se mai poate scrie in felul 54 7 Íy 4 4n 
urmátor: î3 e 
20 q eS C? 
e= E ys. (vu A Q Y 
A i=l 
Dar: [2 7a P 


=t btittin 


Si | 7 i 
h= îi MEE 
Is == lz + e.. + lns NENNEN" ooo 


E, - 
Înlocuind in expresia căderii de tensiune, avem: 
e = ŽL [pli + ia + ia meet în) + dolio ist F în + 
| Ehete p deed ides 
= [hi + (h + la) ia + (h + le + bo) bs H (ha H b + ooe H LEN 


Cum însă: 


L re L, 
L + la — L2 
l + la + ls e Ls 
lh 4 + le mL, 
rezultă: 
e x e (Lati + Láls + Lala se ^ Lata) 
sau; 


Problema nr. 272. O linie bifilará de curent continuu, de fd 
secţiune A si lungime L, alimentată pe la ambele [rsen A anaa 
constantă U, serveşte n consumatori in paralel, care à n d F bar 
liniei la distante cunoscute $1 care consumă respectiv curenți i 
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h.l, -< Un. Să se determine curenţii J; si I; care alimentează linia prin cele 
două extremităţi ale ei (fig. 272). 

Soluţie : Presupunem că ordinul consumatorului care este alimentat din 
două părţi cu curent este k. 


, 


Lo Ae po mie 
PNI E MEINEN 


Fig. 272 


Curenţii de alimentare 7, și J; de la capete se determină din condiția 
egalităţii cáderilor de tensiune dintre extremităţile de alimentare Z si ZI 
şi consumatorul X. 


Avem: 
k—1 n 
25 Rri + Rule = Y Ruti + Rule, 
i=] i=k-+t 
dar 
Rri = R — Rii 
Bn = R — Ry, 
deci, 


n 


k—1 ` 
DO Rri + Reli = $5 (R — By) i +(R — Ry) Iri. 


i=l i=k+41 


Regrupăm termenii în felul următor: 


k—1 n n 
$5 Fil; + Ra, Dai) + DO Ru —R Sut hs) 


Ld i-kdl i=k+l 


Se vede că paranteza din membrul al doilea nu reprezintă altceva decit 
curentul de alimentare /;;,, după cum si suma 7, + Jiu nu este altceva decit 
curentul i, al consumatorului 4 In felul acesta, ultima egalitate se scrie mal 
restrins astfel: i 


$^ Rii = RI. 


Ps] 
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Curenţii de alimentare se calculează deci in felul următor: 


I = 5 » Ly Și lu = a a Lui: 

Problema nr. 273. Cit trebuie să fie rezistentele A, si Ra ale circuitului 
electric din figura 273, pentru ca rezistența echivalentă faţă de bornele de 
alimentare să fie egală cu rezistența de sarcină 
R = 600 Q, care consumă puterea P — 1 mW 
cînd circuitul este alimentat sub tensiunea la 
borne constantă U — 1,55 V? 

Solutie: Aplicind teorema a doua a lui Kirchhoff 
ochiului din stinga, se obtine: 


Fig. 273 


U = RI E RI, 


in care: 


L=% şi I= 
RR, 
R R, + 2 
R+ R; 


Punind condiția ca rezistența echivalentă față de bornele de alimentare 
să fie egală cu rezistența R, se obține: 


RR 
R, + ——— = R. 
EF RR 


Sistemul de ecuații care rezolvă problema este deci: 


= RU +a R, 
RR, _ 
HR TT 


U—YPR 
HR, a , 
iar din a doua: 
tana 
= 
U— VPR 
Aplicația numerică: 
600(1,55 —  10—3:0,6-103) 
__ 60001.55 — 10 0-99 14 a 
R, = i55 — 300 Q, 
poem 
. Vio—3.0.6 - 10? 
. 600- V10=5+0,6:10% _ 600 Q. 


2 4,55 — VO 50,610 


CE Scanned with OKEN Scanner 


414 ELECTROCINETICA 
LL E —— SE Arta te ce PR TER ECL 


Problema nr. 274. În schema electrică din figura 274-a, rezistorul R 
nelinear, iar rezistentele R, si R, sint constante. Cunoscind curba caracteris- 
ticá U, = f(a) a rezistorului nelinear (fig. 274-b), să se determine grafic 

curbele U = f(/,) și U, = f(U). Aproximind 
curba U = f(/,) cu o parabolă de gradul al 
doilea, se cere sá i se stabileascá ecuatia. 

Soluție: La tensiune U, dată, din curbele 
U, = f(/3) şi U = f(1,), prin adunarea absci- 
selor (curenților) se determină curba U, == 
= f(I). 

Apoi, la curent Z, dat, se adună ordonata 

Fig. 274-a U, = f(.), cu ordonata U,= f(1,), obtinindu-se 
curba U =f(1,) = UU) + Us(44) (fig. 274-b). 

Pentru determinarea curbei U, = f(U), la cite un J, dat, se determină 
ordonatele U,(J,) si U(J,) care se trec respectiv pe ordonata si abscisa unui 
sistem de axe rectangulare U, — O — U (fig. 274-c.) 


a este 


w) 
80 J) 


E E E ERE EE OEE 1 7 
; O 20 40 65 d) XD RO KO UP WP dA 
Fig. 274-b Fig. 274-c 


Ecuația curbei U —f(/,) este de forma U = AJ, + BI; determinăm 
constantele A și B din diagramă, punind două condiţii particulare: 
| pentru /,— 1A si l pentru J — 2A 


rezultă U = 124 V ' l rezultă U = 180 V. 
Avem: 


cu soluţiile: 
A= 90 V/A şi B= — 34 VJA. 
Ecuatia cáutatá va fi: 


U — 901, — 34 B. 
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Problema nr. 275. Trei surse de curent continuu, de tensiuni electromo- 
toare egale U. si de rezistenţe interioare neglijabile (R; =œ 0), alimentează 
un circuit format din patru rezistenţe Ri, Ra, Ra, Ros conectate ca în fi- 


Fig. 275-b 


gura 275-a. Se cere să se calculeze intensitátile curenților care trec prin cele 
patru rezistenţe și limitele spre care tind aceşti curenţi, cînd Rọ tinde spre 
infinit. 

Solutie: Intensitátile curenților se calculează uşor, dacă se aplică inti 
teorema lui Vaschy, la laturile care se conectează în nodul A: în fiecare 
dintre laturile care concură în A, se consideră cite o sursă de tensiune electro- 
motoare U, şi de rezistenţă interioară neglijabilă ; toate sint îndreptate din- 


spre nod spre reţea, ca în figura 275-b. 
Curentii care trec prin reţeaua dată in figura 275-b sînt identici cu curenţii 
din reţea, în laturile în care existau iniţial surse, prin considerarea surselor 


suplimentare, aceste laturi devin pasive (fără surse). 
Fie R,p rezistenţa echivalentă sistemului de rezistenţe R}, Ra și H3 conec- 


tate în paralel între nodurile A şi B: 
R,R,R | 
R — 1^*2-'3 . 1 
4B —À RU, RS, RR, (1) 
Intensitatea curentului Jọ, prin latura de rezistență R,, se poate calcula 


direct: 
Ue 


f enc Eq 
Ro + RAB 


unde R4g are expresia din (1); deci: 

he Ue(R Ra + RaRa + RaR) l (2) 
R(R,Ra + RR + RjR) + RRB, 
Intensitatea curentului prin latura 1 se calculează din ecuația care rezultă 


din teorema a Il-a a lui Kirchhoff aplicată circuitului format din latura o 
şi latura 7. Se alege intii un sens pozitiv adecvat in acest ochi: 


Rola -}- Rl e LN 
de unde: 
Ue— Rolo. 


L= 
1 R, 
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Înlocuind pe 7, în ecuaţia precedentă se obţine: 
B,RQU, 


dist Ro(R Ra + RF, + RR) + R Ra Ra 5) 


În laturile 2 si 2 s-au ales sensurile pozitive — ale curenților — simetrice, 


ca in latura 7. Curentii prin aceste laturi se pot scrie din ecuaţia (3), prin per- 
mutári circulare: 


pem RAR, Ue i ( 4) 
RAR Re + Rohe + R,R,) + R,R,R, 
_ RRAUe ^ 
o RARR, + RR, + RR) 4 RAE, (5) 


Din figura 275-a se deduce că dacă Ro tinde spre co, circuitul este practic 
separat de sursă; curenţii în circuit tind spre zero. Aceasta rezultă şi din 
expresiile intensitátilor curenților date in (3), (4) si (5); cind Rọ tinde spre 
infinit, numitorii expresiilor tind spre infinit. 

Problema nr. 276. Două receptoare electrice S, si S, trebuie alimentate 
sub tensiuni la borne egale U,, primul cu intensitatea de curent I, iar cel 
de-al doilea cu intensitatea I,. Ele sint alimentate de la o sursă de curent 
continuu de rezistenţă neglijabilă (R; = 0), care are tensiunea electromo- 
toare U, (U, > U,) constantă. Între sursa de curent $i cele două receptoare 
se găsește o linie de lungime 1, care se bifurcă apoi în două linii de lungimi I, 
şi l, pentru a alimenta cele două receptoare (fig. 276-a). Știind că toate con- 
ductele liniilor sînt constituite din cupru, se cere să se determine astfel sec- 


țiunile A, A, si A, ale firelor pe cele trei porţiuni, incit volumul de cupru 
folosit să fie minim. 


Fig. 276-a Fig. 276-b 


Soluţie : Volumul de cupru folosit pentru realizarea liniei este: 
V = 244, + 25A, + 214. (1) 


Căderea de tensiune între sursă şi cele două receptoare este U. — U;, indi- 
ferent de distanta dintre receptor și sursă. 
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Prin aplicarea teoremei a Il-a a lui Kirchhoff, admitind sensul pozitiv 
de circulaţie ca cel din figura 276-b pentru cele două ochiuri, se obţine: 


RI 4- RI + Us = Un 


2 
RI 4- Rili t U, — U,, "T" 


unde 
2l 2l 2l 
R == — t =a = e zem =s, 
evi PA i Fa Pa 
Prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff nodului A, se obţine: 


Înlocuind pe 7, R, R,, R, în ecuaţiile precedente, se obţine: 


21 
e^ s Dre — UU, (3) 
A 
2l 
pi le L-U,—U, (4) 
2 
Din ecuaţiile (3) şi (4) se poate obţine A, şi A, în funcţie de A: 
A, — 2lpl, As i 2Lol, : (5) 


2l 2l 


Volumul V se poate exprima in funcţiune de A, prin înlocuirea expresiilor 
obținute A, si A, (în funcţiune de A) în ecuaţia (1): 
P as = d Siel, + 21A, 
U,— Us mis UI, + L) ap P I1; + L) 


sau: 
yV = aa + 214. (6) 
Uc NR 1 
A 
Derivata funetiunii V(A) in raport cu A este: 
l 
— 8g? — (li, + 019, + I) 
Aa 


+ 21. 
HE PRE, PORR » I4, + Ly 


Funetiunea admite maxime sau minime, pentru valori ale lui A, care satis- 
fac ecuatia: 


27 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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de unde: 
l 
Be as UT, + BE) (i + 1) HEU. — U, — e? (up py = 0. 
Ecuația precedentă se poate scrie: 


TET pl o in] rA adiutus i 
SONIS un A Ia 7 AP Qu, — ugs Uic Bl 0,0) 


de unde se obtine: 


A = Ae D) je = pipe], 
Ue— Ub L+, 


Căderea de tensiune A (71 + 12) pe linia comună, de lungime l, trebuie 


să fie mai mică decit căderea de tensiune U, — U,; dintre soluțiile prece- 
dente, satisface datele problemei numai soluția: 


2P, +I) i][ün- n]. 
A = Us — Us [i+ | LFL 


Înlocuind pe A în (5), A, si A, devin: 


2 ol,T l 
A, = Pui 1 : 
Ue— Ub l IT, + II, 
20 lI l 
A, = P tata 14 
Ue — Up | 353-85 : 
It la 


Volumul liniei dintre sursă şi receptoare se obţine din ecuaţia (6), inlocuind 
pe A cu expresia sa obţinută anterior: 


y — A 8*0, + 1) f n Zy HT, 4-11, | 
U,— Up l + d 

Problema, nr. 277. O mașină generatoare de curent continuu are rezistenţa 
interioară R; = 0,05 Q si tensiunea electromotoare ü care variază față 
de valoarea sa medie U, = 105 V cu + 0,02 U,, din cauza variaţiei turatiei 
motorului de antrenare a generatorului. 
„Cind generatorul alimentează singur un receptor avind rezistenţa con- 
stantă R — 1 Q, intensitatea curentului i prin rezistenţă variază de ase- 
menea față de valoarea sa medie I, cu + 0,02 Z. 

Pentru a se remedia acest defect, se conectează în paralel cu generatorul 
o baterie de 50 de elemente a 2 V (fig. 277-a). 
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Se cere: a) să se calculeze rezistenţa interioară R’ a bateriei, pentru ca in- 
tensitatea curentului i, prin rezistența R, să varieze între limite foarte apro- 
piate, și anume: 7 — 0,005 7 < i < I + 0,005 1; 


Fig. 277-a Fig. 277-b 


b) să se stabilească funcţionarea bateriei (ca sursă, sau ca receptor) si să 
se calculeze valoarea maximă a curentului de încărcare, respectiv de des- 
cărcare. 

Soluţie : a) Circuitul din figura 277-b are trei laturi şi două noduri; prin 
aplicarea teoremelor lui Kirchhoff pentru nodul A şi pentru ochiurile indi- 
cate în figură (după ce s-a ales sensul pozitiv al curenților şi sensul pozitiv 
de circulaţie în ochiuri) se obţin trei ecuaţii: 


i — i; — i = 0; (1) 
Riig — Rii, = ù, — U,; (2) 
Rii, + Ri = U.. (3) 


Prin regula lui Cramer, se poate determina intensitatea curentului i prin 
circuitul receptor: 


0 - e 

up—U, Ri ma i^ 

UK 9 R; uR? + UeRi 7 
t=- a | RRHRRPRR *) 

0 Ri —R: 

R 0 R! 


În ecuația (4), tensiunea electromotoare a generatorului variază între două 
limite; pentru ca intensitatea curentului să varieze între limite impuse, rezis- 


tenta R; a bateriei trebuie să aibă o anumită valoare. | 
Dacă tensiunea electromotoare a generatorului variază cu Au, intensitatea 
curentului i prin rezistenţă trebuie să varieze cu Ai, dat. 
Din ecuaţia (4) se obţine: 
Ri Au a 
PT IP ei ae iai (5) 
RiR? + RR! -+ RR; 


—————H 
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Valoarea medie J a intensității, care corespunde la valoarea medie a ten- 
siunii electromotoare U, a generatorului, se calculează din ecuaţia (4): 


Fa U,R; + UeRi . 
RE + Ri) + RRi 


Pentru a se obține variația relativă a curentului i în raport cu valoarea sa 
medie I, se împarte ecuaţia (5) cu T: 


Au, 
Ai _ EM E ati , (6) 
I Qq Ri Ue 

R; U, 


. Dacá rezistenţa interioară R; a bateriei suplimentare este mică (aceasta 
revine la a alege o baterie de capacitate mare), variaţia relativă a curentului 
este mică. Din ecuaţia precedentă se deduce: 


U d 


ca M 


În ecuaţia precedentă, în cazul problemei date, a = + 0,005, iar 


= + 0,02; inlocuindu-se mărimile cunoscute şi considerindu-se fie o variaţie 
„pozitivă, fie o variaţie negativă, se obţine: 
0,05 (+ 0,005) T 
R: = = 
! = zooa — E0005) — 00199 O. 
. b) Din primele trei ecuații se poate determina intensitatea curentului i; 
care trece prin baterie: 


1 —1 0 
0 Ri u — Ue 
R 0 Ue 
fp = : 
1 —1 —1 
0 Ri —Ri 
R 0 R? 
de unde: | 
i, = BER) Ue — Ru, (7) 


RR + R) + RR; 
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.Din ecuatia precedentá rezultá cá, dacá: 
(R--R)U,» ftu 


curentul i, trece în sensul tensiunii electromotoare U, a bateriei si deci 
bateria se descarcă; curentul maxim de descărcare se obţine din ecuaţia (7), 
în care se înlocuiește valoarea minimă a tensiunii electromotoare a genera- 
torului: 


Las (1 + 0,05) 100 — 1(105— 0,02 x 105) _ 31,5 A. 
0,0159 (1 + 0,05) + 1 x 0,05 
Din ecuatia (7) rezultá cá, dacá: 
(R + Ri) U. < Ru, 


curentul ij trece prin baterie in sens invers, față de tensiunea electromo- 
toare U, (puterea cedată de baterie circuitului este negativă), bateria se 
încarcă iar curentul maxim de încărcare este: 


è 1 0,05) 100 — 1(105 0,02 105 
TU + ) (105 + x B sce ERA. 
0,0159(1 + 0,05) + 1 x 0,05 


Se constatá cá bateria de elemente, cu tensiunea electromotoare constantá, 
îndeplinește funcțiunea de stabilizator de tensiune la bornele circuitului 
receptor: cînd scade tensiunea electromotoare a generatorului, circuitul 
receptor ia o anumită putere și de la baterie; cînd crește tensiunea electromo- 
toare a generatorului, bateria ia de la generator o anumită putere. 

Problema nr. 278. Două fire conductoare ale unei linii electrice aeriene 
sint fixate pe două izolatoare, fixate la rindul lor pe un cadru metalic 
(fig. 278-a). Izolatoarele fiind defecte, cu- 
rentul se scurge prin ele şi prin cadrul , 
metalic între cele două fire. 

Un voltmetru a cărui rezistență este 
ry = 30000 Q indică: l 

600 V, dacă este legat între cele două fire 
ale liniei electrice ; 

450 V, dacă este legat între firul 7 şi ca- "HE | MM 
drul metalic; ANSSSNSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS 

75 V, dacă este legat între firul 2 $i ca- sers metalic? R> 
drul metalic. | | 

În ipoteza că se neglijează rezistenţa Fig. 278-a 
cadrului metalic, se cere: l 

a) să se calculeze rezistentele R, și Rs; 


b) stiind eá un curent care străbate corpul omenesc este periculos dacă 


| că rezi i între cele două miini 
depăşeşte 50 mA şi că rezistența r a corpului omenesc, între cele d : 
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poate scădea pînă la 5 000 Q, să se arate dacă pot fi atinse simultan, fără 
pericol de electrocutare: 

1) firul 7 şi firul 2; 

2) firul 7 şi cadrul metalic; 

3) firul 2 și cadrul metalic. 


Corpul omenesc este considerat izolat 


nfi nic ^ faţă de pámint (omul s-a urcat pe stilp). 


Soluție : a) Sistemul de conductoare si 


b) izolatoare la care cadrul metalic are re- 
/ f ns zistenta neglijabilá este echivalent cu mon- 
ʻo% tajul din figura  278-b. Voltmetrul se 
montează succesiv ca in figurile 278-c 
5 şi 278-d. 
| c) Pentru montajul din figura 278-c vom 
Vi A ^ A avea: 
Rr ° = 
E + R| i, = 600, (4) 
T 

d) , Fato jo. 450. (2) 

Fig. 278-b, c, d Ri + ro 


Pentru montajul din figura 278-d vom avea: 


H.r. L — 3 

(Ri + Li = 600, (3) 
Re . __ 

Enara (5) 


Înlocuind pe i, din (2) în (1) si pe ip din (4) în (3) se obțin două ecuaţii 
cu două necunoscute (R, și R3): 


Rire : R ja + Tv) - 600: 
5 T To ur i Ryu i 


La di Fry | 75(Re To) — 600. 
R, + rv Raro 


Înlocuind rezistenţa r, care este dată gi rezolvind sistemul precedent, se 
determină rezistentele R, si H,: 


R, — 30 000 Q, 
R, = 5000 Q. 
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b) Curenţii, în cele trei cazuri, sint: 
ij —.99 4 000 = 120 mA (mortal); 
5 000 


; 00 - 30 000 , 
ù = eul ONOI, c A 000 == 65 A (periculos) ; 
5 000 - 35 000 4+- 30 000 * 5 000 


e 9... 3.4 000 = 0,8 rA. (admisibil). 
30 000 -10 000 + 5 000: 5 000 


6.3. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 279. Un grup de patru rezistoare A4, Ra, Rg, Rx, dintre care 
primele trei sint cunoscute, iar ultimul este necunoscut, este alimentat de 
o pilá electrică de tensiune electromotoare U. necunoscută, care debiteazá 
un curent cunoscut 7 (fig. 279). Se mai cunoaşte diferenţa de potential U, = 
= Us dintre bornele comune ale rezistoarelor R, şi Rs. Se cere să se calculeze 
rezistența R, și U. 

Răspuns: 

R — V. Riot RRs RR, 


s = — 
U 
T RR, — -È (R + R) 


RR, + RR, + RR, 


Sea Ma R,R, 


Problema nr. 280. O linie electricá de energie avind rezistenta totali R 
este alimentată prin cele două extremități ale sale, sub tensiunile constante 
U, şi U,(U, > Ua). Știind că linia alimentează un consumator care absoarbe 


Fig. 279 Fig. 280 


din reţea un curent de conductie de intensitate i, se cere să se determine 
curenţii de alimentare ai liniei, J, şi 7; (fig. 280). 
Ráspuns: 
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Problema nr. 281. O linie bifilară de curent continuu alimentează, cu un 
curent total 7, un mare număr de consumatori care cer practic același curent i 
așezați la distante mici unii de alţii în raport cu lungimea liniei L. Dacă ali- 
mentarea se face pe la un capăt 
al liniei sub tensiunea constantă 
U, şi dacă se consideră consu- 
matorii echidistanti, se cere să 
se determine variaţia cu distanţa 
a căderii de tensiune de pe linie 
şi a pierderii de putere prin efect, 
electrocaloric, cum şi căderea to- 
tală de tensiune și pierderea to- 
tală de putere din întreaga linie. 
Secţiunea A a liniei se presupune 
constantă, iar cimpul rezistivi- 


Fig. 281 tăţii p uniform (fig. 281). 


Ráspuns 


Fácind z — L se aflá valorile totale cerute. 

Problema nr. 282. În circuitul de mai jos se cunosc I, = 9,16 A şi valorile 
rezistentelor. Sá se calculeze rezistenţa echivalentă R, gi tensiunea de ali- 
mentare U,. Se dau: 


fr R3 


Fig. 282 


R, =19 R, = 40 
R, = 6Q R, = 6Q 
H,—30 R=4Q 
R,—30 R, = 8Q 
R, =1Q. 
Răspuns: R, = 6Q; U, = 20V. 
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Problema nr. 283. Să se calculeze rezistența R, ştiind că sursa din fig. 283 
avind U, = 200 V, debitează o putere P = 400 W, iar Ri = R, = R, = 
= 50 Q; R, = 100 Q. 

Răspuns: R, = 57 Q. 


R. R 
fy 
le, 4 Ue; 


Fig. 283 Fig. 284 


Problema nr. 284. Sá se calculeze curenţii din circuitul reprezentat in 
fig. 284. Se va face apoi bilanţul puterilor. Se cunosc: U,, = 10 V; U.a = 


190 


Răspuns: I, = CU 


AŞ Ie emit = A pa E 4 
31 31 31 


Problema nr. 285. Se consideră schema din figura 285-a, in care H, este 
o rezistenţă constantă egală cu 186,7 Q, iar R, şi R, sint două rezistoare neli- 
neare avînd curbele caracteristice date în figura 285-b. Se cere să se determine 
grafic curba U = f(]). 


Fig. 285-a Fig. 285-b 


Indicaţie : Curba U’ = f(1) se obține din curbele U’ = f(7,) si U' = f(I,) 
prin însumarea absciselor (curenților) la cite un U’ dat. 
Prin însumarea ordonatelor curbelor U’ = f(I) si U” = f(I) la cite un 


curent dat, se obţine curba U = f(I), cerută în enunţul problemei. 
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Problema nr. 286. Se consideră trei rezistențe 7, Ra, Ra si două pile 
de tensiuni electromotoare Ue, si U.s si rezistenţe interioare neglijabile 
legate ca în circuitul alăturat (lig. 286-a). Sá se determine intensitatea 
curentului din latura de rezistenţă R. 

Soluția 1: Cu sensurile pozitive ale curenților, alese ca in figura 286-a, 
se aplică teoremele lui Kirchhoff, şi anume, teorema intii de n — 1 — 1 
ori, iar teorema a doua de | — n + 1 = 2 ori, in care n = 2 reprezintă 
numărul de noduri, iar ? = 3 numărul de laturi ale rețelei. Avem sistemul 
de ecuaţii: 

I,— I4, — I4 — 0, 


Ril + Rala = Uew 
Rala — Rols = Ua, 


din care rezultă: 
UeRa — U&R, á 


Ri Ra + RR ORB, 
Soluţia a 2-a: Se aplică teorema lui Thévenin. Curentul din rezistența 
R, este dat de raportul: 


h= 


Es U ABo 
a em c 
RABo + Ra 
în care: 
U Uea R, — UaR 
I sim om ut US pR = es ah 
R + Ra R + Ra 
si 
R,R 
R + Ra 


reprezintă tensiunea dintre bornele A şi B la mers 
în gol (în absența rezistenței R4) şi rezistența echi- 
valentă faţă de bornele A și B a reţelei pasivizate 
(pilele scurtcircuitate în absenţa rezistenţei Hj). 
Înlocuind în formulă se obţine: 


Uea Ra aa Uh : 


I, = 
- RRi + RB + RR, 


. Fig. 286-a 


Soluția a 3-a: Aplicind teorema lui Norton 
(fig. 286-b), curentul din rezistența R, se poate calcula cu ajutorul 
curentului de scurtcircuit care se formează la scurteircuitarea bornelor 
A — B, din relaţia: 
I;c 


I, €— FOUNGC M Fano 
R ABa + R; : 


AA KARAAT a 
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in care: 


Fig. 286-b 


Înlocuind în formulă, avem: 


Uea Ro Mini UehR, : RR. 


FA = Ri Re Ra + Re = Ue Ra — Uc, 
R + RR LRR + RR; + RR 
Rı + Ra 


Soluția a 4-a: Se aplică teorema curenților ciclici (fig. 286-c) ; numărul 
de ochiuri independente este: 

o=l—n+1=3—2+1=2. 

Alegind ca ochiuri independente ochiurile din stinga şi din dreapta, şi 
alegind sensurile de referință ale curenților ciclici ca in figura 286-cse 
poate serie: 

| (Rı -+ Rs) T- Rl” TA Uau 
— By" + (Ra + Rs) I" = U.s, 
cu soluţiile: 


(Ra + Ro) Uc; + Rs Uea " UAR; -b Uj&(R, + Ry) ! 


I' = şi I” = 
RiR; + RaRa + Rat RiRa + RRs t RR 
Curentul din rezistența R, va fi: 
J e I' REA I* ms Uc Ry — Uea Ri : 
3 = NE Shi cn. 


Ru Rat RaR + RR 
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Soluţia a 5-a: Să aplicăm teorema superpoziţiei (fig. 286, d si e şi 
fig. 286-1). În ipoteza că acţionează numai pila de tensiune electromotoare 
UA, avem: 


, R: 
R: + R; 
477 


Ue (Hi + R) 
RiR + RaR; + RR 


I, = 


şi I3 = 


43 


Fig. 286-d, e Fig. 286-f 
deci: 
noo PWUa 0. 
Ru Ra + RR; + RR 
În mod asemănător se obţine curentul 7% în ipoteza că acţionează numai 
pila de tensiune electromotoare U.s: 
Ri Uez 


E Z : 
RED UO n3 


Conform teoremei superpozitiei, rezultá: 
p^ a I — ZU — Uc Ra — Uahi : 
R Ra + Ra Ra T R,R, 


Soluția a 6-a: Se aplică teorema potentialelor la noduri (fig. 286-1). Se 
obține un număr de n — 1 = ecuaţii cu o necunoscută V, (potenţialul 
nodului 1). | 


Avem, punind G, s tn, As, Gt; 
Rı Rg Ra 


(G, T Ga + G3) UE = UA4G, + (— U.a) Ga, 


. 


de unde: 


V, i R, Uc Ra mn, Ue, : 
R,R, + RAR + RR, 
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Curentul rezultă dintr-o expresie de forma: 
Ii = Gir [Ern + (Vi — V4), 


în care V, si V, sint potenfialele nodurilor / si / între care se găseşte 
latura de conductantá Gg, prin care trece curentul Iig, si în care există 
o pilá de tensiune electromotoare E, si re- 
zistentá interioară neglijabilă. 

În cazul nostru, 


la = G5[0 + (V, — V)] = — G; Yı, 
deoarece V, = 0 şi deci: 


E ud un Yı = UeRe — UeR, 
B o — * DE I ecc 
R; R,R, EN Ra Ra F RR, 


1 


Problema nr. 287. Să se calculeze curenţii 
din reţeaua din figură, cu ajutorul teore- 
mei potentialelor la noduri (fig. 287). 


Solujie: Sistemul de ecuaţii care dá potentialele nodurilor 1, 2, 3 este 
urmátorul: 


Fig. 287 


G3 V4 — Ga V4 — Gg V3 — 0 
— Gy V, + Gay V, — Ga V3 = 0 
— G Vi — Ga Va + Gas Va = (— U)Gi, 
în care: 
Gis = 0,5 S, Go = 0,333 S, Go = 0,5 S, Gig = 0,333 S, 
Ga = 15 şi Gy= 185, 
$i 
G4; = Gy + Gs + Gig = 0,333 + 0,333 + 0,5 = 1,166 S, 
Goa = Goa + Gia + Gag = 0,5 + 0,333 +1 = 1,833 S, 
C35 = Gi + Ga + Gos = 0,5 +1 +41 22,58. 
Sistemul de ecuații este: 
1,166 V, — 0,333 V4, — 0,5 F} = 0, 
— 0,333 V, + 1,833 V, — V4, — 0, 
— 0,5 V, — Va -- 2,5 V4 — — 10, 
„cu soluţiile: 
VQ, — 4,03 V; Vy — 49341 V; V= — 6,55 V. 
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Un = Vo — Va = 408 V; > 973. 13444; 
Uo = Vo — Va = 49341 V; I,- a. 2155A; 


Uis = Yi zt Va = 2,52 y: 
1, = = = 1,26 A; 
Us = Vs = Va = 2,24 V; 


h= = — 2,24 A. 


Curentul debitat de pilá este: 
rca I—-Ihn-c-I,—14-1,—85 A. 


Problema nr. 288. Sá se calculeze curenţii din reţeaua din figură, cu 
ajutorul teoremei potentialelor la noduri (fig. 288-a). 
Solutie: Ecuațiile care dau potentialele nodurilor 7 şi 2 sint (cu Gj = 
= 1[Ry): 
Gj V4 — (65 + G5) Va = E169 + E2615, 


. — (Gia + Gia) Va + Gay V = — Ex6is, 
în care: 

Gu = Ga + Ga + Gu + Gu» 

Goa = Gia + Gis + Goz 
Înlocuind datele numerice, se obține următorul sistem de ecuații: 
3,5 V4, — 2V, = 30, 

| — 2 V, + 2,5 V, = — 20, 

cu soluţiile 
V,>=1797 Vi V,—244 V. 


Curentii se calculează astfel: 
E = Gu (E + (V, — V] = 10 — 733 = 2,67 A; 
Ij = Ga (Vo — V = 0,5 (—7,37) = — 3,69 A; 
I = Gh (Va — V) = — 2,11 — 7,91 = 9,48 A; 
I$ = GU Ea + (V4 — V4)] = 20 + (— 2,141 — 7,37) = 10,52 A; 
Ioa = Goa (Vo — Va) = 0,5 (2,11) = 1,055 A. 
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Curenţii care au ieşit cu semn 
schimbat circulă într-un sens invers 
decit cel indicat de ordinea indicilor 
pe care îi poartă. Sensul real al cu- 
renţilor se poate vedea în figura 288-b, 
împreună cu valorile numerice ale 
acestor intensităţi. 

: Problema nr. 289. Să se determine 
dipolii activi echivalenti de tensiune 
şi de curent, in raport cu perechile 
de noduri 1—0 şi 0 — 2 ale reţelei 
din problema precedentă. 

Soluţie : Pentru determinarea dipo- 
lului activ de tensiune faţă de bornele 
0—1, se aplică teorema lui Thévenin 
(fig. 289, a). 

Avem tensiunea la mers in gol fatá 
de bornele 7—0: 


— , 
Ui, = vao IRon 
în care, 


" Ue, (Ria-- Ris) — Ue Ris — 
(Ror + Ro) Rig 4- RisRio+ Rio Roi + Roa) 
| 101 +1)—20:1 — 
3:-1+1-1+1-3 A 
deci: 
Uo, = Ua = 10 V. 


Rezistenţa reţelei pasivizate faţă de 
bornele 7—0 este: 
RioRi» | 


Rio (Roa + ERR 
Rio, Z Riz + Ri E 
Rio - Roz + 


L4 77 


Re + Rie 


Folosind teorema lui Thévenin, se obține intensitatea curentului din 
rezistența Ry a rețelei date: 


Dipolul activ echivalent de tensiune față de bornele 7—0 este reprezentat 
în figura 289-c. 
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Pentru determinarea dipolului activ de curent faţă de aceleaşi borne 
1—0 se poate aplica teorema lui Norton (fig. 289, b). 
Curentul de scurtcircuit, care trece prin bara care scurtoircuitează bornele 


Z5 4604 


A "Ag, = 


Fig. 289-c Fig. 289-d 


1—0, se obţine prin superpozitia curenților: I‘, din ochiul din stinga şi 
li din latura Ra: 


la, — Îi + Dl... 444A. 
1 3 122 


Rezultá, cu teorema lui Norton, 


Rio ' T 0,715 - 14 
lup => Rate a IE — 3,68 A. 
RU + Rio, 2 + 0,715 


Mărimile caracteristice ale dipolului echivalent activ de curent se pot 
vedea în figura 289-d. 

Fără a mai indica toate calculele, dăm în continuare, în figura 289-e, f, 
mărimile caracteristice ale dipolilor activi| echivalenți, de tensiune (e) şi 
de curent (f), în raport cu perechea de borne 0—2. 


Jg27 4054 


Fig. 289-e, f 


Problema nr. 290. Puntea Whetstone pentru curent continuu este tor- 
mată din cinci rezistenţe R}, Ra, Ra Ra Rs, dintre care patru formează 
un patrulater, iar a cincea — reprezentată de un instrument indicator de 
curent — este legată după una dintre diagonalele patrulaterului (fig. 290-a). 
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Sistemul de rezistenţe este alimentat de la o pilá de tensiune electromotoare 
U, şi rezistenţă interioară R;, pe la extremităţile celeilalte diagonale, care 
nu e realizată prin rezistenţe. | 

Se cere să se calculeze intensitátile curentilor care trec prin laturile 
circuitului. 


Ue, A; 
Fig. 290-a Fig. 290-b 


Solujie: Fie 7, I, I, I}, I, $i Ig, ceişase curenţi prin cele şase laturi 
ale circuitului. 

Aplicám teorema descompunerii retelei in circuite fundamentale separate. 
Reţeaua are șase laturi şi patru noduri. Numărul ochiurilor fundamentale 
este: 


o=—n+1=6—441=8. 


Se aleg arbitrar cele trei ochiuri fundamentale (fig. 290-b) şi se precizează 
sensul pozitiv de circulaţie in aceste ochiuri. Dacă i, i, și i, sint curenţii 
ciclici, ecuaţiile din care se determină acești curenţi sint: 


(Re+ Ra t gi — Rai — Fais — U, 
— Rai + (Rı + Rs + R3) i — Rsi, = 0 (1) 
eee Rai -— Ri, = (R, + R, + R,) İz = 0. 


Din sistemul de ecuații (1) se determină curenții ciclici i, i, i4 prin regula 
lui Cramer. 
Fie A, determinantul sistemului: 


R; + Ra + Ra — Ra — R, 
A = — R; Rı + R; + Ra — R; | = 
—H, ~ Ry Rit Rat Ra 


= Ri [(Ri + Ra) (Ra + R4) + Rg(F + Ra + H4 4 R9] + 
+ R,Rg (Ra + R4) + RRi (R, + R3) + Rs (R4, + Ra (Ra + Ra). 


28 — Bazele electrotehnicii — c, 3277 
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Curenţii ciclici sint: 


AE A 
; i 
i= 7 [OR Re +R —R| = T [US Ro) (R+ ROL 
0 — Rs; R+ Ri +R; + Rs (Ri + Ri + R+ Ry]; 
E EE ETE m a 
t =| -R 0 R|" A Bat RS Pp RSUGS R4); 
-" ORRA R 
B4 dh R, =R, U. 
ia =| —R, R+ R+ R, 0| CUR Roe RR RI R,). 
—R, — R; 0 


Suma algebrică a intensităților curenților ciclici prin fiecare latură este 
egală cu intensitatea curentului real prin acea latură. 
Deci: 


= i = TER, + Ry) (Ra + R,) + Rs (R, + Ra + Rs + Ra) 
h=u= 7* [RR + RR, + Rs (Rs + P4] 


I; = i, = “DRR, + SR, + Rs (R + RJ 


(3) 
I, = i — în = ^E [R R, -R,B, + RAR + R3) 


I, =i — la T T ER,R, T RR; T R; (f, "ur P 
I; — ü — la E a [ RS Ra -— RR], 


unde A are expresia din (2). 

Din soluţiile (3) rezultă că, dacă tensiunea electromotoare a sursei este 
diferită de zero şi rezistentele circuitului sint finite, numai intensitatea 
curentului prin latura-punte, în care este conectat instrumentul indicator, 
poate fi nulă; in acest caz, între rezistentele R,, Ra, Ra şi R, există relaţia: 


R,H, == RR}, 
sau: 
Ra _ Ra 
Ra OR 
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Cunoscind trei dintre aceste rezistenţe, cind = 0 (aceasta se observă 
la instrumentul indicator de curent, care de obicei este un galvanometru), 
se poate determina cea de-a patra rezistenţă. 

Problema nr. 291. Puntea electrică dublă (puntea Thomson) e formată 
din rezistentele Ris, Bis Hj, Raa Şi Ro etalonate (de valoare cunoscută 
cu precizie), (fig. 291-a). Rezistenţa necunoscută R, se conectează inire 


Fig. 291-a Fig. 291-b 


bornele A— B. Se cere să se calculeze rezistența R, în funcţiune de rezis- 
tentele cunoscute, în ipoteza că intensitatea curentului prin legătura în 
punte Ra (in care este conectat galvanometrul G) este nulă. 

Solutie: Din teorema reciprocitátii se poate obţine că intensitatea curen- 
tului prin rezistența Ra, produs de sursa din latura care conține rezis- 
tenta R, este egală cu intensitatea curentului prin rezistența f, produsă de 
aceeaşi sursă conectată in serie cu rezistența Reg. Deci, pentru a determina 
intensitatea curentului prin rezistenţa Ra din circuitul din figura 291-a, 
considerăm circuitul din figura 291-b şi calculám curentul prin rezistența R,. 

Numărul laturilor este l = 9, iar numărul nodurilor este n = 6; din 
teorema lui Euler se poate determina numărul de ochiuri independente, 


din reţea: 
ME (4) 


și deci 
0—9—6-4-1-—4. 


Pentru determinarea curentului J} prin rezistenţa R, se poate aplica, 
de exemplu, teorema curenților ciclici. Fie i}, La îs i, cei patru curenți 
ciclici (numărul de curenți ciclici este egal cu numărul ochiurilor indepen- 
dente) şi fie sensurile pozitive, alese arbitrar, acelea indicate în cele patru 
ochiuri reprezentate în figura 291-b. Se poate scrie: 


Rai e Fal; Loud Rusia = 0, 
— Razi 4 FHyyl; Bc Rost d Roata =e Ues (2) 
— fy, m Rozig T Hyg i. Roata = — Ua 
— Fal; riza Roala -+ Riala = 0, 
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unde s-a notat: | 

Ru = R, + Re + s, 

Ra = Ra + Ria + Ra + Ras, 

Hg, » Ra “he Ras ap Ras ua By, (3) 

Ra ud R, pe Ha, s Ro 


Din figura 291-b se observă că /, = i. 
Sistemul de ecuaţii (2) se rezolvă prin regula lui Cramer; interesează 
în acest caz, numai curentul i: | ? 
| 0 — R T Füg 0 
U. | Hg — Ra — Ra 


-—U, — Bas Ras T Hs, Üs- Hy pai Fs 0 
e 0 —Ra— Ras B, __Ue 1 Rao — Ras — Ra 
: Ru — Rua — R 0 EP —A — Hw Ras — Ba|: 
—Hh, Rz — Ras — HH, 0— Hg — Rya Rau 


— figs wi Ras Fas Ha, 
0 — Ras — fg R44 
A fiind determinantul de la numitor; deoarece ochiurile alese sint inde- 
pendente, și ecuațiile din sistemul (2) sint independente, si A Æ 0. 


Dacă intensitatea curentului prin galvanometru (în figura 291-a) este 
nulă, din teorema reciprocitátii rezultă cá și 7, = 0. Deci: 


0 — R,, — fa 0 


= l, = : = 0. 
Ie r v tnl pa Rs, 


Adunind liniile I, a II-a și a IV-a cu linia a III-a, şi considerind si 
relaţiile (3), se obţine condiţia: 


— Rae — Ras 0 
B, R, R, |=0 
— Ra — Ri Ra 


Dezvoltind după minorii ultimei coloane, se obţine: 
Ra (— Pss, + Fisa) + Pas (Ra Ras — Ras) = 0, 
care reprezintă relaţia dintre rezistentele cunoscute si rezistenţa R, necu- 


noscutá. Pentru ca această relație să fie independentă de R, si R44, este 
necesar ca: 


— fgg, e Ras Raa = 0; 
RR; r Rio Ra = 0; 


CE Scanned with OKEN Scanner 


METODELE ELECTROCINETICII : 437 


Ju — Ra == Ra, 
Ras Ra H 
Dacă se variază la fel rapoartele rezistențelor Ri; și Ria, respectiv FH, 


şi Ra, puntea se poate „echilibra“ (adică intensitatea curentului prin galva- 
nometru poate fi ţinută nulă), iar rezistenţa R se determină din: 


Uo {g 
Fig. 292-b Fig. 292-c 


R = Ta Ra = Su Ra 
Ras F4 


si este independentă de rezistentele R, și R4. 

Problema nr. 292. Pentru a măsura rezistența R a unui galvanometru C 
se foloseşte o punte electrică, reprezentată in figura 292-a. Se reglează 
astfel rezistentele R, si Ra încît prin galvanometrul G să treacă același 
curent (care se citeşte la galvanometru), independent de poziţia întrerupă- 
torului K: deschis sau închis (fig. 292-a). 

Se cere să se calculeze rezistenţa R a galvanometrului în funcţie de 
rezistentele cunoscute din circuit. 

Soluţia 1: Fie I’, intensitatea curentului prin galvanometru cind intre- 
rupátorul K este deschis si J” — intensitatea curentului prin galvanometru 
cînd întrerupătorul K este închis. 

Prin aplicarea teoremei lui Thévenin, se obţine: 


panie (1) 
RiR 


la bornele circuitului intre care se conectează galva- 


U^, este tensiunea 
o š acesta este absent, iar intrerupátorul K este deschis), 


nometrul, in ipoteza c 
fig. 292-b). wp 
; Prin du teoremei a II-a a lui Kirchhoff la circuitul din figura 292-b, 
se obţine: 

Rf T Ugo Ga Un 


RI + Rali + Ril = Us 
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de unde: 
Ut e it fa oap. 
Rit + Ra 


(R; este rezistenţa echivalentă a circuitului între bornele A — B, in ipo- 
teza că reţeaua este pasivizată, iar întrerupătorul K este deschis), (fig. 292-c). 

În acest caz, rezistența R, este în serie cu rezistentele R; și H, + R3, 
conectate în paralel; deci: 


R; = R, -+ Ri(Ra + Ra) » 
Ri +R +R 
Înlocuind pe Uc, şi R; în ecuația (1), se obține: 


R + R; U 
a al 
I' -— R;+ R + Ra " 
(Ri + Ra) Ri 


R- Ra + 
Ri+ Ri + Re 


is (Ri + RU, EE 
(R+ R3) (Rj + Ry + R3) + Ri(R + Ra) 


În mod asemănător se poate determina si I^: 


I" i Ugo I (3) 


Fig. 292-d 


77 se determină ca si Ué, considerindu-se cá întrerupătorul K este 
închis (fig. 292-d). 
În acest caz: 
Uco = Io Rs, 


iar: 
EE E 
Io R,R, ` 
Ri Re i 

Deci: 

Mo (Ri + Ra) Ra U 

Ge E EAT e* 

(Rid R3) (R4 4- Ra)+ Ru Ra 


Rezistenţa echivalentă R!’ se determină din circuitul din figura 292-c, 
considerindu-se întrerupătorul K închis. În acest caz, rezistența R este 


în paralel cu rezistenţa R; + - Deci: 
Rit Ra 
Rs (n + Ahe | 
R' = Rat Rol _ Ra lRi(Ra + Rat RR) 
Rj4- B, + Ru Ra (Ri + Ra) (Rit Ry) t Ri Ra 
Rat Ra 
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Înlocuind pe Uc şi H;' în ecuaţia (3), se obţine: 


i RR + R) Uc , (4) 
RI(R: + Ra) (Ri + Ra) + RiR + Fig [ RiURS + Ra) + Ra Ra] 


Puntea se „echilibrează“ cînd se obține: 7' = I”. Deci: 


(Ri + R3) Ue "i 
(R + Ra) (Ri + Ri + Ra) + RAR + R3) 


R, (R, + Ra) Ue : 
—OR[GRS + Ro) (R, + Ry) + RR + RSBRIOS + Ro) + RES 
Din această relaţie se obţine: 
[R; Gl, + R5) + Ra (Rı + Ra)] [R5 Rs — RR] = 0. 
Primul factor fiind pozitiv, rezultă: 


RR; = RR, = 0; 
deci rezistența galvanometrului este : 


= _RaRa e! 

R A (5) 
Soluţia a 2-a: Fie Ig intensitatea curentului prin galvanometrul G, iar 
R, — rezistenţa conectată printre aceleași borne cu întrerupătorul K 
(fig. 292-e); Ic trebuie să rămînă constant, oricare ar 
fi valoarea R,, cînd circuitul rămîne în rest neschimbat. 
Prin aplicarea teoremei curenților ciclici, conside- 

rindu-se curenţii ciclici J4, Is, Ie, se obţine: 


(R+ R + R) Ja — RI Ral, = U., 
—RI, + (R + R; + R)I, — Ral. =0, (6) 
— Rola > Ry, + (f T Ra 4 Ry) r m: 0. 


Din sistemul precedent, prin regula lui Cramer, Fig. 292-e 

se obtine: 
Ue „=> R v R —R, -+ Ra E RiUe — Ra | 
0 O OR+R + Re — Rk —R 0 —Rk 

palo R Ritm +R lup | —R OR +R +R |. 

"ad EE DH ET remo =R |* ^ R+ Rr R—R -R | 

— RR + R+ Ra —Rk — RR + Ry + Rk T Rk 
—R, —Rk R, + Rat Rk — R, — Rk Rib Rat Rk 
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Se constată că dacă curentul Ig prin galvanometru are sens pozitiv, ea 
în figura 292-e, atunci: 


Deci: | 

R+ Rs+ Re — Rk gm — Rp 

—R}k R +R + R —R R, + Ra + Fi Rinia aaa apă, 
Ig = U. À - A d 
unde: | 


A = R,R((R + BO Re) + RRíL + HT R) + R,R$ EX 
+ RAR + R; + R4) (0, + R; + Ri) + RRR, + Ri B,Bs. 


Pentru ca intensitatea curentului Ug prin galvanometru să nu depindă de 
rezistența R,, este necesar ca: 


(8) 


LM 
dR, 
sau: 
(R, + R) A — [Ra Ut ER) + Rua + Rola =O (9 


Din (8) se calculează E ; ge obtine astfel: 
dn, = PaRi + (ER) (R, + Ra + R) + Rh 
Înlocuind pe A în ecuaţia (9), aceasta devine: 
(Ri + R;)[R,R:(R + Rs + Ri) + RRíG + R; + Ri) + BU + 
T R,(R T Ra S R4) (f, + R; P R;) T RR3R, + R: RR] 7 
— (RAR + R5) + RUP + RILRR; + (R + Ro) (Rı + Rs + RI) + RiR] — 0. 


Din relaţia precedentă, R, fiind oarecare, se deduce că atit termenul 
independent de Rp, cît si factorul lui Rẹ trebuie să fie nuli. Deci: 


(A, + R) LR, RR + Rs) + RaR + Ra(R]+ Rs) (Rut Ra + R2) + RRR] — 
— RR, + R) [R,R; + (R + Ra) (Ri + Ra + R; ) + RiR) = 0; 
(A, +- R) [R R; + R(B, + B + Ri) + RRi + Ra + R2) + RR — 
— (R, + Ry) [R,B; + (R + Ro) (Ri + Ra + Ri) + RiR] = 0. 


Ultima ecuație din sistemul precedent este identic nulă; din prima ecuație 
se obține: | 
RAR, + Ra) + Ra(R, + R3)] (RaRa — RR) = 0. 
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Se obţine astfel, ca gi in soluţia 1, relaţia: 


RR, = RR, 
de unde: 
R = Rh, (5 
n 


Prin soluţia a 2-a s-a demonstrat cá, în locul intrerupátorului K, se poate 
folosi o rezistență variabilă între limite depărtate, rezultatul care se obţine 
este acelaşi, 


» £O AU A. 
Glg fe o 5 Uu, fe 
Fig. 293-a Fig. 293-b Fig. 293-c 


Problema nr. 293. Două surse de curent au tensiunile electromotoare 
U, şi U, iar rezistentele interioare R,, respectiv H,; în paralel cu sursele 
este conectată rezistența R (fig. 293-a). 

Se cere să se determine circuitul echivalent al acestui sistem. 

Soluţie : În circuitul echivalent (fig. 293-b) există o singură sursă de curent 
continuu, care are tensiunea electromotoare U,, şi rezistenţa interioară R;, 
determinate astfel incit prin circuitul receptor să treacă același curent ca 
în cazul real. 

Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff ochiului format din sursa 
echivalentă si rezistenţa R, — sensul pozitiv de circulaţie admis fiind cel 
din figura 293-b, — se obţine: 


IR + IR; -—U,, 
de unde: 
Ue j 
T= aaa (D 


Din circuitul dat initial se determină intensitatea curentului 7, in func- 
fiune de datele circuitului; prin aplicarea teoremei lui Thévenin, laturii cu 
rezistența R din circuitul dat, se obține; 


U, 
R+ Re 


=- 


(2) 


U, este tensiunea între bornele la care este conectată rezistența R, in 
ipoteza că această rezistenţă este scoasă din circuit (fig. 293-0). 
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Din teorema a Il-a a lui Kirchhoff, aplicată ochiului din reţeaua din 
figura 293-c, în care s-a ales sensul pozitiv de circulaţie, se obţine: 


Rilo + Ba, = U, — Us. (3) 
Tensiunea U, este tensiunea la bornele surselor: 
U, — U,— RI 
înlocuind pe Ig din ecuaţia (3), se obţine: 


-g __ HR _ 
U, = U, Rm: U»), 


sau: 
IRS UR, + UR 
Rı + Ra 
R, din ecuația (2) este rezistența echivalentă între bornele A — A la care 
este conectată rezistența R, în ipoteza că rețeaua este pasivizată. 
Din figura 293-d se obține: 


= RıRı vw 4 
R+ R P 


Înlocuind pe U, si R. în ecuaţia (2), se obţine: 


e 


I = U, Ra + UR, " (5) 
R(R, + Ra) + RB, 


Prin identificarea expresiilor obţinute pentru / in (1) si in (2), se poate 
scrie: 


Ue | Uo 
R + Ri R+ Re 


Relația (6) trebuie să fie valabilă, oricare ar fi valoarea dată rezistenței R. 
Rezultă astfel: 


(6) 


D. ED etre Um PA (7) 
dd R, + R, 


Deci tensiunea electromotoare a sursei echivalente este egală cu tensiunea 
la UNE retelei in gol (cind rezistenta R este scoasá din circuit), (fig.293-d). 
ar: 


[E OREL NA (8) 
Ri + Ra 


Deci rezistența interioară a sursei echivalente este egală cu rezistența 
reţelei la funcționarea în scurtcircuit (rezistenţa firelor conductoare de legă- 
tură fiind neglijabilă). 
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Problema nr. 294. Pentru a determina rezistenţa interioară R; a unei 
pile electrice de tensiune electromotoare U., se poate folosi schema din 
figura 294-a, galvanometrul G are rezistența R (cunoscută) si indică acelaşi 
curent cînd se stabileşte fie contactul B, fie contactul C. Pentru a se 


Fig. 293-d Fig. 294-a 


realiza condiţia precedentă, rezistența R, se consideră variabilă şi cunoscută. 

Se cere să se determine rezistenţa interioară H; a pilei, în funcţiune de 
R şi R,. 

Soluţie : Se calculează curentul prin galvanometru (de exemplu, prin 
aplicarea teoremei lui Thévenin), in cele două cazuri: cind se stabileşte 
contactul B, respectiv cînd se stabilește contactul C. Din egalitatea acestor 
curenţi se obţine o relaţie din care se determină rezistenţa R; = f (R, R.). 

— Fie contactul B stabilit. Intensitatea curentului prin galvanometru, 
în acest caz (determinat prin teorema lui Thévenin), este: 


— _UGB_, (4) 


Ics 
R+ ReB 


Tensiunea Ucay (la bornele rezistenței galvanometrului, în ipoteza că s-a 
scos din circuit galvanometrul) se determină din circuitul din figura 294-b. 
Prin aplicarea legii lui Ohm ochiului JI, se obține: 
Uso = H'H. 
Prin aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhoff primului ochi, se obţine: 


I(R' "r R, F Ri) sid Mis 


de unde: 
L= TATE 
Si deci: 
Ucn = — E (2) 
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Rezistența echivalentă Rep se determină din circuitul din figura 294.c 
(s-a considerat reţeaua pasivizată şi se calculează rezistența echivalentă 
în raport cu bornele între care era conectat galvanometrul: 


R'(Ri + By) 
Rep = R” 4 IL————. 2 
eB + [o n (3) 


(80 


Fig. 294-b Fig. 294-c 


Înlocuind pe Ugj,si Rey din (2), respectiv (3), în ecuaţia (1), aceasta 
devine: 
UR’ 
R'+ R +Ri 
R'(Rj + Ry) 
R'+R;+ R 


Ics = , 


R4 R*4- 


sau: 
SI U,R' 
(R + R^) (R+ R, + Ri) + R' (Bj + R) 


Ics (1°) 
— Fie contactul C stabilit. Intensitatea curentului prin galvanometru, 
în acest caz (calculat prin aplicarea teoremei lui Thévenin), este: 


UGCo A (4) 


Igc = 
R + Rec 


Dacă în figura 294-b se consideră contactul C stabilit (iar contactul B 
întrerupt), din această figură se poate calcula Uccy (asemănător cu Ug), 
şi anume; i 


Ucco = R'Ip, 
unde: 
[AT ORCI NE - + ERE «di 
R' + R” 4- R+ Ri 
și deci: 


De (5) 


U EON AI, PRU EN 
GO RR ERR 
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„Rezistenţa echivalentă R. se calculează din circuitul reprezentat in 
figura 294-c în ipoteza că s-a stabilit contactul C (şi s-a întrerupt contac- 
tul B); se constată, in acest caz, că circuitul — faţă de bornele de la care 
(s-a scos galvanometrul — se compune din două laturi conectate în paralel, 
una fiind formată din rezistenţa R’, iar cealaltă din rezistentele R;, R, 
şi R” (conectate în serie): | 

Has OLTRE, (6) 
R' + Ri+ R+ R” 
Înlocuind pe Ucco şi R.. din ecuația (5), respectiv (6), în ecuația (4), 
aceasta devine: 
OES... E PE. 

R +R’ +R+Ri | 
R'(Ri + R + R^) 
R' + Ri + R+ R” 


Icc = 
R+ 


sau: 

UR’ . (47) 
RIR’ + R” + R, + Ri) + R'(Ri + R, + R^) 
Curentii /g5 8i Igc trebuie să fie egali, deci: 


Igc = 


U.R' UR’ 
(R + R*) (R' + R, + Ri) + R'(R; + By) R(R'’+R”+ R - Ri) +R'(Ri+R +R”) 


De unde se obține (prin simplificare și reducere): 
R; = R — R.. (7) 


(Se constată că rezistenţa R, este mai mică decit rezistenţa galvano. 
metrului, pentru a se realiza condiţia cerută de problemă.) 

Problema nr. 295. Opt rezistenţe egale sint conectate in forma unui 
pătrat cu diagonalele unite la centru; rezistenţa fiecărei laturi este r 
(fig. 295-a). l 

Se cere să se calculeze rezistența echivalentă: 

a) intre două virfuri opuse a—a'; 

b) între două virfuri adiacente a—b; 

c) intre un virf şi centrul pătratului a—c. E | 

Soluţia 1: Prin aplicarea teoremelor transtigurării, se poate ajunge la 
o reţea formată numai din genii a conectate in serie gi în paralel, fără 

i i legături în punte. 
. )R Ea miae d intre două virfuri opuse a—d', se poate 
ietie ia transfigurarea sistemelor de cite trei rezistenţe conectate în stea, 


în nodul b, respectiv b’ (fig. 295-b). 
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Dacă ri, rg rg sint rezistonțele din conexiunea-stea, atunci, rezistentele 
din conexiunea-triunghi se determină din: 


Tia Tag» Ta 
— Filg -|- Fola H- Fari s 
rig — " l^ (4) 
9 


În cazul dat, r, = rg = r4 = r şi deci și 


` 
Q 


P a a a aa 


L EROII r 


f 
| 

[ 

l 

l 

| 

[ 

| 
d 
5 

L 


Fig. 295-a Fig. 295-b 


Pia Tg Ig 7! = Fr. 

Între virfurile a — a” se obţin două rezistenţe r' conectate în paralel 
cu două grupuri de rezistențe — formate din două rezistenţe r' conectate 
în paralel cu rezistenţa r — conectate in serie (fig. 295-b). Rezistenţa echi- 
valentă ra, între vírfurile a — a’ se obţine din: 


de unde se obţine: 


Înlocuind pe r’ în funcţiune de r, se obţine rz: 


9 
l'aa! = oe r. (9 


b) Rezistenţa echivalentă rap, între două virfuri adiacente ab, se obţine 
prin aplicarea teoremei transfigurürii sistemelor de rezistenţe din conexiunile- 
triunghi avind virfurile în acb', respectiv bca’ (fig. 295-0). 
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Dacă rjs, Pas Fa Sint rezisten(ole din conexiunea-triunghi, atunci rezis- 
tenţele ri, ra, ry din conexiunea-stea se determină din: 


n = Tisl43 A ( 4) 


Fia -F Fas F Ta 
.. * Ll Li 1 
În cazul dat, rjj = rs = rg = r $idecigi r,— ry = ry sr. 


Între virfurile ab, rezistenţa r este conectată 
în paralel cu două rezistenţe r" conectate în 
serie cu un grup de rezistenţe (format din 
două rezistenţe r” conectate în paralel cu 
alte două rezistenţe r” şi în serie cu rezis- 


tenta r). 
Deci: 
1 — 1 1 
tab g + r” 4 (ih rTOG PITOC) : (5) 
r” +r” 4r” rer” 
de unde se obține: Fig. 295-c 
ES 1 4r" -- r 


rab ? Tarn 


Inlocuind pe r” în funcţiune de r, se obţine ras: 


8 . 
^ = 15 r. (6) 
c) Rezistenţa echivalentă r,,, între unul dintre virfuri și centru, se obține 
prin aplicarea teoremei transfigurării sistemelor de rezistențe in conexiune- 
stea cu centrul în b, respectiv b’, ca în figura 295-b. Se obţine astfel cir- 
cuitul echivalent din figura 295-d, unde r' = 3r calculată din ecuaţia (2). 
Între virful a si centrul c, rezistentele r, r', r' sînt conectate în paralel 
cu grupul format din două rezistenţe r' (în paralel), conectate in serie cu 
grupul de trei rezistențe r', r $i r' (conectate in paralel): 
Deci: 


-+ — 
2 2r +r’ 
Înlocuind pe r’ în ecuația precedentă, se obține o ecuație în r, din care 
se determină Tsc: 


Tac ——r. (7) 


Soluţia a 2-a: Sistemul dat este format din rezistenţe identice. În raport 
cu bornele faţă de care se calculează rezistenţa echivalentă, sistemul pre- 
zintă o simetrie pe baza căreia se pot identifica nodurile din reţea care au 
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același potenţial (dacă se alimentează sistemul de la o sursă de tensiune 
constantă). Se pot uni nodurile echipotentiale prin conductoare perfecte 
și astfel se poate reduce sistemul cu rezistenţe conectate în punte, la un 
sistem cu rezistențe conectate numai în serie şi în paralel. 

a) Din figura 295-a se deduce că nodurile b, b' şi c au același potenţial. 
Unind aceste noduri, se obţine rețeaua din figura 295-e. 


D 
+ 


D 
Fig. 295-d Fig. 295-e 


Se obţine un sistem de trei rezistențe egale, conectate în paralel între 
nodurile a—c, si în serie cu alte trei rezistenţe egale, conectate în paralel 


între nodurile c—a'. 
Rezistenţa echivalentă, în raport cu bornele a—a', este: 


Fa = Ia t TT 
unde: 


deci: 
= (8) 
3 


Se obţine același rezultat ca și în soluţia 1, dat in ecuaţia (3). 

b) Din figura 295-a se constată că mijlocul rezistentelor conectate intre 
nodurile a—b si a'b' au același potențial cu nodul c. Unind aceste puncte 
se obține rețeaua din figura 295-f. 

Se observă că rezistența echivalentă r;,, dintre nodurile b—c, este egală 
cu rezistența echivalentă r,,dintre nodurile c—a. 
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Deci: 
Tab = The + Tae 
Între nodurile b—c sînt conectate trei rezistenţe în paralel: una este 
FEL doua este r, iar a treia este formată dintr-o rezistență r în serie cu 
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două rezistenţe: r și -= (conectate în paralel). 


Deci: 
1 1 1 1 
F i pen. ai 
be r r r 
— rT — 
2 
r 
P3 
2 
de unde: 
TES 
iU" T 
' jar 
8r 
indi dini (9) 


Se obţine același rezultat ca in soluţia 1 din ecuaţia (6). 
c) Din figura 295-a se observă că nodurile b—b' au acelaşi potenţial 


B L£ D 8 
2 2^. € 


L L 
F4 £ 


Fig. 295-f Fig. 295-g 


dacă reţeaua este alimentată pe la bornele ac. Unind aceste noduri se obţine 
reţeaua din figura 295-g. Rezistenţa echivalentă r:e este: 
rr 
rr, T The 


Tn ti ti 
rF Tab + Tyc 


D 
Pag T 


29 — Bazele electrotehnicii — «c. 3277 


" 


450 - ELECTROCINETICA 
unde: 
P 
Pah = — j 
2 
r 
DE Tr 
sii 2715 3 p 
bc b ae — 8 
2 2 


Înlocuind în rae pe rz, pe rj. gi rj; , se obține: 


r 3r 
r (; -l- Z) 
pi tn ee y, | (10) 
ppp BS 
2 8 


Rezultatul obținut prin această metodă este identic cu rezultatul din 


ecuația (7). ! 
Problema nr. 296. La bornele A, B, C sint conectate trei infásurári ale 
unei masini electrice; se másoará in curent continuu trei rezistente, astfel: 


între A si B se măsoară R4s = 20; 
între B si C se măsoară Rac = 2,30; 
între C şi A se măsoară Rca = 2,10. 


Se cere să se calculeze rezistenţa fiecărei înfășurări, în ipoteza că: 
a) cele trei infágurüri ale mașinii sînt conectate în stea (fig. 296-a); 
b) cele trei infágurári ale maşinii sint conectate în triunghi (fig. 296-b). 


A 


Fig. 296-a Fig. 296-b 


Soluţie: a) Fie R,, Ra R, rezistentele înfășurărilor mașinii conectate 
în stea. Între două borne se măsoară rezistența echivalentă a două rezistențe 
conectate în serie. Deci: | 

R, + Ra = Ras; 
Ra + R; = Rec; 


Ry + Ri = Rea 
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Dacă din suma primelor două ecuaţii se scade ecuaţia ultimă, se obţine: 


2R, = Rap + Hsc — Rca, 
de unde: 


R — R 2 ,3 —2, 
Ry = EE EA a +2 1-149. 


Prin permutări circulare, se poate scrie direct expresia rezistentelor R, 
şi Ri: 


R R — R 2,3 2, — 2 
R, = BC + a AB — + — 1,20; 


TUN 1 2—2,3 
R, _— RCA + nar RBC = 2,1 + 2 0,90. 


b) Fie Rio, Ras, Rau, rezistentele înfășurărilor maşinii conectate în triunghi. 
Între două borne se măsoară rezistenţa echivalentă a sistemului format din 
rezistența unei înfășurări, conectată in paralel cu rezistentele celorlalte 
înfășurări legate în serie. Deci: 


Fas Ras T R3) — R . 
=== AB 3 
Ty + Ra + Ru 


Rat R) R. 
ps e—459BCa 
Ry T Ra T Ra 


Ray( Rio + Ra) cH 
mc —L|Ó€——ÉÓug——NÓ— = CA . 
Ri + Ra + Ra 


Fie: 
Bes RAB + Hsc T RCA __ ReRa t RaRa + RaRa, 
2 Re + Ra + Ra 
atunci: 
(S— Rac)(S— Rca). 
Boss dd occ, 


S — RAB 


(S— Rca)(S— Ras) , 
Ris — hac -l g RBC 


(S — Rap) (S — Rego) : 
S — RcA 


Ra = Rca + 
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Înlocuind cu datele problemei, se obţine: 


Stii 2320; 


f ca BR (3,2 — 2,3) (32 — 21) — 2,8250: 
3,9 —2 | 


(833 —2,)) (5,2 — 3) 


Ra = 2,3 + 
23 wr TETT 


= 3,767 0; 


Ha dd pe am 0 Le sna Ey 
3,2 — 2,1 


Rezistentele Rio, Ros, Ra, se mai puteau determina si din rezistentele 
R, Rə, Ra, considerindu-se transfigurarea reţelei din conexiunea-stea in 
conexiunea-triunghi. 

Problema nr. 297. Într-o reţea electrică, formată din șase rezistoare, sint 
conectate patru surse de curent continuu de tensiuni electromotoare U,, — 
—5 V; U,-—8 V; U,4-—10 V; U = 8,4 V şi de rezistenţe interioare 
neglijabile (fig. 297-a). 

Rezistentele sint următoarele: 


R, = 50, Ra =40, 
R; = 0,59, Ra = 0,5. 
R,20250,  R=80Q, 


Se cere sá se calculeze: a) inten- 
sitátile curenților care trec prin 
laturile retelei; b) puterea electrică de- 
bitatá de cele patru surse si căldura 
dezvoltată in rezistentele circuitului, 
in unitatea de timp. 

Soluţie : a) Circuitul electric dat are 
l = 6 laturi si n = 3 noduri. Numărul 
nodurilor independente este: 


Fig. 297-a n—1l=3—1=2 
Numărul ochiurilor o fundamentale este: 
LS EXE A", 4 
0—li—n--126—3-41,—4. 


Prin aplicarea teoremei potentialelor nodurilor se obţin două ecuații (spre 
deosebire de teorermele lui Kirchhoff, care duc la șase ecuaţii, sau de teo- 
rema curenților ciclici, care duce la patru ecuaţii). 
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vA consideră cá unul dintre noduri (de exemplu nodul 3) are potenţialul 
nul: Vs == 0. 
Fie V, si Vg potentialele electrice ale nodurilor A, respectiv P (fig. 297-b). 
Ecuațiile potenţialelor nodurilor sint: 


ua Va + iVe = (1) y fe? 
= —giUa — gaUea 
So Va + gaV = (2) E 
= gaUeg — Balea — gsU.s, 
unde: 
£11 = £1 + £5 F 83 T £e; * 
£i» = £s = —(£s + £s); 
Baa = £a + 84 o" £a o ge Fig. 297-b 


Conductantele g1, Z2, £3, £4, gs, gg ale laturilor se calculează din rezis- 
tentele corespunzátoare: 


iih 
= 1 0AA 
a RTT ' 
-— P 
n= zime, 
la = E3 — 1l = -1 
E3 T 1,259 
fă 
= — = — = p. -l 
Sa Ri 70, 000 
| 1 
= La =40- 
SECUN 035 , 
By deal 2 0495Q-1, 
R 8 


și deci: 
gu = 0,2 + 4 + 1,25 + 0,125 = 5,575 Q7, 


£i; = — (1,25 + 0,125) = — 1,375Q-1, 
822 m 0,25 T 1,25 + 2 + 0,125 == 3,6250Q-!, 


Ecuațiile (1) şi (2) devin: 
5,575V, — 1,375V, =:— 0,2 5 — 1,25 10 — 1,375V, + 
+ 3,625V, = 1,25 - 10 — 2,8: 4 — 0,25 - 8. 
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Sau: 
5,75V, — 1,375 V, = — 13,5, | (3) 
— 1,375V, + 3,625 V, = — 6,3. (4) 


Din ecuaţiile (3) $i (4) se determină Vi, respectiv V, prin regula lui 
Cramer: 


—13,5 —1,975 
—6,3 3,625 | 
V, = — z-—8£45V; 
5,575 —1,375 
—1,375 j 3,625 | 
| 5575 —1,35 | 
| —1,375 —6,3 | 
fle SE AU 
5,575 —1,375 | 
—1,375 3,625 | 


^ Intensităţile curentilor prin laturile reţelei anie, considerindu- -se sensurile 
pozitive alese în m 297-b, sint: 


_ Ua—(Vi— Va 5—048—0 0,37 A; 
R, 5 
m Ue, + (Va — Va) _ Sit (7293 — 0) 135A; 
Ra 5 
Lodi. 10 + (—3,15 4- 2,93) . ~ 12,22 A: 
Rs 0,8 
A: 8,4 + (—2,96 — 
J,— Ua t O8 —Y9 = MENTO X 10,88 A; 
R, 0,5 
fae A HL OT uio o-As 
R; 0,25 
I, = Je ai A 
` £N 


b) Puterea electrică dată de sursele din circuit este: 


P = Ual, + Usla + Uesls + Usla 
deci 
P = 5 -0,37 + 8 + 1,25 + 10: 12,22 + 8,4 : 10,88 zz 226 W. 
Căldura dezvoltată în rezistențe, într-o secundă, este: 


Pj = Ri + Ra + Rog + Rali + Rolg + Role 
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deci: 
Pj = 5 + 0,372 + 4 - 1,25? + 0,8 - 12,222 + 0,5 - 10,882 + 0,25 - 12,62 -+ 


4-8. 0,027? ~ 226 W. 
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Se constată că puterea electrică dată de sursele din circuit este egală cu 
căldura dezvoltată, în unitatea de timp, în rezistentele circuitului. 

Problema nr. 298. Două surse de curent continuu, de tensiuni electro- 
motoare diferite, U., respectiv U,,, de rezistenţe interioare neglijabile, ali- 
mentează un circuit format din cinci rezistoare, conectate ca în figura 298-a. 
Se cere să se calculeze intensităţile curenților care trec prin cele cinci rezis- 


toare. Se cunosc: 
Uau =50V; U. = 80V: Rı=5Q; 
H,—8Q; R,=20Q; R,2 0 D, 004. 


Problema datá se va rezolva prin mai multe metode: prin aplicarea teo- 
remelor lui Kirchhoff; prin aplicarea teoremei superpoziţiei (combinată 
cu teoremele lui Kirchhoff); prin aplicarea teoremei curenților ciclici, si 
prin aplicarea teoremei tensiunilor de noduri. 


Numărul de ochiuri fundamentale „0“ se determină cu ajutorul teoremei 
lui Euler: 


0 —1-— n 4- 1. 


În cazul circuitului dat: 
l = 5 (este numărul de laturi ale circuitului); 
n = 3 (este numărul de noduri din circuit) 


3 
deci: 


0B o3 d.d m 3, (1) 


lig. 298-a Fig. 298-b 


Soluția 1: Rezolvám problema prin teoremele lui Kirchhoff. l 
Se alege inițial, arbitrar, în fiecare latură, sensul pozitiv al curenților, 
Se aleg arbitrar ochiurile independente și sensul pozitiv în aceste ochiuri 


(fig. 298-b). 
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Prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff, nodurilor 4 şi 3, se obţine: 
I, + Ia + Ia — I5 = 0, (2) 
—I,— l+ 14 — 0. (3) 


Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff, pentru fiecare dintre cele 
trei ochiuri, se obţine: 


5 I, — 20 I, = 50, (4) 
8 I, -- 60 I, = 80, (5) 
20 Ia + 40 I,4- 60 I, — 0. (6) 


Cele cinci ecuaţii obţinute formează un sistem determinat, din care se pot 


calcula curenţii J1, 12, I5, Ja Js. 
Din ecuaţia (2) şi din ecuaţia (3), se obţine: 


I= Is — I4 — În (2^) 
Ig = 15 — Ig. (37) 
Se înlocuiesc 7, şi Z, in ecuaţiile (4), (5) şi (6); acestea devin: 
—I, — 5I, + Ig = 10, (4°) 
21, + 15 I; = 20, (5°) 
—2I; + Iz + 914 = 0. — | (6^) 


Din ecuaţiile (4^, (5°), (6), se pot calcula Z}, I, $i 1; prin regula lui 
Cramer: 


10  —5 1 
20 0 15 
0 1 5 
— 150 4-520 370 
[m ia TS excl es SUI A 
i B 1 152—65 217 
| 2 0 15 
"2 1 5 
xd ^ 40 1 
1 
NETT 2 20 [hn À; 
me 0 5 
end * ct ndi 10 
1 
Ij——| 2 = 141 
dte 0 20 „10 A 
3 1 0 
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Substituind pe /,, 73 gi I, în ecuaţia (2') și (3) se obţine: 
I, = 1,10 — 4,70 + 2,442 ~ 1,52 A; 
I, = 1,10 — 1,70 ~ —0,60 A. 


Curentii, prin rezistența R, și prin rezistența R, au sensurile pozitive 
reale opuse faţă de alegerea arbitrară iniţială din figura 298-b; prin rezol- 
varea ecuaţiilor pentru acești curenţi au rezultat valori negative. 

Soluția a 2-a: Rezolvám problema prin teo- 
rema superpoziţiei. 

Se consideră că în reţea există succesiv numai 
sursa de tensiune electromotoare U.a, respectiv 
numai sursa de tensiune electromotoare U.s. 

Fie Hj, K, I} I, I;, curenţii care trec prin 
laturile corespunzătoare, in cazul cînd in circuit 
există sursa de tensiune electromotoare U, Se 
alege arbitrar, iniţial, sensul pozitiv al acestor 
curenţi (fig.298-c). | 
: Curentul 7, prin rezistenţa R, se poate calcula 

irect: 


HIM. 
Ri + Re 
unde: 
| n |R + ur | 20 [o j: < =) 
d ex E aaa quit n 
RR; 8 . 60 
Rine- 20 + 40 + 
B+ A, -+ 60 
deci: 
50 
= — 2,63 A 
5 + 14 


Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff pentru ochiul format din 
laturile Z și 3, se obţine: 


RI + Ry = Un, 


de unde: 


Uau — Rl -— 50—5: 2,63 


Ii = 
s R, 20 


= 1,84 A. 


Notăm: 


RR 60:8 
Ra = —==— = — = 7,06 Q. 
8” R+R 6008 ^' 
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Prin aplicarea teoremei a Il-aa lui Kirchhoff pentru ochiul 7, 2,3, 1 
(fig. 298-c), se obţine: 
I, + Ris) — Roly = 0; 
de unde: 


I 20 - 1,84 
] ss aufi LL, 207155 n 08 A. 
Rat Rac 40+ 7,06 


Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff pentru ochiul Z, 2, 3, 1, 
in care să intervină numai latura în care este rezistența fi;, se obţine: 


Bí, + Bul; — Bal; = 0, 
de unde: 
li Raly — Rai _ 20: 1,84 —40 -078 _ 0 093 A. 
R; 60 
Din prima teoremă a lui Kirchhoff, aplicată nodului 3, se obține: 
de unde: 
I; = I; — 15 = 0,78 — 0,093 = 0,69 A. 


Fie 12, 12, I3, I4, 15, curenţii care trec prin laturile corespunzătoare, in 
cazul cînd în circuit există sursa de tensiune electromotoare Ues. 
Se alege arbitrar, iniţial, sensul pozitiv al acestor curenţi (fig. 298-d). 


Se poate scrie: 


582 Z” fa = aUan ? 
^ Ra + Ris 


unde: 
60 | 40 + nen 
Re = ——— a = 254 Q, 
60 + 40 + 
5 4- 20 
deci: 
7 se | - 
soy CQ ER 
Fig. 298-d 8 + 25,4 


Prin aplicarea teoremei a II-a a lui Kirchhoff, ochiului format din laturile 
2 gi ó, se obtine: 
RI! + Rut Us, 
de unde: 


Ues — R1}  80—9-.2,39 
TE Un BA a 2070 989 4044, 
R; 60 
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Teorema întii a lui Kirchhoff, aplicată nodului 3, permite să se determine 
direct 7j. 
—H-- + 14 =, 
de unde: 
I; = 2,89 — 1,01 = 1,38 A. 
În ochiul 7, 2, 3, 1, se poate scrie: 
Rola + Hyg — Rl; — 0, 
deci: 
n = Rol? — Rai! _ 60 + 1401 — 40-138 _ 0,27 A. 
| Ry 20 
Prima teoremă a lui Kirchhoff, aplicată nodului 2, permite să se calculeze 
curentul Ij: | 
—IL Ts ln = 0 
şi deci: 


| | 11 = 1,38 — 0,27 = 1,11 A. 
S-au calculat astfel: 


I — 2,04 A, I —444 A, 
I, = 0,69 A, I! = 2,9 A, 
Ij = 4,84 A, je = 0,27 A, 
I; = 0,78 A, 19 == 41,88-A, 
I; = 0,093 A, P=A40A. 


Curentii prin circuitul real din figura 298-d se determină din însumarea 
algebrică a curenților din fiecare latură: 


SD D204 —443 1,52 A; 
1, = 1 — I; — 2,39 — 0,69 — 4,70 A; 
lom cq eg As 
L = L — I1 = 0,78 — 138 = — 0,60 A; 
Ij = I; + IZ = 0,093 + 1,01 = 1,103 A. 


Rezultatele obținute sînt comparabile cu acelea obținute prin teoremele lui 
Kirchhoff (cu mici diferențe, care provin din erorile care se fac la calculul 
cu rigla de calcul). ; Sa 

Soluția a 3-a: Rezolvăm problema prin teorema curenților ciclici. Se aleg 
arbitrar curenții ciclici în cele trei circuite a, b, c (fig. 298-e). 
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Se stabilesc trei ecuaţii (cite una pentru fiecare ochi), necunoscutele fiind 
Ia Ii, I 


* 
e> 


d p d -Ral Pra] e21 (7) 
sau 


68 I, + 60 1, — 80, 
120 1, — 20 1,:4-.60 1, =0. 


Simplificînd si ordonind, sistemul [precedent 


| 25 I, — 20 I, — 50, 


devine: 
5I, — 4 I, = 10, 
Q 17 Ij + 45 I, = 20, (8) 
UY DOV f=88 —1I, + 3I, +6 I; =0. 
- Sistemul (8) se rezolvá, de exemplu, prin 
Fig. 298-e ° 
regula lui Cramer: 
10 0 —4 
20 17 15 
| o 3 6 — 940 — 
E et ul _ 1.020 — 240 — 450 — 330 — 1,52 A; 
5 0 —4 510 — 68 — 225 217 
0 17 15 
—1 3 6 
5 10 —4 
1 600 — 150 — 80 370 
Ij,——| 0 20 — 145 |— -— = 1,70 A; 
217 127 217 
—1 0 6 
5 0 10 
70 — 1 
ee] oj ay * apa IP 180. 00 A 
217 217 21 
—1 3 0 i 


Intensitátile curenților în laturile circuitului sint: 
I, des 4,52 A 
Jy gw 70 A; 
Is = — I, + I= — 1,52 — 0,6 = —242 A; 
-d = le = — 0,60 A; 
I5 = I, + le = 1,7 —0,60=1,1 A 


W 
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(s-au considerat aceleaşi sensuri pozitive pentru curenţii Z4, /5, Ia, Z4 $i Ig 
ca cele alese în figura 298-a). 

Această metodă duce uşor la rezultate, fără prea multe calcule, în cazul 
acestei probleme. 

Soluţia a 4-a: Problema se poate rezolva şi prin aplicarea teoremei ten- 
siunilor de noduri. Circuitul dat are trei noduri 
şi deci se pot alege necunoscute, potenţialele EL, 5 
din două noduri; fie V,, V, potentialele no- ; 
durilor 1 şi 2 (fig. 298-f). 

Ecuațiile potentialelor nodurilor sini: 


| Su Va + LiVe = g£Ua (9) 
fo Va + go Va = LU eo, . (10) 


unde: 
£u = £1 F £a - £a 


Jia 7 821 = — 8a o, 


£2» = Ea + £a + Zs- Fig. 298-f 


Conductantele g3, 22, 83, g4 Și 2; ale laturilor se calculează din rezistentele 
corespunzătoare: 


1 1 


i sl asses ( 200 e 
1 9 
— MÀ A 
ga = m 0,125 9 
wot n i ae zi 
& = 7 = ap = 04050 0 
sA e An a 0.095 Oi 
nir m 0,025 Q-!, 
gi e A 1 209167 Qi 
R, 60 


gi deci: 
Zu = 0,200 + 0,050 + 0,025 = 0,275 Q~7', 
815 7 — 0,025 £11, | 
fa; = 0,125 + 0,025 + 0,0167 = 0,1667 0-1. 
Din ecuatiile (9) si (10), prin inlocuirea conduetantelor, se obtine: 
0,275 V, — 0,025 V, = 0,2 - 50, 
| —0,025 V, + 0,167 V, = 0,125 - 80, 
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sau: 
0,275 V, — 0,025 V, —110, (41) 
—0,025 V, + 0,167 V, = 10. (12) 


Din ecuaţiile precedente se poate determina Vi, respectiv]Vs, prin regula 
lui Cramer: 


10 —0,025 
10 0,167 
Kus e ss 45 35 Y: 
0,275 —0,025 
—0,025 0,167 | 
0,275 10 
—0,025 10 
Es — 66,20 V. 
0,275 —0,025 | 
—0,025 0,167 


Intensitátile curenților prin laturile reţelei date sint: 


Rı 
j mi mA ue E T 
R 
2 
pedon 24235 0543 A. 
R, 20 


Vu— V. 42,35 — 66,20 
ge Mu es 0,00 dis 
R, 40 


Jy aia 4E Ln e 4 05 A, 
R; 60 


Rezultatele obținute sînt aceleaşi (micile diferențe sînt datorite erorilor de 
“calcul), cu cele obținute anterior prin alte metode. 

Problema nr. 299. Un cablu electric de lungime 1 are rezistenţa r a con- 
ductoarelor pe unitatea de lungime, Izolatia dintre cele două conducte ale 
sale are conductanfa g, pe fiecare unitate de lungime. Bornele de intrare ale 
cablului se conectează la o sursă de tensiune constantă U,. Să se determine: 

a) Cit este rezistența R, care trebuie conectată la bornele secundare ale 
cablului, încit rezistența echivalentă a reţelei să fie Hj; 

. b) b echivalentă a cablului electric cînd bornele secundare sint 
în vid; 
c) rezistenţa cablului cind bornele secundare sint scurteircuitate. 
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Soluţie : Fie două secţiuni a — a' și b — b' în cablu (ca in fig. 299) la 
distanţa dz una de alta. 

Din teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată circuitului a — b — b' — a' — a 
se obtine: 


a) dz + u(x + da) + r1 i(z)dz — u(x) = 0, (1) 


în ipoteza că i(z) este constant în regiunea dz a cablului, unde: u(x) este 
tensiunea între a — a’, u(x + da) este 
tensiunea între b — b’. 

Din prima teoremá a lui Kirchhoff, 
considerind elementul a — b ca un 
singur nod se poate admite, cu negli- 
jarea unor infiniti mici superiori, că 
u(x) este constant de la secţiunea 
a — a' pînă la secţiunea b — b', se 
obtine: | Fig. 299 


— i(z) ^ i(z + da) + gula) dz = 0. (2) 


Dezvoltind in serie Taylor funcțiunile u(x + dz) si i(z + dz) $i retinind 
primii doi termeni, ecuaţiile (1) şi (2) devin: 


ri(z) dz + u(z) + M dx — u(x) = 0, 


T 


—i(a) + i(z) +- de + gu(a) dz = 0, 


sau: 
D — — ri(z), (3) 
dx 
dx) " " 
i om gu(a). (4) 


Derivind ecuaţia (3) în raport cu z și inlocuind pe = din ecuația (4), se 
X 
obtine: 


du E 
— = ragu, (5) 
dx? 


Asemănător, se poate obține o ecuaţie diferenţială numai in č: 


PL cs fai, (6) 


dz? 
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Solutia sistemului de ecuaţii (5) şi (6), dacă se notează B = re iar|/rg = q, 
este: Pu | 
; 1 
ulz) = C,e* + Coe; iz) = — E (Cie — Coe"), (7) 


unde C, si C, sint constante de integrare, care se determină din condiţiile la 


limită. 
Dacă U, şi Z, este tensiunea la bornele primare ale cablului, condițiile la 


limită sint: 
|u lo = U, si | ilx-0= fs 
Din ecuatiile (7) se obtine, in acest caz: | 
C, + C; = Us, 
—C, + Ca = rd, (8) 
de unde: 
TS vare "m U, tu 
Înlocuind pe C, si C, în ecuaţiile (7), se obţine: 
nos Ta E m QU Ln I, eit; 
1 [Ae ee Uu ctr hae]. 
2 2 
Grupind termenii, u gi i devin: 
u = Uch az —r,lshaz, 


9 
i= — D shaz + I, chez. " 


Tc 


Dacă U, si I, sint tensiunea la bornele secundare ale cablului, respectiv 
intensitatea curentului prin receptor (în acest caz, x = l), din (9) se obţine: 


U, = U, ch gl — r,l sh ad, 


10 
I= lehal — US shal. a 
Tc 


a) Aplicind legea lui Ohm pentru circuitul receptor, se obţine: 
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PIT DRESDEN A DROP A EI a danh uisi aaa al det RE ERIN NI RONI e, 
unde U, şi J, au expresiile din (10); si deci 


1, ch al — SA shul 
Te 


Dacă R, este rezistenţa echivalentă a sistemului format din cablu si receptor, 
atunci expresia precedentă (considerind cá U, = Al,) devine: 
R, = R, mmm , (11) 
ch al — — sh al 
Tc 
sau: 
R, ch al — Re sh al 
R =r e, 


Cînd n, = Rs, 


de unde: R, = r., adică rezistenţa echivalentă a sistemului R, este identică 
cu rezistenţa receptorului cînd rezistenţa R, a acestuia este egală cu rezistența 
caracteristică r, a cablului. i 
b) Rezistența echivalentă R, se obține din ecuația (11): 
R 
R, ch al — R, Æ sh al = R; ch al — r, sh al, 
Te 
de unde: 
R, =i R, ch al + re sh al (12) 
Rs sh al + rc ch ad 


cînd A, — co, cablul este în gol pe partea secundară. Rezistenţa cablului este: 


h al 
R =r , sau: R=r,cot hoal. 


c) Cînd bornele secundare sint scurtcircuitate, atunci R, = 0, iar rezistența 
echivalentă R,,. se poate determina din (12), şi anume: 


sh ol 
f ch al 


Hu = i Bau: Rise = Te th ak, 


Problema nr. 300. Să se determine tensiunea şi curentul la extremitatea de 
alimentare a unei linii de lungime I, care are conductan(a izolatiei practic egală 
cu zero, în funcţie de tensiunea $i curentul de la cealaliă extremitate a liniei. 

Soluţie : Din ecuaţiile liniilor (v. problema nr. 299) în regim staționar, 


u = U, chag — Ry, sh «x, 


kd U 
i = Ii chax — — sh az, 
Ro 


30 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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rezultă tensiunea și curentul la bornele de intrare în funcțiune de tensiunea 
$i curentul de la bornele de ieşire: 


M xx U, chal -}- IRo sh al, 


I, = I,ch el + Us sh al, 
Ro 
în care 
RVE și «BE 

0 G, $ = ss 
iar R, şi G, sînt rezistenţa și conductanta pe unitatea de lungime a cablului. 
Din ecuaţia a doua rezultă că dacă G, — 0, se obține: 

I, = Iy 


Punind în ecuația intii G, — 0, se observă că termenul al doilea din 
membrul II este nedeterminat. Vom ridica această nedeterminare: 


Jim (I, Rysh al) = I; lim | 2: sh (VRG) = Ilim AREG 
[i $ $ G;>0 G; 
Vs 
RI — 
— = ch (VRG) " ia 
= I, lim iym, ^o 0075 V LUEN TET R, 


G0 Ls 3) o VRG A 7 
gu R, 


in care R = LH, este rezistenţa totală a liniei. 
Rezultă: 


U = U, d RI,. 


Problema nr. 301, O linie electrică lungă, de curent continuu, are rezistența 
conductoarelor (dus-intors) R, = 10-+ Om, conductanţa izolaţiei dintre con- 
ductoare G, = 10-9 S [m şi lungimea l = 10 km. Linia alimentează un consuma- 
tor de putere P, = 1 kW sub tensiunea U, = 100 V. Săse calculeze: tensiu- 
nea U, şi curentul J, de la bornele de alimentare, puterea P, transmisă pe la 
vaa borne, randamentul liniei si cáderea totalá de tensiune din lungul 
iniei. 

Soluţie : Ne folosim de ecuaţiile (v. problema 300); 


U, — U, ch al -- I Rosh al, 


I = I3 ch al + A sh al, 
0 
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Tinind seamă că: 


Ro = || I =10 9, a = 1075 — 1075m, 4 = 1075 + 107 = 107, 


se obține: 
U, = 100 ch 10-14 10 - 10 sh 10-1 = 100,5 + 10 = 110,5 V, 
h- e sh 10-1 + 10 eh 10—! = 4 + 10 = 14 A, 
în care s-a pus I, = — = — = 10 A. 
U, 100 
Puterea transmisá pe la bornele secundare este: 
PU, 110,5 x 101 = 1215,5 W. 
Randamentul liniei este: 
= e a = 2 o, 
7-5 1215 nes mue 
Căderea de tensiune in lungul liniei se obţine făcînd diferenţa: 
e = U, E U, = 110,5 = 100 = 10,5 V. 


6.5. METODELE ELECTROCINETICII: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 302. Să se determine — folosind teorema lui Thévenin —in- 
tensitatea /, a curentului din rezistorul R, al montajului din figura 302. Se 
vor neglija rezistentele interioare ale pilelor. 

Răspuns : 

Ia = Uc: Re — UR, 
>, RR + R (R, + R) 


Fig. 302 


Problema nr. 303. În rețeaua de curent continuu din figura 303 debitează 
trei surse de tensiuni electromotoare U;, Ua, U; $i de rezistențe interioare nule. 
Se cere să se calculeze intensitátile curenților $1 să se verifice bilanțul puterilor. 
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Indicajie: Deoarece există defapt doar 3 noduri (F — C, E — A si. D = B) 
se aplică teorema tensiunilor dintre noduri care furnizează un sistem de două 
ecuaţii cu două necunoscute. 

Problema nr. 304. Un sistem de rezistoare H,, Ra, ..., Rn, legate în stea, 
este alimentat de un sistem de n pile care au tensiunile electromotoare egaleU,, 


Fig. 304 


şi rezistentele interioare egale R;, pilele fiind legate de asemenea în stea 

(fig. 304). Între punctul central al stelei pilelor si punctul central al stelei 

rezistoarelor este legat un fir care are rezistenţa Rp. Se cere să se calculeze 

intensitátile curenților care trec prin cele (n + 1) rezistoare Ras ga dye; dis 
Indicaţie : Se aplică teorema tensiunilor între noduri 


A R; + Rk se udin Ue; — (Va — V5) 
1 | | : R; + Rk 


Problema nr. 305. Se cere să se calculeze curenții /, si 1 debitati de 
generatoarele din figura 305. Se cunosc: H,— 10; R, =2Q; R,—3 1 
R,—0410; R, —10; R,—100; R —4Q; U, —10 V; U, = 20 V. 

me tn Se transfigureazá cele douá triunghiuri laterale in stele $i se 
obtine: l 
I, = 1,95 A; L=3 72 A 


„Problema nr. 306. Să se rezolve rețeaua din figura 306 prin teorema curen- 
tilor ciclici. Se cunosc: 


U, =48Y; U; = GAV? Ri = R= A= 29; R, = 10505 


R= 4D: Ri = LSQ. 
Răspuns : 


],-—2A; h=— 1A; I, = — 3A; 
I,— 6A; I= — 4A; l, = — 9A. 
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, Problema nr. 307. Să'se rezolve reţeaua din figura 307 prin teorema ten- 
siunilor între noduri: Se cunosc: a 


U, —24V; U, —90V; U,—48V; R,—0; 
R= 160; R,—80; H,—16 0; H,— 80. 


fig 


Fig. 306 
Răspuns: 
TO Vi = — 24V 
u =— 48V 
l = 


Problema nr. 308. Să se rezolve rețeaua din figura 308 prin teorema curenților 
ciclici şi să se verifice valoarea lui /; prin teorema lui Thévenin. Sc cunosc: 


Us == U,, ST 12 V; U., ='8 V; R, = Re == 20; 


R, = R=4Q; R; =1Q. 
Răspuns: 


Fig. 308 Fig. 309 


ar. 309. Utilizind teorema lui Thévenin să se calculeze valoarea 
pica din figura 309 astfel încît curentul 7, = 0. Se cunosc: 
D. = 15 V;, U, —120V;i R,—50; R,—10; R=4Q; R, 
nu intervine. 
Răspuns: R, = 4Q, 
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Problema nr. 310. Un cablu coaxial de lungime / are rezistenţa conductoa- 
relor pe unitatea de lungime egală cu r, iar conductanţa pe unitatea delungime 
este g. La mijlocul cablului există un defect care este echivalent cu prezența 


i t 


Fig. 310-a Fig. 310-b 


unei rezistente R conectatá intre conductoarele cablului (fig. 310-a). Se aplicá 
la unul dintre capetele cablului tensiunea continuă U,, cealaltă extremitate 


a cablului fiind în gol. 
Se cere să se calculeze intensitatea curentului care trece între conductoare, 


prin locul defect. | 
Indicaţie : Utilizind rezultatele de la problema 299 se obţine: 


U, ch E Y] 
In = rea 
Ren (1V7) + E| Zen (72 


Problema nr. 311. O linie electrică lungă, de curent continuu, de lungime 
|— 10 km, are rezistenţa și conductanta R, = 10-30/m, G, = 10-5 Sim, 
funcţionează sub tensiunea de alimentare a liniei U, — 120 V si deserveşte 
un consumator de rezistență R,, care se cere să se determine în asa fel, incit 
rezistenţa echivalentă a ansamblului faţă de bornele de alimentare ale liniei 
să fie R, = 12 Q. Sá se facă apoi bilanţul puterilor. 

Indicaţie : Folosim ecuaţiile liniilor lungi, de curent continuu, scrise sub 
formă exponențială (v. problema 299): 


——— 


u = Ae” + Be-a, cu «= R46, = 1075; 


i = — 5 (Ae — Bea) 


și se pun apoi condiţiile pe frontieră. Se obține: 
R, = 50,75; P,—1200W; P= 90 W 
0 Pizotaţie = 115W; Piinie = 335 W. 
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6.0. EFECTE ELECTROCINETICE: PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 312. Un fierbátor electric este conectat la o sursá de tensiunea 
la borne U, = 220 V. Prin fierbátor trece curentul a cărui intensitate este 

— 3 A. În timpul £ = 11 min, un litru de apă din fierbător suferă o 
urcare de temperaturá de la 9, — 18? C piná la 9 — 100*C. 

Se cere sá se calculeze: Sq. bari 

a) Lungimea firului de rezistentá, cunoscind cá aria sectiunn firului este 
A — 0,1 mm?, iar rezistivitatea materialului din care este confecţionată 
rezistenţa fierbătorului este p = 30 - 10-8Qm (considerată la temperatura 
de funcţionare). 

b) Randamentul fierbătorului (adică raportul dintre energia utilă care se 
foloseşte pentru încălzirea apei din fierbător şi energia luată de fierbător de la 
rețea). 

e AR a) Fierbătorul are rezistenţa R, care se calculează din raportul 
tensiunii în lungul firului (sau tensiunea la borne) şi intensitatea curentului 
prin rezistenţă: 


Secţiunea firului fiind constantă, rezistența firului este: 


l 
sg 
en 


de unde se obtine cá lungimea firului este: 
a AR 2 01:10*.735 


b) Energia luată de fierbátor la reţea în timpul £ este: 
W = U,:1:1—220:3-11-60 = 4,35 - 105 J. 


Energia utilă, care se folosește pentru urcarea temperaturii apei din fierbă- 
tor, este: 


W, = lc. M(8 — 90), 
[d 


M fiind masa de apă, în kilograme, și c este căldura specificá a apei; dacă c 
se măsoară în kilocalorii, pe kilogram și grad, pentru a se obține energia 
utilă, în joule, factorul « este: d 
a £ 2,4 * 10-* kcal] J. 


Deci: 


W, SOSS. A e4 e (100 — 18) = 3,42 - 405J. 


^ 24-107 


CE Scanned with OKEN Scanner 


472 ELECTROCINETICA 
i ÎI i N Ia 


Randamentul fierbătorului este: 


" 5 
q es PR ma DTE 0,7854 
W — 435-10 


Sau, procentual, randamentul este: 
3 7 78,5% 


Problema nr. 313. Un conductor din cupru este conectat intr-o reţea electrică, 
în serie cu o siguranţă cu fir de argint. Aria secţiunii conductorului de cupru 
este de 1 mm?. Diametrul firului de argint este de 0,2 mm. Prin conductor și 
siguranţă trece un curent de 20 A. 

Se cere să se calculeze, aproximativ, timpul în care firul de argint ajunge 
la temperatura de topire (în ipoteza că transferul de căldură de la fir spre 
exterior este neglijabil) şi temperatura conductorului de cupru. 

Rezistivitatea argintului la 20°C este Paz = 1,60 - 10-5 Qm, iar a cuprului 
este Pca = 1,74 - 10-850m ; căldura specifică a argintului este cag = 57,5 cal /kg x 
x grd, iar a cuprului este cc, = 91 cal /kg - grd. Temperatura de topirea argintu- 
lui este de 961°C, iar temperatura mediului ambiant este % = 20*C (41 cal = 
= 4418 J). 

Solutie: În ipoteza că transferul de căldură de la firul de argint spre mediul 
ambiant este neglijabil, căldura care se dezvoltă în firul de argint 
i onn o creștere a temperaturii firului. 

eci: 


Yag * Sag * Cod = PAS. Idt, (1) 


unde: 
yag = 10,5 kg/dm’. 


Pag = Pol + o(9 — %0)] = 1,60 - 10-8 [1 + 4,1 - 10-3 ($ — 20)] Qm. 


0,22 . . .. . . . . 
S —5x-—.10-85m? este aria secţiunii firului de argint. lnlocuind aceste 


mn in relaţia (1), și simplificînd-o cu | (lungimea firului de argint) se ob- 
ire: 
3,14 * 10-—3.10,5 - 100 418: 57,5 d9 = 


= 1,60 - 10-8 [41 + 4,1 - 10:(9 — 20)] — 4 — 20? dt, 
3,14 + 10^ 
sau; 
do 


azi URA 


Se integrează în ambele părţi această ecuaţie, si anume: 


Wn i == 29000 9 
9,-20 1 ++ 4,1:10-0(0—20) - 0 XZ (2) 
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de unde: 


1 
—— bi A. . —3 —.| == . 3 ^ 
irs InH + 4,1 + 10790001 — 20)] = 2,9 + 10° 
Şi deci: | 
ja acela mele In, 4,809 ze 0,4834, 

2,9 - 10? 4,1* 107? 


După 0,133 s, firul de argint ajunge la punctul de topire. 

În timpul t, conductorul de cupru igi mărește temperatura cu A9[?C], in 
urma dezvoltării de căldură (se consideră că transferul de căldură de la con- 
ductor spre mediul ambiant este neglijabil și că variaţia rezistivitátii este 
neînsemnată). 

Deci: | 

ASI + S os A48 * ccu = Pos — În t, (3) 
unde: Yc, = 9,1 kg/dm. 


S — 1 mm? este aria secţiunii conductorului de cupru. 
Înlocuind mărimile cunoscute în ecuaţia (3), se obţine: 


t 


10-8 


4 148A% - 140-6 - 9,1 - 103 - 91 = 1,74 - 10-8 20? - 0,133, 


de unde: 
A. = 0,267 °C. 


„Temperatura conductorului de cupru este: 
9c, = 94 + AY = 20 + 0,267 = 20,267 °C. 


Problema nr. 314. O bobină construită din cupru izolat are rezistența R 
la temperatura 9. Prin bobină trece curentul Z (destul de mare), in 
timpul At(At este de cîteva secunde). Căldura dezvoltată in bobină produce 
o urcare a temperaturii bobinei cu AY (se consideră cá transferul de căldură 
de la cupru spre mediulambiant este neglijabil). Rezistenţa bobinei la tem- 
peratura 9 + A9 este H'. Se cere să se calculeze lungimea şi aria secţiunii 
conductorului de cupru, din care este construită bobina. 

Solutie: Dacă bobina este construită dintr-un conductor de lungime l 
şi de secțiune constantă de arie A, atunci rezistența bobinei este: 


l 
Beg: (1) 


unde o este rezistivitatea cuprului la temperatura 0. 
Căldura dezvoltată în bobină, în timpul At, şi anume: 


Q = RE At 
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este egală cu căldura folosită pentru urcarea temperaturii de la 9 pină la 
9 + A9 
Q =c: M* AA. 
Deci: 
c: M: A9— RH: PAL, 


unde c este căldura specifică a cuprului, iar M este masa cuprului din bo- 
biná, adică: | 
M — YlA(Y fiind densitatea de masă a cuprului). 

Relaţia precedentă se poate ascrie astfel: 


c*Y 0: A: A9 — RP At, 
de unde: 
Yi ct ppm. (2) 
cy A9 
Ecuațiile (1) si (2) determină raportul și produsul mărimilor | și A, dacă 
se cunoaşte variaţia A9 a temperaturii. Cunoscind rezistența R a bobinei la 
temperatura 9 si rezistenţa R’ la temperatura 9 + A9, se poate determina 
supratemperatura AY din: 


R = Roo[1 + aao(% — 20)] (3) 
R’ = Roll + azo(% + AY — 20)], (4) 


unde R, este rezistenţa electrică a bobinei la temperatura de 20°C, iar 
&,9 este coeficientul de temperatură la 20°C. 
Din ecuaţia (3) se determină Rp care se înlocuiește în ecuaţia (4). 


Se obţine astfel: 
R 


R'= R+ Do NA «A, 
de unde: 

Ag — QU— DI «(9 — 20) 

cR 
Dacă se notează: | 
AR = R'— R, 
atunci 
Ag 19—20) AR 


a R 
Ecuațiile (1) $i (2), (prin înlocuirea lui A9) devin: 
PNE Um (17) 
A Pp 
At 


LÀ eee (2^) 
cY 1 -+ a(— 20) AR 
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Din prima ecuație (1') se obține: 


ea 4 
e 


şi înlocuind în (2), se obţine: 


EF. RC ER 
A=1e 1 + a(9—20) AR 


şi lungimea conductorului bobinei este 


R æ At 
da r| Ë 24a9—20 AR 
Lungimea conductorului bobinei și aria secțiunii conductorului se pot 
determina prin măsurarea rezistențelor R si R’, a timpului At, a curentului 7 
si cunoscind căldura specifică c a cuprului, densitatea de masă y si rezis- 
tivitatea p a cuprului. 

Problema nr. 315. Un bec electric are filamentul de wolfram cu diametrul 
d — 0,035 mm. Puterea absorbită de bec de la o reţea de curent continuu este 
P — 100 W, tensiunea la bornele becului fiind 220 V. Se presupune că, în 
regim permanent de funcţionare, puterea luată de la reţea este radiată printr-o 
suprafaţă egală cu jumătate din suprafața laterală a filamentului (datorită 
formei date filamentului). 

Rezistivitatea wolframuluila 20°C este p = 5,55 - 1079 Qm, iar coeficientul 
de temperatură la 20?C este a = 4,64 107? 1 "C. 

Se cere sá se calculeze lungimea $i temperatura absolutá a filamentului 
de wolfram, în regim permanent de funcţionare. 

Soluţie : Căldura dezvoltă, în unitatea de timp, în filament este: 


P = RE, 


unde R este rezistența filamentului, iar Z — intensitatea curentului prin fila- 


ment. 
Fie U, tensiunea la bornele becului; prin aplicarea legii lui Ohm se obține: 


aca M. 
R 


înlocuind pe 7 în prima ecuaţie, aceasta devine: 
2 2 

p — Ub, de unde: R= E. 
R P 


Înlocuind pe U, şi P cu valorile date, se obține rezistența filamentului 
la temperatura 7 de funcționare: 


Rea 397 == 484 Q: 
100 
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Fie 1 lungimea filamentului si S — aria secțiunii filamentului; rezistența 
filamentului este: 


fi se e acr — 273 — 201. 


Inlocuind pe p, S şi a cu valorile corespunzătoare, ecuaţia precedentă 
devine: 


"B DN NOR — 293)] = 484. 
5,55 10- ETETE [1 + 4,604.10-37 )] 
4 
Sau: 
I[1 + 4,64 - 10-*(T — 293)] = 8,35 | (1) 


În regim permanent, energia luată de bec de la reţea este radiată de 
filament; energia radiatá de unitatea de suprafaţă a filamentului si in uni- 
tatea de timp este: 


gud, 


unde: o, = 5,75 - Ed 


termice a corpurilor Vae a "lui Stefan si Boltzmann, iar T este tempédelura 
absolută a filamentului. 
Suprafaţa filamentului care radiază, este: 


8x Z ndi = 7.35 -140-6 1— 5,5 - 10-51. 


Energia radiatá in unitate de timp este: 
P--36$': 
Inlocuind pe q si S’ în relaţia precedentă, se obtine: 


100 = 5,5 - 10-5 1- 5,75 + 10-5 « T-4, 
sau; 


IT? = 3,16 - 4015, (2) 
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Din ecuaţiile (1) şi (2) sedetermină lungimea [și temperatura T a filamentului. 
Din eeuatia (1) se obtine: 


Înlocuind pe 7 în ecuaţia (2) se obţine: 
(M ib 77,5) = 8,16 - 10%, 


sau 
71,514 + 1800 P = 3 160, 
de unde: 
l =~ 1,19 m. 


Înlocuind pe l in ecuaţia (2), se obţine: 


1,19 - T3385: 1013, 
de unde: 
T = 2 270°K. 


Problema nr. 316. Un ampermetru termic (cu fir cald) se compune dintr-un 
fir conductor F — F, din aliaj de platină si argint, avind lungimea | = 17 cm 
şi diametrul d = 0,6 mm. Prin firul 
conductor trece -curentul a cărui 
intensitate trebuie să se măsoare. 
De mijlocul firului conductor. este 
prins un fir inextensibil de lungime 
a = 4cm, fixat la celălalt capăt 
în A. Un al treilea fir, inextensibil, 
este fixat de mijlocul firului prece- 
dent și după ce se înfășoară o dată 
pe tamburul de rază r = 3,5 mm, | 
este fixat în B de o lamă elastică Fig. 316-a 
BC. De tamburul care se poate roti 
în jurul axei sale este fixat acul indicator al instrumentului (fig. 316-a). Se 
cere să se calculeze unghiul pe care îl formează acul indicator cu poziţia sa 
inițială, cînd prin firul conductor F — F trece un curent de 5 A (rezistivi- 
tatea aliajului la temperatura de 20°C este p = 7 : 10-5Qm, coeficientul de 
temperatură la 20°C este a = 2-10-*1[*C, coeficientul de dilatare este 
£25 1,5^ 10-5 1 PG, Tar coeficientul de transfer al căldurii prin convecție 


este h = 35 W [n? : grd). 
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Solufie: La trecerea unui curent prin firul conductor F — F, se dezvoltă 

căldură în acest conductor ; firul — F se dilată şi mijlocul sáu D ajunge în D’, 
în urma acţiunii lamei elastice BC (fig. 316-b). 
Firul inextensibil BG ajunge 
în poziția B'G', iar tamburul 
este rotit în jurul axei sale cu 
unghiul à. 

Fie BB’ = h = GG'; dacă 5 
este unghiul cu care se roteşte 
tamburul, atunci: 


r-ó—h sau ò=, 


r 


Fig. 316-b 


r fiind raza tamburului. 
Din triunghiul dreptunghic D'G'G se obține: 


a SANI 
de unde g | i 


aM a— AM A |/2a ZA ~] a 
Es s (3) (33) » sau = e 3 ~ [A E 
fiindcă: 2a > ^. 
Din triunghiul dreptunghic FDD’ se obţine: 


"ELS ER 
'-[2] - [3] "i 
unde lə este lungimea firului conductor in urma dilatării termice: 
lg = Ul + «(9 — $4] (4^) 
Pentru a se putea calcula lungimea ls , trebuie să se determine întii tempera- 
tura 2 a firului conductor. 
Dacă se neglijează transferul de căldură prin radiaţie de la firul conductor 


spre mediul. ambiant, sau transferul de căldură prin conductie de la firul 
conductor spre extremităţile sale, ecuaţia căldurii este: 


cMd9 + hA(9 — 94) di = P dt, 
unde M este masa firului, c — căldura specifică a firului, A — (suprafata 
laterală a firului) este: z-:d-1— z-0,0.103-17-102 223,2 - 107! m?; 


9 este temperatura firului conductor, Yo este temperatura mediului ambiant; 
P; — căldura dezvoltată in conductor: P, = RI. 


În regim permanent, căldura cM dè folosită pentru creşterea temperaturii 
sistemului este nulă și ecuaţia precedentă devine: 


hA(9 — 94) dt = Pa, 
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sau: 
hA(9 — 9,) = RE. (2) 


Fie R rezistenţa firului conductor la temperatura de 20°C, și anume: 


Bey ia bei 408 10 ae a 0,082, 
S (e 
Rezistenţa firului conductor la temperatura 9 este: 
R= RA + aè — 20)] = 0042 [4 + 2 - 10-49 — 20)]. 

Căldura dezvoltată in conductor este: 

P; = RP = 0,042[1 + 2- 10*(9 — 20)5?] = 

= 1,05[1 + 2 - 107*(9. — 20)]. 
Înlocuind in ecuaţia (2), aceasta devine: 
35 . 3,2 - 10-4(9 — 20) = 1,05[1 + 2 - 101 (9 — 20)], 


în ipoteza că temperatura mediului ambiant este de 20*C. 
Din ecuaţia precedentă se obţine: 


1,05 
De DU eee  — Be 006, 
35 - 3,2 - 10-4 — 1,05. 2- 1071 


de unde: 
9. = 96 + 20 = 116°C. 


Înlocuind pe 9 în ecuația (1°) se obține: 
lg — 0,1711 + 1,5 - 1075 - 96] = 0,17 + 0,000 245 m. 


Si deci se obtine: 
Îi DEN =| 000048 — , aas 
a = [3 Je | 047 3 = 457 - 10° m. 


Cunoscind pe A, se poate calcula h: 


h = VA57 105 = — 9,55. 10 m, 


şi deci se obţine cá: 


. 10-3 
Da 1, ALU = 9,73 rad, 
r 3,5 + 10-2 


sau 
9 2 18.2 78 «s 456°, 
T 
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Problema nr. 317. Se considerá un curent electric a cárui intensitate este 
funcţiune periodică de timp (fig. 317), cu perioada 7, definit astfel: 


) 


Ote i = L, sin 2nft ; = <i<T; i=0, 


unde 7, este valoarea maximă a inten- 

sitátii curentului, iar f este frecvenţa, 
definitá astfel: 

f= LI 

T 


Se cere să se calculeze: a) valoarea 
efectivă a intensității curentului; b) ra- 
portul dintre valoarea maximă și 
valoarea efectivă a intensității curen- 
tului. 

Soluţie : a) Valoarea efectivă I, a intensității curentului, se obţine prin 
definiţie din rădăcina pătrată a mediei pătratice a intensității curentului, pe 
o perioadă, sau pe un număr întreg de perioade: 


T 
I= |/1 MZ sin2zft*dt = 1^. . 
T Jo y2 


b) Raportul dintre valoarea maximă și valoarea efectivă a intensității 
curentului este: 


Fig. 317 


Deci: 


Im 


— = y? 

1 
(Dacă o rezistenţă este conectată printr-un redresor ideal la o sursă de ten- 
siune sinusoidalá, intensitatea curentului care trece prin rezistență este o 
funcțiune periodică de timp, de aceeași formă cu funcțiunea dată in enunţul 
problemei.) 

Problema nr. 318. O pilă de concentraţie este formată din doi electrozi de 
platină, situați într-o cuvă electrolitică și despărțiți printr-un perete poros. 
Cuva contine, într-o parte, o soluţie de acid azotic de concentraţie 50%, jar 
în cealaltă parte — o soluţie de acid azotic de concentraţie 10%. 

Considerindu-se că mobilitatea ionilor pozitivi este de trei ori mai mare 
decit a ionilor negativi, se cere să se calculeze tensiunea electromotoare a pilei 
la temperatura t = 23*C, | 

Solutie: Tensiunea electromotoare a unei pile de concentraţie este: 
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unde m este mobilitatea ionilor pozitivi, respectiv negativi; N este numărul 
de moli la suprafaţa unuia dintre electrozi. Deci: 


5 
U me 3m, — m». 8,13 x 300 In 1 a 0,022 V. 


Problema nr. 319. O pilă formată din electrodul pozitiv de mercur, o soluție 
de sulfat de zinc şi din electrodul negativ de zinc (pila Clark), are o tensiune 
electromotoare de 1,433 V, la temperatura de 15?C, și coeficientul de tempe- 
ratură de 0,0012 V/*C. Se cere să se calculeze căldura de reacție chimică la 
temperatura de 15?C. 

Soluţie: Ecuația Gibbs-Helmholtz este: 


ie * *T[) e 


unde: U,; este tensiunea electromotoare a pilei la temperatura T; 


Q, — căldura reacției chimice din pilă; 
Fə — constanta lui Faraday; 
T  — temperatura absolută. 


Din această ecuaţie se obţine căldura de reacţie chimică: 


9U,i 
Q = Fo| Ua — T(8) | 
La temperatura T = 273 + 15 = 288°K, căldura reacției chimice din pila 
Clark este: 


Q, = 96 450 (1,433 — 288 x 0,0012) = 105 000 J [mol. 


Problema nr. 320. Două semituburi, unul 
din cupru și altul din nichel, sint conectate 
împreună, încit formează un tub cilindric de 
diametru d = 10 cm; aria secțiunii tubului 
(cînd tubul este sectionat de un semiplan 
care trece prin axa tubului) este S = 2 cm? 
(fig. 320). Una dintre îmbinări este menținută 
la temperatura tọ = 0°C, iar cealaltă îmbinare 
este menţinută la temperatura t = 100°C. Se 
cere să se calculeze intensitatea curentului 
prin tubul-termoelement (considerindu-se negli- Fig. 320 
jabilă rezistența electrică a îmbinărilor). 

Soluţie : Tensiunea electromotoare a termoelementului este de forma: 


U, = (&xi — acu)" t + (Bui — Bo) 8, (1) 


unde: 
&N; — Zcu = (— 19,067 — 2,76)1079 = — 2, 1827 x 1075 V/°C; 


Bui — Beu = (— 3,022 — 1,22)40-* = — 4,242 x 10-8 V Cy. 


31 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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“Tensiunea electromotoare a termoelementului, cind una dintre îmbinări 
este la 0°C, iar cealaltă este la 100°C, se obţine din ecuaţia (1): 


u, = — 2,1827 x 10x 100 — 4,242 x 10-8 x 1002 = 
= — 2,607 x 103 V = — 2,007 mV, 


semnul (—) arătînd că tensiunea electromotoare te este pozitivă cînd se con- 


sideră dinspre nichel spre cupru, la punctul rece. , | 
Dacă Re, şi Hx; sint rezistentele semituburilor de cupru $i de nichel, rezis- 


tenta totală a tubului este: 
R = Re + Ri. (2) 
iar 
fct 8 Ee 
Cu —— Peu 3 > Ni = PNI ~g 


Înlocuind în ecuația (2) pe Hc, și Hxwi, se obține: 
R = (pcu + psi) = 


de unde rezultă: 


_ 10x10-? 
i, 1 a 2 — 
R = [zt ] 107 —— M = 885x105 8, 
38 10,5 2x10* | 


Intensitatea curentului care trece prin termoelement este: 


2,607 x 1073 
D QUU usps A 
R — 885x10— 


= 


Problema nr. 321. Un termocuplu cupru-fier satisface ecuația: 
| u, = 15,81 £ — 0,0288 t? uV, 


ü, fiind tensiunea la bornele termocuplului, iar t temperatura punctului cald, 
măsurată în grade Celsius (°C). 

„Se cere: a) să se reprezinte grafic tensiunea electromotoare II de tip Peltier 
şi funcțiunea oc, — Gere, care dă tensiunea electromotoare thomsoniană, in 
functie de temperatura absolută 7 a punctului cald. 

b) Să se determine temperaturile pentru care tensiunea electromotoare este 
maximă; la ce temperatură tensiunea electromotoare este nulă? 

Soluţie : În ecuația dată pentru termocuplul cupru-fier, schimbăm varia- 
bila t prin variabila T — 273 (T fiind temperatura absolută a punctului cald): 


U, = 15,81 (T — 273) — 0,0288 (T — 273} u V. (1) 
Tensiunea electromotoare tip Peltier este: 
n= r due 


dT 
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si deci: d 
I1 = T[15,81 — 2 x 0,0288 (T — 273)] uV, 
sau: 
II = 31,54 T — 0,0576 T? uV. (2) 
Funcțiunea oc, — ore care dă tensiunea electromotoare thomsonianá este: 
Ocu — Ore = — T Up I Ty -lro 
ov 
şi deci se obţine: CĂ 
d ^ FZU 
Scu — Gp. = 0,0576 TuV[^K. — (3) EM 
Din ecuaţiile (1) si (2) se constată 
cá tensiunea electromotoare a termo- 20 
elementului şi tensiunea tip Peltier / 


variază parabolic cu temperatura 
absolută 7; din ecuaţia (3) rezultă O 100 200 $00 400 500 600 700 800 TEA] 
CĂ Ocu — Orfe Variază liniar cu tempe- i Fig. 321 
ratura absolută T. 

În figura 321 s-au reprezentat grafic funcțiunile II( T), cc«(t) — cre(7) şi 
u.( T). 

Cînd tensiunea electromotoare este maximă: 


me = 0 = 15,81 — 0,0576 t, 


de unde rezultă: 
s At e ORE, 
0,0567 


m 


Tensiunea electromotoare este maximá cind punctul cald al termocuplului 
are temperatura tm; tensiunea maximă este: 


Uem = 15,81 x 274 — 0,0288 x 274 = 2170 gV = 2,170 mV. 


Tensiunea electromotoare este nulă, cind punctul cald are temperatura 1, 
care rezultă din: 
u, = 0 = 15,811 — 0,0288 £, 
de unde: 


((— C pi i = D = 548°C, 


În figura 321 s-a reprezentat și curba u,(T). 
Problema nr. 322. O placă de tungsten are aria suprafeței plane de 1 em?; 


placa este menținută la temperatura constantă de 2 500°C. Se cere să se 
calculeze curentul termoelectronie de saturație emis de placă. 
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Soluţie : Densitatea curentului de saturație, J, se determină din ecuaţia 
dată de Richardson: 


kUe 
J = Ale, (1) 


unde: A = 602 kA [m? °K?; 
k= 11619" K JV; 


T este temperatura in grade Kelvin (°K) a suprafeței metalice a corpului 
care emite; 

U. este „tensiunea de extracţie“; la tungsten U, = 4,53 V. 

Temperatura corpului care emite este deci: 


T = 2 500 + 273 = 2 TT9^ K. 
Din ecuatia (1) se obtine: 
4,53 
J, = 602 000x 2 7732 x e 273 — 2.57 x 10* A [m?. 
Intensitatea curentului de saturatie emis de suprafaţa a cărei arie este de 
1 cm? este deci: 


i, =," 8 2,57 x 10% x 107* — 2,57 A, 


6.7. CÎMPURI ELECTROCINETICE: PROBLEME 
REZOLVATE 


Problema nr. 323. Doi electrozi sferici perfect conductori se găsesc într-un 
lichid de rezistivitate o si de permitivitate e. Electrozii au raza a foarte 
mică faţă de distanța dintre centrele lor. Sá se calculeze valoarea rezistenţei R 
dintre cei doi electrozi puşi sub tensiunea U = V, — V 

Soluție : Cimpul densităţii de curent J, dintre cei doi electrozi, este identic 
cu cîmpul electrostatic dintre aceste sfere. Rezistenţa dintre electrozi se deduce 
din expresia capacităţii dintre electrozi. 

Capacitatea sistemului, în ipoteza că se poate neglija influenţa celor două 
sfere una asupra celeilalte, din cauză cá au raza foarte mică, iar distanța 
dintre ele este mare, se obţine din: 


__ q 
= — 
V, — Va 
unde: 
x 
V, = — Le 
irc a 
—x 
V= - 
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şi deci: 
are +a 
Ọ = ——s 
Xx 


Rezistența dintre electrozi este: 


1 1 
im xC pe = P 2ra 

Rezultă că, dacă sferele sint suficient depărtate, rezistența dintre ele nu 
depinde de distanţa dintre ele, ci numai de raza, respectiv de suprafața sferelor. 

Aplicaţii practice ale problemei se găsesc în instalaţiile care folosesc pămin- 
tul drept conductor de întoarcere, de exemplu în telegrafie. 

Problema nr. 324. Într-un vas metalic de formă emisfericá se află o soluţie 
electrolitică a cărei rezistenţă specifică este p. Un electrod de formă emisfericá 
este cufundat în electrolit, astfel încît emisferele au aceleași axe de simetrie; 
raza emisferei exterioare este a, iar raza emisferei interioare este b. Cele două 
armături se conectează la o sursă de tensiune continuă U, (fig. 324). Se cere 
să se calculeze rezistenţa electrică a electrolitului dintre armături, cunoscind 
că electrozii sint din același metal. Aplicaţie numerică: 


a = 2 cm, b = 1,5 cm si o = 0,21. Qm. 


Solujie: Cimpul densităţii de curent J si cimpul electric E dintre cei doi 
electrozi emisferici sint asemenea cimpului electrostatic dintre armáturile 
unui condensator sferic. 

Rezistenţa electrică dintre armături se determină, în acest caz, din expresia 
capacităţii C dintre cele două emisfere: | 


R = Sal ! (1) 


xC sa ES 
e 


Capacitatea condensatorului sferic este: 


__ 4xeab 
* ^ x(a— b) 
Capacitatea condensatorului emisferic este: 
1 2nsab 
2 x(u — b) 


Înlocuind pe C în ecuația (1), se obține: 


. (2) 


a—b 


=p 


2xab 


Fig. 324 


Pentru datele problemei, se obține următoarea rezistenţă electrică intre 


electrozi: 
e 1072 — 1,5 x 102 


2 x 
4.9 X IV MB X MM een 
2 x32 x 102 x 1,5 x 107? 


= 0,557 0. 
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Problema nr. 325. Într-o soluţie electrolitică de clorură de sodiu sint cufun- 
daţi doi electrozi: unul plan, de dimensiuni mari, şi un al doilea cilindric, de 
rază a = 1 cm de lungime l = 15 cm si situat la distanța d(d > a) de primul 
electrod. Ambii electrozi sînt din cupru 
şi se consideră că au rezistivitate foarte 
- mică in raport cu rezistivitatea electro- 
„53. litului, care este pm = 8,26 x 102 Om 
(pentru o concentratie in greutate de 
10%), (fig. 325-a). 

Se cere să se calculeze rezistența elec- 
trică dintre cei doi electrozi, pentru cazul 
cind d — 3 cm, considerindu-se cá baia 
electroliticá are dimensiuni mari in raport 
cu electrodul cilindric. 
` Solutie: Cimpul electric E, respectiv 

A MONT d cimpul densitátii de curent J, care se 

Tr stabileşte între cei doi electrozi, este 
identic cu cimpul electrostatic dintre un 
conductor cilindric de lungime foarte 
mare și un plan conductor, paralel cu 
cilindrul (fig. 325-b). 

Rezistenţa electrică dintre electrozi se 
determină din expresia capacităţii con- 
densatorului format de aceste armături: 


——— —À — — — — — — D 


N ` 
N 
1 


Fig. 325-a 


xC E= R3 
Pm 


Fig. 325-b 


Capacitatea C dintre armăturile date se determină prin metoda imaginilor 
electrice, şi este: 


C 2nel 
2d —e — a 
xin —— ———— 
a—e 


unde e — d — |d? — a? este excentricitatea axei sarcinilor fictive (care rezultă 
din înlocuirea conductorului cilindric cu un conductor filiform). 
Rezistenţa electrică dintre electrozi este: 


Pm ]n 4t Veta 
2n1 a+ (e—a 
- Pentru dimensiunile date, rezistența dintre electrozi este: 


8,26 x 10-2 3 + 3—1,5? — 1,5 
cM EEL ad 1 A Ai ea iae LE TTo 
2r 15 x 1073 1,5 + V3? — 1,53 —3 
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Problema nr. 326. Un dise metalic de grosime g = 1 mm, de rază a = 20 cm, 
are rezistivitatea p = 2 x 107 Qm. Pe periferia discului există două con- 
ductoare cilindrice de raze egale a' = 1 mm și de rezistivitate foarte mică; 
axele conductoarelor sint perpendiculare pe suprafața discului și intersectează 
periferia discului în punctele A, 
Unghiul format de razele punctelor A 
şi B este a. 

Cele două conductoare se conectează 
la o sursă de tensiune continuă U, 
(fig. 326-a). 

Se cere să se calculeze rezistenţa 
dintre conductoare, în funcţie de un- 
ghiul «. LM 3| 

Solutie: Se considerá o placá meta- 
licá de grosime g, de suprafatá foarte 
mare; fie douá conductoare cilindrice 
de raze a’, la distanţa d unul de altul, 
astfel încit d Z^ a' şi situate perpen- 
dicular pe suprafaţa metalică. Dacă se 
conectează aceste două conductoare 
(de rezistivitate foarte mică), la o sursă 
de tensiune U,, cimpul densităţii de 
curent este identic cu cimpul electro- 
static dintre două conductoare cilin- 
drice, paralele, avind sarcinile g, res- 
pectiv (—q). . 

Liniile cîmpului electric şi liniile 
densităţii de curent sint arce de cerc, 
care au centrul pe -mediatoarea seg- 
mentului A - B (fig. 326-b). 

Fie două arce decere cuprinse între 
A si B, gi capabile de unghiurile =, 


-— 


respectiv z — 2 (incit sá formeze un Fig. 320-b 


cerc de rază a). Determinarea rezistenţei discului, cind frontiera sa trece 
prin centrul sarcinilor fictive, se reduce la determinarea rezistenţei cuprinse 
între cele două arce de cerc, cuprinse între punctele 4 şi B, si care formează 


un cerc de rază a. 
Cimpul electric Æ într-un punct P este: 


ON 
E = E, + B, = Tu) (1) 
^ A 


unde ra, rj sint vectorii de poziţie ai punctului P, considerind originea 
în A, respectiv în B. 
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Densitatea de sarcină se determină din ecuația: 
y Edr = U,. (2) 
A 

Se alege curba de-a lungul cáreia se efectueazá integrala, segmentul AB; 


in acest caz, fie r, = x, iar r, = d — x. Înlocuind pe Æ din ecuaţia (1), in 
ecuaţia (2), se obţine: 


d — a xP; 1 1 
| t- dr = U,, 


a? 2re | z 
sau 
xp d—a' — 
2 Saad ln i > Us, 
2re a 
de unde: 
rUye 
fe mu 
x in 
a” 


Înlocuind pe ?, in ecuaţia (1), se obţine: 


T 


9 
TA T$ 


Din legea lui Ohm sub formă diferenţială, se obţine: 


1 U T T 
arc e cati 
P 2p In : Ta Th 


Intensitatea curentului care trece de la un conductor la celălalt, prin discul 
metalic, se obține din: 


ae |, J-dA, (3) 


unde § este aria secțiunii discului, normală pe suprafața circulară a discului. 
Fie S aria secțiunii discului după mediatoarea segmentului AB; pentru 
punctele P situate pe mediatoare, distanțele la punctele A şi B sint egale: 


În acest caz: 
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Din figura 304, se observă că: 


TA — rg = ed, 


. cosy 
Deci: 
J = a ae i C08? v - €x; (4) 
d—a' d 
2e In s 
dA = e,gdy. 
Dar: 
d , d 1 
=- t « = — A 
y=7 8Y Și dy 250 ^ 


Inlocuind pe J din ecuatia (4) si pe dA, in ecuatia (3), se obtine: 


€ U 4 e 
2 Iv cos? ye,  — dy, 
= d—a' d 2 cos? y 
2p In 
la i 
(-i) 
sau: 
. TU g 
l; = = 
y $4 
a’ 


Distanţa d între punctele A și B se poate exprima în funcție de raza a a 
discului și de unghiul «: 


d = 2a-sin 5. 


Se poate scrie deci: 
2a sin 5 —a' 
2 
pln 
a’ 
Rezistența R între conductoare este: 


& 
2a sin ——a' 


Uj P 3 : 
R = pm za M a' : (5) 


înlocuind mărimile cunoscute, rezistența R devine: 


,  2x200x sin 25.3 
R 22x10" n 
107 


= 6,36 x 1075 In (400 sin t " 1): 
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Expresia dedusă este valabilă pentru cazul cind conductoarele sint situate 
la distanță mare, în comparaţie cu raza lor, și deci pentru cazul cînd « 
este mare. | 

Variația rezistenţei A în raport cu unghiul « este reprezentată în figura 326-c. 

Problema nr. 327. Un vas paralelipipedic conţine o soluție electrolitică, 
avind rezistivitatea o şi permitivitatea absolută e. Vasul contine două 


r4 27 . «c, 
Fig. 326-c Fig. 327 


armături cu ariile simple A, paralele şi la distanța g una de alta (fig. 327). 
Armăturile sint alimentate din exterior cu un curent care are intensitatea 7. 
Se cere sá se calculeze: 

a) tensiunea electricá dintre cele douá armáturi; 

b) forţa de atracţie dintre cele două armături. 

Soluţie : a) În electrolit există un cimp electric E si conform legii lui 
Ohm sub forma diferenţială: 

E = eJ, (1) 
unde J este densitatea de curent electric. Considerind cá densitatea de 
curent este constantă în electrolit (gi aceasta este adevărat cînd vasul 
este izolant perfect, iar soluţia electrolitică se află între armături), atunci: 


p = (2) 
gi deci: 


I 
B aia ăia. 3) 
Rial r (3 
Tensiunea electrică dintre cele două armături este: 
Use V E dr. 
0 


„Dacă se consideră E tangent la curba de-a lungul căreia se efectuează 
integrala, atunci: | 
U = pJg, (4) 
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sau, înlocuind pe J cu expresia sa din (2), se obține: 


U — e^ I. (4) 


b) Pentru a calcula forţa electrostatică dintre cele două armături, se deter- 
mină intii energia electrostatică a cimpului electric dintre cele două armături: 


W — — CU, | (5) 


unde C este capacitatea condensatorului plan, format de cele douá armáturi. 
Capacitatea C, a unui condensator plan, este: 
sA 


(um EE, 
xg 


unde x este constanta de rationalizare. Deci energia electrostatică este: 


1 cA 
W=- p, 
2 xg 


iar forța de atracție dintre armături este: 


Pese MUI 
0g |U —const. 2 0g 
Înlocuind pe U cu expresia sa din (4), forţa se calculează astfel: 


qox up t. gx (6) 


Din formula (6) rezultá cá forta de atractie este independentá de distanta g 
dintre armături; în adevăr, dacă se micşorează distanța dintre armături 
şi intensitatea curentului 7 rămîne constantă, tensiunea le borne se mic- 
goreazá. 

Problema nr. 328. O spirá de cupru are forma din figura 328-a. Dimen- 
siunile spirei sint: a = 2 om; b = 0,1 em, r; = 1 em, m = 3 om. La extre- 
mitátile spirei este conectată o sursă de tensiune U,. Să se calculeze rezis- 
tența spirei, operind cu lungimea medie a spirei. Se cere să se calculeze 
rezistenţa exactă a spirei și eroarea care se face caleulind rezistenţa spirei 
prin operarea cu lungimea medie (temperatura spirei este de 20°C). 

Soluţie: Vie: lm lungimea medie a spirei (fig. 328-b), caleulatá astfel: 


a i 00211 __ 
AES [r tajr + $)|= 2 [0,03 + (0,01 + =) |= 0,486 m. 
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Rezistenţa cope a spirei este, în acest caz: 


R, e i — 1,68x10-8 — 088 __ — 1,56x1040. (1) 
0,02 x 0,001 


Rezistenţa spirei se poate calcula exact; se poate scrie astfel: 
R=2R, + 2R,, (2) 


Fig. 328-a Fig. 328-b Fig. 328-c 


pasă R, şi R, sint rezistentele segmentelor notate corespunzător în figura 328-c. 
eci: 


HB ug caa 
s gem 
Rio 

3 


unde conductanţa G, se poate determina din: 


r;+a 1 då 
Gə =| 4 — ia ? 
ri e nr 
1 dA 
= . este conductanța unui element din spiră, de lungime zr şi de sec- 


tune dA — b dr. 


Deci: 
T.ta 
G e Saft 
RT "i r p x T; 
Jar: 

1 

2 -— 
Gs P rita 


b + In 
Înlocuind în (2) pe R, și Ra se obţine: 


R=2 E 2 EN, NEM 
MONS pnr? (3) 
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Pentru spira cu dimensiunile date in enunţ, se obține: 


ne -[ %03 «  ,  * /— |[—1,65 x 10 Q. 
R = 2 x 1,68 x 10 CEIT + SHEN ; 
i 1 


Eroarea care se comite (prin considerarea lungimii medii a spirei la cal- 
culul rezistenței R,) este: 


RaR oo — 156—1465 100 a 6,50 
e = Pec ago = 188—867 100 23 6,5%. 


Problema nr. 329. Un cablu coaxial are, între conductoarele de rezisti- 
vitate p, un dielectric de per- 
mitivitate e, si de rezistivitate pm 
(foarte mare). Dimensiunile ca- 
blului sînt notate în figura 329. 

Se cere să se calculeze rezis- 
tenta conductoarelor şi conduc- 
tanta dielectricului pe unitatea 
de lungime a cablului. 

Caz particular: 


76727476:9:6:9:4707 076 "e E oPo9 9959; 
RET ITI IIT 
CORR RAR 


29.0.9.0.9.9.9.0, 9 P a" aT aS aaa aaa 


. 8 
4—0,5 cm, b=1,5 cm, c—1,6 m. "ger 


p= 100 Dm: pac Dom, 


Solutie: Rezistenţa pe lungimea l a cablului este: 


R=p— tp— 


ra? Te (c? — b?) 7 


Pe unitatea de lungime, rezistența conductoarelor este: 


rsg ai i-a eee (4) 


T | a2 b? — c? 


În regim electrocinetic staționar, presupunind conductoarele perfecte, 
cimpurile electrocinetice se pot compara cu cimpurile electrostatice stabilite 
în condiții geometrice identice. Din această reprezentare rezultă o corespon- 
dentá între conductantele mediilor dielectrice (dintre conductoarele perfecte) 
şi capacităţile dintre aceste conductoare. 

Astfel: 


Gik = | xCi, lem —> Ta , 
Pm 


o, fiind rezistivitatea dielectricului. 
Capacitatea unui cablu coaxial se determină din aceeaşi expresie ca si 
capacitatea unul condensator cilindric cu armăturile coaxiale: 
2 
C= 2 L 
In — 
a 
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Conductanta dielectricului pe lungimea / a cablului este: 


Gik = 247 


Pmln Pj 


Pe unitatea de lungime, cablul are o conductanță: 


Gik 2r (2) 


Înlocuind in (1) si (2) mărimile cunoscute, se obţine rezistența pe unitatea 
de lungime a cablului, respectiv conductanţa dielectricului cablului pe uni- 


tatea de lungime. | 
Rezistenţa pe unitatea de lungime este: 


-8 
saeta (By E js x 10%Q[m, 
T 10-9 (52.  162— 15? 


iar conductanta pe unitatea de lungime a cablului este: 


g = —E5 52x10? Q1m1. 
10? In T 


Problema nr. 330. Un elipsoid perfect conductor, de semiaxe a, b, c, 
este situat într-un mediu omogen de rezistivitate pọ; mediul din jurul elip- 
soidului este delimitat la infinit de o sferă perfect conductoare. Se cere să 
se determine rezistenţa mediului conductor dintre elipsoid şi sfera de la 
infinit în ipoteza că elipsoidul și sfera sint conectate la o sursă de tensiune 
continuă U,. , 

Să se determine rezistentele următoarelor prize, pe baza cunoaşterii rezis- 
tentei conductorului menţionat: 

a) o sferă de rază a; 

b) o emisferă de rază a (priza de pámint emisferică); 

c) o placă circulară de rază a și de grosime c, foarte mică (c < a); 

d) o placă circulară de rază a şi de grosime c, cînd mediul conductor 
ocupă numai jumătatea de jos a spaţiului dintre placa orizontală circulară 
şi sfera de la infinit. Aplicaţie numerică pentru p = 10* Q -cm sia —1 m; 

e) un conductor de forma unei bare cilindrice (elipsoid de rotaţie foarte 
alungit), avind raza a si lungimea l; 

f) rezistenţa prizei la pămint, cînd mediul conductor ocupă numai jumá- 
tatea de jos a spaţiului dintre bara verticală de la punctul e) şi sfera de la 


infinit. Aplicaţie numerică pentru 7 ——h-100em;a-2om; p =10 Q-om. 


.Solujie: Spaţiul ocupat de elipsoidul perfect conductor este echipotential 
şi problema se reduce la rezolvarea problemei analoge de electrostatică, 
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in care se determină o astfel de repartiție a densităţii de suprafaţă a sar- 
cinii adevărate la suprafaţa elipsoidului metalic într-un dielectric omogen, 
încît cîmpul electrostatic în elipsoid să fie nul. , 

Fie un punct P, oarecare, in interiorul elipsoidului perfect conductor 
şi fie dA și dA’ elementele de suprafață determinate de unghiurile solide 
elementare d Q, opuse la virf — de pe suprafața elipsoidului (fig. 330-a). 


Pentru ca în punctul P cimpul electric să fie nul, este suficient ca sar- 
cinile elementare de pe elementele de suprafață dA și dA’ să producă în 
punctul P un cimp nul. 

Cimpul produs de sarcina o, dA (o, fiind densitatea de sarcină electrică 
adevărată de pe suprafaţa dA) este: 


dA 
dE = p, "uu (4) 
iar cimpul produs de sarcina pi dA' este: 
t ? lA’ 
dmy e. (2) 


În ecuațiile (1) și (2), r si r' sint distanțele de la punctul P piná la 
elementele de arie dA, respectiv dA', iar e este versorul orientării dinspre 
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dA spre dA’. Dacă o (respectiv «') este unghiul dintre normala la elementul 
de suprafaţă dA (respectiv dA”) şi orientarea e, iar dQ este unghiul solid 
elementar din P, se poate scrie: 


dA cosa dA’ cosa’ . dQ 


ee T (3) 
Introducind pe dQ, ecuația (1) devine: 
dE = p, IB e (1^) 
COS c 
Se obtine, analog: 
dE'— —p! AL e. (2^) 
cos «a 


În ecuaţiile precedente intervin funcțiunile cos « şi cos æ’, care se pot 
exprima în funcție de coordonatele z, y, z, şi z', y', z' (ale elementelor 
de arie dA $i dA”) și in funcție de cosinusurile directoare cos «,, cos «,, 
COS az, COS a, COS oj, cos o; ale normalelor pe elementele de arie dA 
şi dA”. 

Fie l distanţa dintre cele două elemente de arie dA și dA’. Funcțiunea 
cos « se poate scrie astfel: 


z—z' y— y 


COS x = COS 4, + i 


z—z' 
cos «, + i COS &z. 


Cosinusurile directoare ale normalelor sint identice cu cosinusurile direc- 
toare ale vectorului cîmp „grad F“, unde F (z, y, z) = 0 este ecuația supra- 
feței elipsoidului (una dintre suprafețele scalare a functiunei F). 

Deci: 


|grad F| cos g, = T; 
ôx 


|grad F| cos oes SE. 
ĉy 
|grad F| cos «, = T, 
Ecuația suprafeței elipsoidului fiind: 
i y z 
-+= +- —1=0, 


a bB œ 
funcțiunea F(x, y, 2) este: 


F(z, y, 2) e m. —4 


a? b? ci 


Se poate calcula gradientul funotiunei F in valoare absolută: 
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unde p este distanţa dintre centrul elipsoidului și planul tangent la elipsoid 
în punctul de coordonate (z, y, z). 
OF OF 


Calculind şi componentele gradientului rubr ri £ şi inlocuind cosinusu- 
a y z 


rile directoare în ecuaţia (4), se obţine: 


Lă ? , 
cos « = È | E E. 
l a p? c? 


În mod asemănător se obţine: 


cos a = i 2, 
l a? b? e 

p' fiind distanţa dintre centrul elipsoidului si planul tangent la elipsoid în 
punctul de coordonate (2, y’, z’). 

Cimpul electric rezultant în punctul P (cînd P este in interiorul elip- 
soidului) trebuie să fie nul: 

dE, = dE + dE’ = Q. 

Înlocuind pe dE şi dE’ din ecuaţia (1) ", (2)”, considerindu-se şi expresiile 

obţinute pentru cos «, se deduce cá: 


ld p e 
dB,—6————À——|--——-)59 (5) 
1—2 FH ap P 
do: gc 


Ecuația (5) este posibilă dacă densitatea de sarcină, pe suprafaţa elip- 
soidului, variază astfel: 
P. Ki P, (6) 


unde K este o constantă care se determină din condiția ca: 
| o, dA = Ki pdA = qs; 
z z 


E fiind suprafaţa elipsoidului, iar qz fiind sarcina cu care este incárcat 


elipsoidul. 
Conul elementar cu baza dA și virful in centrul elipsoidului are inàl- 


timea p; volumul elementar al acestui con este: dv — 1 pdA. Deci integrala 


( pdA reprezintá intreitul volumului V al elipsoidului, care are expresia 


= abc. Deci: 
q-—4mn* abc: K. 


Înlocuind pe K din această relație in ecuația (6), se obține: 


q 
Arabe 


p v 


32 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Potenţialul elipsoidului, faţă de sfera de la infinit, este egal cu poten- 
fialul centrului elipsoidului, care este dat de sarcina lui liberă (egală cu 
citul dintre sarcina adevărată gs și permitivitatea e a dielectricului in care 
este situat elipsoidul): 

P e v i E. esM, m P dA 
= A= i 
E 


dxe r åre Arabe JE r 


unde r este distanța dintre centru și elementul de arie dA. Capacitatea 
elipsoidului față de sfera de la infinit, al cărei potențial îl considerăm nul 
Væ = 0, este: 


C EN. AE q . 4ne  4nabc 
xc 


Cimpul electrostatic dintre elipsoid si sfera de la infinit este asemenea cu 
cîmpul electrostatic dintre elipsoidul perfect conductor si sfera de la infinit. 
Rezistenţa mediului conductor dintre elipsoid şi sfera de la infinit este: 

R= 


xC 


il ow P dA. (7) 


1 
că 16.72.a.b:c)xr 


„__a) Dacă semiaxele elipsoidului sint egale, a = b = c, elipsoidul este 
identic cu sfera de rază a (fig. 330-b). În acest caz şi p — r — a, iar rezis- 
tenta mediului conductor este: 


(5) 


Fig. 330-b Fig. 330-c 


. b) Dacă se consideră cá mediul conductor de rezistivitate ọ ocupă numai 
Jumătatea de jos din spaţiul dintre stera de rază a şi sfera de la infinit, 
rezistența este de două ori mai mare (fig. 330-c): 


DI ip: (9) 


g 
2ra 
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c) Dacă două dintre semiaxele elipsoidului sint egale, a — b, iar semiaxa 
a treia este foarte mică c < a, elipsoidul are aspectul unui disc circular 


(fig. 330-d). 
În acest caz se poate aproxima că: 
r= faz 
Din ecuaţia (4) se calculează p: Lon 
1 | Soy pP AR. 
poor E ud 


Din ecuaţia elipsoidului (cînd a = b) se 
obtine: 


2 2 2 2 
m «ip-2i5 l 
at c? a“ p o. AE 
| £e J- TUS XA 
a? a* a* Fig. 330-e 


Elementul de arie dA din ecuatia (7) este, in acest caz: 


dA = 2nrdr. 


Din ecuaţia (7) se obține: 


C 1 
R = Ie 27r dr = p — EA 
P d6ntafe 0 f. -2 7 P Ara idii a ^ 
ta 
T z 
de unde: 
R= D. (10) 


d) Dacă se considerá cá mediul conductor, de rezistivitate o, ocupá 
numai jumătatea de jos a spaţiului dintre discul circular gi sfera de la 
infinit, rezistenţa este de două ori mai mare (fig. 330-e): 


R, = E (11) 


Comparind cu rezistența R, a prizei emisferice, se deduce: 


LM 


Re 2 
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Rezistenta prizei sub formá de disc este mai mare de "s ori decit rezis- 


tenta prizei emisferice. 


Aplicaţie numerică : 


e) Bara cilindrică putind fi aproximatá ca un 
elipsoid foarte alungit (fig. 330-f), putem serie: 


l 
A = b; e = —,; 
2 


g+ y? = a, 
dA = 2xa dz; r= a + zi 
și deci expresia rezistenţei din relaţia (7) devine: 


i L 
Z 27a dz TRF 
Rt 2 7 = = £. [In (z - ya? 4- zl; = 
igea J0 E+ ar 
2 
EE 
— + a? + pae 


27l a 
Dacă ținem seamă că [2» a, putem scrie: 


Ræ Em. 
2rl a 
f) Rezistenta este de douá ori mai mare decit 
a conductorului de la punctul e), adică: 


2h 
R = P In — 3 
yl a 


iar dacă notăm cu h = = adîncimea barei din con- 
ductor (fig. 330-f), obtinem: 


Fig. 331 R= h”, 
2rh a 
Aplicaţie numerică ; EE EE E TEES 


— n — 
6,28 x 100 2 


Problema nr. 331. O priză tubulară de suprafaţă are lungimea | şi raza 
secţiunii circulare R 1. Rezistivitatea pămintului este o = 10*Q - cm. Se 
cere să se arate cum variază potenţialul V,, la suprafaţa pămîntului, în funcţie 
de distanța r la centrul prizei. Pentru datele numerice: | = 300 cm, R= 
= 3 em, p = 10 Q - em, să se calculeze curentul periculos 7, la o lungime 
de pas p = 80 cm. 

Soluţie: Potenţialul produs în punctul P(z,, Yı z,) de conductorul dat 
(fig. 331) se determină, considerindu-se un conductor de lungime 2} $1 
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situat într-un mediu de rezistivitate p (se presupune că priza tubulară 
este formată dintr-un conductor filiform, astfel că pe unitatea de lungime 
trece curentul J; dinspre conductor spre mediu), în analogie cu potenţialul 
electrostatic al unui fir uniform încărcat: 


eJ In A+ V= z} + i oi 


poe LI TERREI 
l— z + Or zn + ri + yi 


Potențialul la suprafața pămîntului într-un punct la distanța r de aceasta, 
adică pentru z, =r, y, = 0, z = 0, va fi: 
eJ, jp PPI 


fpes 4n yi + re—l 


sau, deoarece curentul care se scurge in pămint din priza reală este: / = lJ; 
rezultă: 

Bab YS. 

27 r 


V, = 


Pentru r < l, adică în apropierea prizei putem scrie: 


Pentru r ® l, putem scrie: 


> 
= 

— 
~ 


și deci: 
1 i aaa Ea pentru rẹ l. 
27r 


Dacă un om calcă cu un picior pe priză, iar cu celălalt la distanța p = 
— 80 cm, între tălpile lui va exista tensiunea de pas maximă: 
HIM E, 


Um =| Vrler — | Vrbertiæ — a R m p m R 


în care s-a ţinut seamă că R <«& p. M n 
Talpa omului în contact cu pámintul se asimilează cu o priză ciroulară 
de suprafaţă, în formă de placă, avind raza a = 0,1 m, astfel incit rezis- 


"NC" c x Hh satiini 
tența unui picior față de pámint va fi: R = "Eu unde p este rezistivitatea 


materialului pe care calcă piciorul, 
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Considerind cazul cel mai defavorabil, cînd rezistența corpului omenesc 
intre cele două tălpi este nulă, rezistenţa totală care s-ar opune trecerii 
curentului prin corp ar fi egală cu suma rezistentelor în serie, adică: 


R m A B 
da” un 


Dacă ambele picioare sint pe pămint, p' = p" = p = 10* Q - cm, si: 


Dacá un picior este in contact cu priza, iar celálalt in contact cu pámintul, 
p' = 0, o" = p, şi deci: 


Limita inferioară a curentului care, trecînd prin corpul omenesc, produce 


moartea este In = x A — 50 mA. 


În cazul de faţă curentul prin corpul omenesc, în cazul cel mai defa- 
vorabil, este: 


P 2nl p R 2xl 
4a’ 


i = 4a' în P. 
R 


Dacă egalám acest curent cu intensitatea mortală 7, = E A, găsim 
20 


intensitatea 7 = 7,, numită „curentul periculos“. 


Deci: 
Ts b bn. B ed. 
2nl R 20 
din care rezultă numeric: 
2ni Š i2 
20 
I, == ȘI P= == 0,72 À. 
p 80 


4a’ In —  4x1071n — 
R 3 


Dacă prin priză trece curentul FE — 0,72 À spre pămint (sau invers), 
în condițiile menționate, pentru un om care face un pas de 80 cm, atingind 
priza, curentul care se stabileşte prin el îi poate produce moartea. 

Problema nr. 332. Două conducte perfect conductoare, de raze a şi de 
lungimi l, sint îngropate în pămintul omogen si de rezistivitate o, la adin- 

cimea A (fig. 332). Conductele sînt orizontale, paralele si la distanţa b una 
de alta. Știind cá a «& b și a «& h, se cere să se calculeze rezistența pámin- 
tului dintre cele două conducte, de lungimea 1(13» a; l2» b). - 
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Soluție: Vom rezolva această problemă cu ajutorul metodei imaginilor. 
Deoarece liniile de cimp ale densității de curent J nu pot ieși afară din 
pămînt (respectiv sint tangente la suprafața acestuia) atunci cind între cele 
două conductoare se aplică o tensiune electrică, vom lua imaginile acestor 
conductoare în raport cu suprafața 
pămîntului de aşa natură (ca semn) 
incit să fie respectată această con- 
ditie pe frontieră (vezi fig. 332). 
Prin aceasta, cîmpul electric (respec- 
tiv electrostatic) rezultant al celor 
4 conductoare — presupuse de data 
aceasta în mediu omogen — este 
identic in semispatiul I cu cîmpul 
dat numai de conductoarele 7 și 2 
în situaţia noastră (adică semispatiul 
I — aer, semispatiul II " mediu Fig. 332 
conductor) neomogená. Utilizám in 
continuare analogia electrostatică si calculăm capacitatea între cele două 
conductoare filiforme 7 si 2, considerate într-un dielectric de permitivitate c. 
Se ştie însă de la electrostatică că potenţialul într-un punct curent M este: 


Van = 28 [m A in 2] 


nel r Ta 
xq d Yi An 
V= Va zum 2h 
rel 
Cia = q ZA —————————————— 


Y,— Va "me 
Co afe hen] 
a 2h à 


Atunci conductanfa între aceleaşi fire, considerate într-un mediu conductor 
de rezistivitate p este: 


respectiv 


| 


b ba? 

RUP rd 

dE 7l a 2h 
Se observă cá pentru h — co cápátám rezistența unei prize de mare adincime. 

Problema nr. 333. Să se calculeze cimpul densității de curent continuu 
într-o placă dreptunghiulară de grosime 8, de lățime 2 a şi de lungime 2, 
ştiind cá curentul e adus cu densitate uniformà prin doi electrozi de 
lungime 2b ca in figura 333. Știind cá rezistivitatea plăcii este e, să se 
calculeze rezistența ei. 
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— Solutie: Rezolvăm problema prin metoda separării variabilelor in coor- 
donate carteziene plane. Se ştie că în interiorul plăcii: 


lar=o 


rot E —0— E = — grad V 
div J = 0 -> c div E—0 


Fig. 333. 
egy av 
AV = =— 4 — = 1 
Nx V d r 0 (1) 
Căutăm o soluție particulară de forma: 
V(z, y) = X(2)- Y(y) (2) 
Introducind (2) in (1) avem: 
pă 4.3x*97..0 sau 1 dx 1Y Q0 
dz? dp — X dz ^Y dy 
Acest lucru e posibil cind: 
E m A Lee E 3 
, X dr id x Y dy? (5) 


Condiţiile pe frontieră necesare integrării ecuaţiilor diferenţiale ordinare (3) 
sint, evident, de tip Neumann. 


(ia -—sT| -0 o 
2 E: 
nhe oto = (RE Wa 
Se vede cá am inclus automat condiţiile de simetrie 
V(z) = — V (— 2); V(y) = VC— y) (4^) 
Soluţiile ecuaţiei (3) sint in acest caz: 
Xy = Ak sh kx, respectiv Xa = Aot (vezi 4') 


Yg = By cos ky, respectiv Yo = Bo (vezi 4) 
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Soluţia generală: 
Viz, y) =} XkYg = Caz + 22 C, sh kz. cos ky. (5) 
k 0 


Să determinăm valorile proprii k. Din prima condiţie (4) avem: 


sin ka = 0; ka=nx, deci k= = 
a 
e (5^) 
Via, y) = Coz + 3 Ü sali dia -3 
n=l a 


Constantele de integrare C, şi C, se determină dezvoltind funcţia f (y) — din 
a 2-a condiţie (4) — în serie Fourier de cosinuși gi identificind cu valoarea 
lui J,(4 l) dedusă din (5'). Din (5') avem: 


oV 


— 0 — 


nm znl nrt 
= — ol — o Kh Erne 
ôx " a a a 


+} 


Tinind seama de expresia (4) a lui f (y) şi de dezvoltarea sa în serie Fourier, 
mai rezultă: 


1 (a $ 
— oCa = t9 dy = c 
Pl (6) 
— a: P. gh "E . C, = P bly) cos TE . dy = £. —t 
a a a Jo a e rnb 


Seotind din (6) valorile lui C, C, si introducindu-le in (5) se obţine expresia 
definitivá: 


. nzb nux nry 
æ Sin — sh ——-.cos — 
I 2a a a a 7 
V(z, y) === = EI (7) 
. 2a8c T oncl nnb tod nn 


a 
Cimpul densităţii de curent rezultă simplu: 


J = — s grad V; J,.=—0—i J,—5—97— (8) 


Pentru calculul rezistenței electrice a plăcii aplicăm legea lui Ohm: 


y(—1 0)— V(l,O _ 2V(—10) 
——— Án ——— 


R= F I 
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Din (7) rezultă V(—1,0) = —V(1,0) = 


nzb 
l 2a e 1 nrl m a 
i e Îi ee X x m7). 

2aóc T às n nb 

a 
, ntb 

1 2a x 1 MEIST. 

ü NO 
Reli» IU). (9) 

aĵo T n-l] n a nzb 


Se vede că pentru b — a, suma dispare (sin nx = 0) și rămîne valoarea 
l : M PA i i : 

ce era de așteptat pM Precizăm însă că în formula (9) nu intervine şi 
aoc 


rezistenta de contact propriu-zisá dintre electrod si placá ci doar rezistenta 
efectivá a plácii De rezistentá de contact se poate tine seama dacá se 
lucrează cu o valoare b' care să reprezinte suprafaţa efectivă de contact 
(mai mică ca cea geometrică). 


6.8. CÎMPURI ELECTROCINETICE: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 334. Un vas izolant avind forma din figura 334 contine un 
electrolit de rezistivitate o. Pe suprafaţa electrolitului apasă, în cele două 
ramuri ale vasului, cîte un electrod plan perfect conductor, care ocupă 
toată suprafaţa liberă. Se cere să se calculeze 
rezistenţa electrolitului între cei doi electrozi. 
np 


Răspuns: R = . 
€ * In z 
a 
Problema nr. 335. Doi cilindri perfect conduc- 
tori, de raze a, sint paraleli și la distanța D unul 
de altul (D ® a). Ei sint introdusi pe înălțimea / 
Fig. 334 într-un strat conductor de rezistivitate p. Între 
cilindri se aplică o tensiune electrică, cu ajutorul 
unei pile electrice care are tensiunea electromotoare constantă U, şi rezistenţa 
interioară R;. Ce valoare trebuie să aibă R;, pentru ca, în aceste condiţii, 
să se dezvolte în unitatea de timp, in conductorul dintre electrozi, © can- 
titate maximă de căldură? (fig. 335). 


Răspuns: R; = Rp = In = 
zl a 
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unde R, este rezistenţa mediului între cei doi electrozi, calculată in ipoteza 
că L2» a (se neglijează efectul de capăt). 

Proplema nr. 336. Să se calculeze cimpul densităţii curentului continuu 
într-o placă conductoare circulară, de rază a și de grosime 3, știind că 
curentul este adus cu densitate uniformă prin doi 
electrozi ca în figura 336, avînd fiecare lungimea 
2 a a. Dacă rezistivitatea materialului plăcii este p, 
să se determine rezistenţa ei. 

Indicajie: Se procedează ca în problema 333, 
integrind ecuaţia lui Laplace 

or? r Or r g? 

Prin separarea variabilelor în coordonate polare 


r şi ọ. Se obține: | SQ Aie 
= ifr sin2n« : 


Vr, iunt. —|- "cos no- [(— 1) — 1] i 
» "m Fig. 335 


TÒS nal n 


Problema nr. 337. Să se calculeze cîmpul densității curentului continuu 
într-o sferă metalică de rază a, la care curentul / este adus cu densitate 
uniformă prin doi electrozi, de rază 5, situaţi la antipozi. Știind că rezis- 
tivitatea materialului este p, să se calculeze rezistenţa sferei (fig. 337). 

Indicaţie : Se integrează ecuaţia lui Laplace 

r? | ôr or sin 0 00 09 


prin separarea variabilelor în coordonate sferice r şi 0 (Din motive de sime- 
trie nu intervine ọ.) Se obține: 


V(r,09)2—1-— )» io 3 


TÓ*G k—0 


Pai (cos 0) | V D, .1(cos 0) - sin 0- aoj} 


a 


2k +1 


Fig. 336 Fig. 337 
dda gae E s. Posu(eos 0) — polinoame Legendre 


4 `a? 
ma nr. 338. Să se calculeze cimpul densității curentului continuu Z 
i rii metalic de rază b si de lungime 2], la care curentul este 
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adus cu densitate uniformă prin doi electrozi circulari de rază a, ca in 
figura 338. 

Știind că rezistivitatea materialului cilindrului este p, să se calculeze 
rezistenţa acestuia. 

Indicajie: Se integrează ecuaţia lui Laplace 


2 : 2 
: AV du Y i 8Y, Q2Y 0 


| or? r or 0z? 
<> 


prin separarea variabilelor în coordonate cilindrice 
r şi z. Se obţine: 


* V(r,z) = — NT S uni uri d 


mb? a 2 ks + Jolka) 


sh (e £ 
b 

ch [e 7] 
b 


unde A, sînt zero-urile ecuației J,(k,) = 0. 

Problema nr. 339. Să se determine cîmpul densității curentului continuu 
într-un conductor paralelipipedice cu dimensiunile 2a, 2b si 2c, la care curentul 
este adus cu densitate uniformă prin doi electrozi, așezați ca în figura 339 
si avind dimensiunile 2y x 25. Știind că rezistivitatea materialului este o, 
să se calculeze rezistenţa piesei. 


Fig. 338 


Fig, 339 


e : Se procedeazá similar ca in problema 333 cu separarea varia- 
bilelor în coordonate £, Y, z. Va interveni însă o dublă serie Fourier deoarece 


există două rinduri de valori proprii (după y gi 2). De aceea şi calculele 
sint mai laborioase. 
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BREVIAR DE ELECTRODINAMICĂ 
INDUCTIVITÁTI PROPRII ȘI MUTUALE: PROBLEME 
REZOLVATE 


INDUCTIVITÁTI PROPRII ȘI MUTUALE: PROBLEME 
PROPUSE 

CIRCUITE MAGNETICE, INDUCTIViTÁTI UTILE SI DE 
DISPERSIUNE: PROBLEME REZOLVATE 


CIRCUITE MAGNETICE, INDUCTIVITÁTI UTILE SI DE 
DISPERSIUNE: PROBLEME PROPUSE 


ENERGIA SI FORTELE ÎN CIMPUL MAGNETIC CUASI- 
STATIONAR: PROBLEME REZOLVATE 


ENERGIA SI FORTELE ÎN CÎMPUL MAGNETIC CUASI- 
STATIONAR: PROBLEME PROPUSE 
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7.1. BREVIAR DE ELECTRODINAMICA 
7.1.1 TEOREMELE ELECTRODINAMICII REGIMULUI CUASISTATIONAR 


În regim nestationar, problemele de electrodinamică se rezolvă aplicind 
legile teoriei macroscopice ale fenomenelor electrice și magnetice, in cea mai 
generală formă a lor. Prin regim cuasistationar se înţelege regimul în care 
curentul electric de deplasare este neglijabil în afara condensatoarelor. În 
continuare se enunţă principalele teoreme ale regimului electrodinamic 
cuasistationar. 

Teorema superpozitiei cîmpurilor magnetice. Cimpul magnetic rezultant 
(caracterizat de márimile de stare H si B), produs intr-un mediu linear si 
fără polarizatie magnetică permanentă, de o distribuţie a densităţii de 
curent J, obţinută prin suprapunerea distributillor densitátilor de curent 
Ji, J5,..., Jn se obţine prin suprapunerea cimpurilor magnetice H4, H,,...,H,,, 
respectiv B}, B,,..., Bn, care s-ar stabili dacă fiecare distribuţie a den- 
sitátii de curent ar exista singură, astfel incit rezultă: 


H=} H, $ B=) B, (1) 
= -1 


Teorema energiei magnetice. Energia magnetică a unui sistem de con- 
ductoare parcurse de curenti, situate intr-un mediu linear si fárá polarizatie 
magneticá permanentá, este: 


n 

i NS 
W => 2 ik Ph, (2) 

2 k=l 

I 
unde prin i s-a notat intensitatea curentului, iar prin O, fluxul magnetic 
prin circuitul k. 

Densitatea de volum a energiei magnetice într-un mediu linear gi fără 

polarizatie magnetică permanentă este: 

BH H? p? 

Pa mm Lm se (3) 


2x 2x 2x. 
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Se folosește în rezolvarea de probleme şi următoarea expresie a energiei 
magnetice în funcţie de J şi potenţialul vector A, obţinută prin integrarea 
pe întregul spaţiu: 


1 
W = ri JA dv. (4) 


Teorema forțelor generale in cîmpul magnetic. a) Dacă se cunoaşte 
într-un mediu linear energia magnetică exprimată în funcţie de curenţii 
L(k— 1, ..., n) ai celor n circuite din cîmp $i de coordonatele generale 
de poziţie £&(k = 1,..., p), adică: | 


Wy a: Wie, Eu) (5) 
forța generală (lagrangiană) care corespunde coordonatei £, are expresia: 
ôW „(ip č IW m 
xc CPI; (6) 

06, 5, Ji 


ea poate fi determinată şi fără cunoașterea expresiei explicite sus-mentionate 
a energiei magnetice, dacă se poate calcula direct variaţia (AW,,); a acestei 
energii la curenţi constanti, cînd variază numai čą cu AE,, şi dacă se trece 
apoi la limită: 
X,— lim (4*»i, (7) 
A-0 ^k 


b) Dacă se cunoaște energia magnetică exprimată in funcţie de fluxurile 
Dy(k = 1,...,n) prin cele n circuite din cimp şi de coordonatele generale de 
poziţie E,(k = 1,...,n), adică: 


Ws => Wya q,, E (8) 
forța generală (lagrangianá) care corespunde coordonatei čp are expresia: 
Wm (o , a ) 2W m 
Bea ecu (9) 
0E, E, o 


ea poate fi calculată și fără cunoașterea expresiei explicite precedente a 
energiei magnetice, dacă se poate calcula direct variaţia (AW,)o a acestei 
energii la fluxuri constante, cînd variază numai č, cu Ač, şi dacă se trece 
apoi la limită: 


Fec di e (10) 
Atp=0 AL, 


„Se folosește si următoarea relaţie (Laplace) pentru forța elementară dr 
care se exercită asupra unui element de conductor dr, parcurs de curentul i, 
in cimpul magnetic exterior, de inducţie magnetică B: 


dF = idrxB. ! (11) 
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Teorema densităţii de volum a forţei în cîmpul magnetic. Densitatea 
de volum f a forței în cimpul magnetic este: 


f = JxB— = grad p+ fs, (12) 


unde f, este un termen care depinde de variaţia permitivitátii (scalare) cu 
starea de deformatie a corpului (magnetostrictiune). 
În cazul fluidelor, expresia acestui termen este: 


= de H' 
f: grad E ra =) (13) 


unde = este densitatea de masă. 

Teoremele lui Maxwell referitoare la inductivititile proprii şi mutuale. 
Între curenţii ù, is ..., i, care străbat n circuite filiforme, situate într-un 
Pe linear, si fluxurile magnetice $,, 0,,..., O, corespunzătoare, există 
relaţiile: 


p, = 25 Luin (k — 1,2,...,n) (14) 


in care, Lj; este inductivitatea proprie a circuitului l; 
L, — inductivitatea mutuală dintre circuitele k şi l. 


Teorema schimbului de putere pe la bornele unui circuit electric. Puterea 
electromagnetică transmisă pe la bornele unui circuit electric este: 


p = -f EXE dÀ:-u, (15) 
S x 


S fiind o suprafață a tensiunii la borne. 
Teorema lui Neumann: Expresia inductivității mutuale a două circuite 
filiforme, situate într-un mediu linear, omogen şi izotrop, este 


sus a d dh, 
Ls 2 Ar $$ 2 Rua (6) 


în care dr, si dr, sînt două elemente de linie ale circuitelor 7 şi 2, iar Hj, 


este distanţa între ele. 
Prima teoremă a lui Kirchhoff pentru circuitele magnetice. Suma fluxu- 


rilor magnetice fasciculare care ies din nodul unei rețele magnetice este nulă: 
iy, =0, (17) 

A doua teoremă a lui Kirehhoff pentru circuitele magnetice. În regim 
cvasistationar, suma algebrică a solenaţiilor aplicate pe laturile fără dis- 


persie magnetică ale oricărui ochi de reţea magnetică este egală cu suma 
produselor reluctanțelor magnetice ale laturilor prin fluxurile magnetice 


fasciculare care trec prin ele: 
> O; — z Pir R nks (18) 


33 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Pentru reţele magnetice lineare fără dispersie sint valabile toate teoremele 
analoge cu cele pentru circuitele electrice care rezultă din teoremele lui 
Kirchhoff. 
Teorema energiei eleetromagnetiee: Conform principiului de conservare 
a energiei şi pe baza legilor generale ale electromagnetismului rezultă pentru 
cîmpul electromagnetic dintr-un domeniu mărginit de suprafața X (cu corpuri 
imobile): 


Ex H d 
-$. — dA = NL dv + n (19) 
în care: | w dv este energia electromagnetică a sistemului, (20) 
d 
| JE dv | (21) 
Vy " 


este puterea care se transformă din electromagnetică in alte forme, prin inter- 
mediul curentului de conductie, iar 


6 Ut aa "d (22) 


Z * 


este fluxul de energie electromagneticá transmis spre exterior prin inter- 
mediul vectorului lui Poynting. 


Teorema transformării energiei electromagnetice in energie interioară a 
corpurilor într-un ciclu de polarizare (teorema lui Warburg). Energia care 
se transformă ireversibil din electromagnetică în energie interioară a corpu- 
rilor, cînd se parcurge un ciclu de polarizare, are expresia: 


en EaD HdB | i pr c 
0-( à l +$ | (23) 


* 
ciclu 


7.1.2 FORMULE DE ELECTRODINAMICÁ 


Expresia Biot-Savart-Laplace a intensității eimpului magnetie. Cimpul 
magnetic produs într-un mediu omogen de curentul electric i dintr-un circuit 
filiform de contur I', în punctul P, de rază vectoare R, față de elementu! 
de circuit dr este dat de expresia: 

H — x i drxR (24) 
dr Jp R 

Expresia potențialului magnetic neuniform. Curentul electric i, de contur E 

creează, în punctul P, potențialul magnetic, neuniform: 


Vu == EA Opp, (25) 
dr 
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în care Qrp este unghiul solid sub care se vede, din punctul P, circuitul 
filiform T, iar intensitatea cimpului magnetic este: : 
H = — grad Vu. (26) 


Expresia reluetanfei echivalente HR, a n ramuri de reluctanțe R,,, 
Rm, s.-s Ru: legate în serie 


Rai => Rm + Rm, 4 Rn, + ... + Rm, " 2. Ri; i (27) 
i i=l 


Expresia reluetantei echivalente Rm, a n ramuri de reluctanfe Rn, , 
Rm,- += Rm: legate în paralel 


m UR pe IPEE dp em) 


Expresia inductivității echivalente L, a n bobine eu inductivitáti proprii, fără 
induetivitá(i mutuale, legate în serie: 


L= L, + Lg +... + a = Li. (29) 


Expresia inductivității echivalente L, a n bobine cu induetivitáti legate in 

paralel si fără inductivităţi mutuale: 
11 1 81 

sitit. t Dt. (30) 

Expresia tensiunilor maxwelliene în cîmpul magnetic: Forţa rezultantă F,, 
și momentul rezultant C,, exercitate asupra unei porţiuni de corp, sau 
asupra corpurilor situate în interiorul suprafeţei închise E, sint date in 
expresiile: 


p,-— $ Tu dA; (31) 


C, = $ (r x Ta) dA, (32) 
5 


unde T',, este vectorul asociat normalei exterioare e, la suprafaţa X (starea 
de tensiune fictivă echivalentă forţelor reale exercitate, din punctul de vedere 
al rezultantei și al momentului rezultant) dat de: 


E : a 
Toy = -* H(B:e)—6,: hey, (33) 
% 2x v că 
` dacă în toate punctele suprafeței € mediul are proprietăţi lineare (in inte- 


riorul suprafeţei X pot exista corpuri cu proprietăţi oarecare) şi unde expresia 
ultimului termen este valabilă în fluide. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


516 ELECTRODINAMICA 
DI 

Expresia intensității cîmpului magnetic produs de. curentul care trece 
printr-un solenoid avind Nọ spire pe unitatea de lungime, bobinate într-un 
singur strat, într-un punct de pe axa sa, ale cărui raze vectoare formează 
cu extremitățile unghiurile œ; $i aa: 


H = î Noi (cos a — COS o). | (34) 


Expresia intensității eimpului magnetic al unui conductor circular filiform, 
de rază R, străbătut de curentul Z, in centrul său: 


x I 

ELS de 35 

zs (35) 
Expresia intensității cîmpului magnetic al unui conductor circular filiform, 

de rază R, străbătut de curentul / în punctul situat pe axă, la înălțimea h 


faţă de planul conductorului: 
Lo. ET (36) 
2 (Ri4 Bb 
Expresia forței care se exercită asupra a două conductoare rectilinii şi 
paralele de lungime l, la distanţa a «€! unul de altul, şi străbătute de 
curenții J, şi Ja: 
2r a 
Expresia cuplului care se exercită asupra circuitului plan de arie A, 


cu JV spire parcurse de curentul de conducţie I și străbătut de cimpul 
de inducţie magnetică B, formînd unghiul « cu planul circuitului: 


| C, — INAB cos «. (38) 
Expresia forţei portante a unui eleetromagnet este: 
2 
Bess (39) 
2x 


în care A este aria totală a fetelor polare, B este inducția magnetică, iar y 
este permeabilitatea mediului exterior. 


7.2. INDUCTIVITÁTI PROPRII ȘI MUTUALE: PROBLEME 
REZOLVATE ? ? 


i Problema nr. 340, Să se calculeze inductivitatea proprie, pe unitatea de 
ungime, a unei linii bifilare avind conductoarele de raze a, distantate cu 
o distanță d (distanța dintre axele de simetrie ale conductoarelor). Pre- 
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supunind linia dintr-un material neferomagnetic si dg «€ d, se va putea 
neglija fluxul magnetic din interiorul conductoarelor (fig. 340). 
Soluţie : Inducţiile magnetice la distanţa z de conductorul din stinga sint: 


Psi Alei, 
2nx 
P us XolLol A 
2r(d — x) 


in care B’ este inducția produsă de curentul din conductorul din stinga, iar 
B” este inducția produsă de conductorul din dreapta. | 
Fluxul magnetic dintre conductoare, pe o porţiune de linie de lungime 1, este: 


3 d d— il d—a 
D= Xa | "Spei Jas = 5 Inz—ln(d—z)| ^ 
2x a, r d—zx 2x ay 
2x d — z |a, 2n ao d — ag * pA 


Inductivitatea pe unitatea de lungime va fi: 


o - d 
L = a AO: ne in S. 
il D dg 


Problema nr. 341. Să se calculeze inductivitatea mutuală dintre două 
linii bifilare coplanare si paralele, situate ca in figura 419, avind conduc- 
toarele cilindrice circulare de raze a,(a, «& d, si à, «& d). 

Solutie : Presupunem cá prin linia din stinga (fig. 341) trece un curent 
de intensitate i. Inductiile magnetice produse intr-un punct M, situat 
între conductoarele celei de-a doua linii, de curenţii din conductoarele 7” 
și 1” ale primei linii sint: 


Fs X|ol, í pec. Xuoli . 
2x(d + d, + 2) 2m(d + x) 


Fig.. 340 | Fig. 341 


Inducţia rezultantă în punctul considerat va fi: 


Bess | 1 1 ) 
2n d+d -+ æ d+a 
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Fluxul magnetic produs de curentul din prima linie, care inlánfuie cea 
de-a doua linie, pe o porţiune de lungime / din linie, este: 


d -( Baa = a [Mn : ) dz = 
a S 27 Ja, d+ d +r dz 


d4—a, c xuoiul In + d, + d, d | 


= Xtoiul - 
= ee |n (+ d E d) in (d + a) T TY RE an 


unde s-a neglijat ag în comparaţie cu distanțele d, da, d. 
Inductivitatea mutuală va fi, pe unitatea de lungime a liniei, 


x Du — Xo In d(d + d, + de) 
ii. S POR WC c P a 
ü 2x (d + du)(d + da) 
În mod cu totul asemănător se poate calcula inductivitatea mutuală a liniei 2 
față de linia 7. Se găsește: | 
dM. cs E EIC ARE 
il — 2x —(d--dj(d- dj) 
Problema nr. 342. Să se calculeze inductivitatea mutuală dintre un fir 
conductor rectiliniu subţire, foarte lung, si un circuit electric care are forma 
unui contur plan, al cărui plan contine și firul subțire. | 


Solufie :'Se presupune firul parcurs de un curent de conductie 7; in aceste 
condiţii, cimpul B dintr-un punct exterior firului, situat la distanța r de 


fir, este: 


12* 


B9; 
. 2nr 


fiind normal pe planul figurii, iar fluxul magnetic prin circuitul I' se calcu- 
leazá descompunind suprafata acestuia in elemente de suprafatá pentru 
care B să ráminá constant, si integrind apoi pe întreaga suprafaţă (fig. 342). 

Deoarece B este funcţie de distanţa r pînă la fir, elementele de suprafață 
sînt dreptunghiuri infinit strimte, paralele cu firul, iar fluxul care străbate 
circuitul are expresia 


o=| BdA— "il SA, (1) 
JSp 2r Sp r 


Inductivitatea mutualá dintre cele două circuite (firul infinit şi „circuitul 
de contur). se poate calcula, deci, din: 
„ur ps te | gi (2) 
S 


i 2n pt 


Problema nr. 343. Sá se calculeze inductivitatea mutuală dintre un fir 
rectiliniu foarte lung si un circuit electric compus dintr-un fir care ocupă 
perimetrul unui triunghi de bază a si de înălţime h, a cărui bază este 
paralelă cu firul rectiliniu si al cărui virf se găseşte la distanţa ò de firul 
rectiliniu. 
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Conform relaţiei (2) din problema nr. 342, inductivitatea mutuală 


cáutalá are expresia: 


Cu notația din figură, 


sau 


M = T6 dA 
2n Jsp r 
dA = y dr. (1) 
Din asemănarea triunghiurilor CAB si CDE (fig. 343) rezultă: 
Fare 
a h d 
y = (r—-b)-- (2) 


Din (1) 


În conseci 


Bau: 


şi (2) rezultă: 
dA = n — b) dr. 


ntá: 

h+b b (h+b lj h b 

( "i =ef dr = afi — 2n 7). 
Ss T h h Js b 


M = E at — mt. 
h b 


2r 


Inductivitatea mutuală dintre firul infinit și circuitul in formă de triunghi 
nu depinde de forma acestuia, ci numai de lungimea bazei şi de înălțimea lui- 


Problema nr. 344. Un lir 
se găsește in planul unui cadr i 
a dintre diagonalele pătratului și la distanţa À > yz de ea, a fiind latura 


cu un 
pátratului. 


d 


Fig. 342 Fig. 343 


conductor rectiliniu, de lungime practic infinită, 
u pátrat, format dintr-un fir conductor, paralel 


Se cere sá se calculeze inductivitatea mutuală dintre fir şi cadru. 
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| Soluţie : .-Contorm relaţiei (2) din problema nr. 342, inductivitatea 
mutuală căutată are expresia: 


M= kee] dA í 
2T Sp T 


Din figura 344, in care s-a notat lungimea diagonalelor pátratului 
2] — a 2, rezultă pentru 


h—laxrah, 
y-—2[r—(h — 1] = 2 (r +l — h), 
și, în consecință, 
dA = y dr = 2 (r + l — h) dr. 
De asemenea, pentru h « r <h+l, 
y=2(h+l— r) 
şi, în consecință: 
dA =y dr —2(h--1— r)dr. 
Integrala din expresia inductivitátii se des- 
face acum in două: 


m" TI EE ae [e dr|= 
h 


2r | Jh—ı r r 
pa R a 
= e | ka r a e i asa e a aa 
D: h—l hè m (V2 p 
yz 
^g, Problema nr. 345. Centrele a două spire circulare 


paralele și coaxiale se găsesc în aer la distanţa d unul 
fatá de celălalt. Cunoscind razele a, si a, ale celor 
două cercuri şi știind că a, este mult mai mic decit 
44, se cere să se calculeze inductivitatea mutuală 
dintre cele două spire. 

Soluţie: Fie O, şi O, centrele celor două spire si 
fie spira de rază a, parcursă de curentul : (fig. 345). 
Aplicind relaţiile dintr-o problemă precedentă, induc- 
tia B in centrul spirei de rază a, se scrie sub forma: 

B= e i A. 
2 (aà-r diy 

Deoarece a, este foarte mie, se poate admite cá, în interiorul spirei de 
rază a,, inducția B păstrează valoarea constantă precedentă, astfel încit 
fluxul magnetic care străbate spira cea mai mică are expresia: 


D = Br € = # zi aa} : 
s 2 (ai d- dle 
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dar inductivitatea mutuală dintre cele două spire este: 


? 
Ma De op APE, pe e 99 .., 
i 2 (a3 + d2)/a 


Problema nr. 346. Un solenoid drept, de lungime foarte mare l, are sec- 
iunea spirelor circulară cu raza a şi = = n spire pe unitatea de lungime. 


Coaxial cu solenoidul se găseşte un circuit de forma unui 

inel circular de rază b < a. Se cereinductivitatea mutuală 

dintre solenoid şi inel, în ipoteza că permeabilitatea mag- 

neticá a mediului omogen in care se găsesc circuitele este p. 
Solutie: Fie solenoidul parcurs de curentul i, (fig. 346); 

cimpul de inducţie magnetică din interiorul lui are inten- 

sitatea: : 

Ni, 

— $ 

l 
iar fluxul care străbate circuitul al doilea este: 


Da = xun} v D. 
Inductivitatea mutuală a celor două circuite va fi: 


Li = Dı = xynx b. Fig. 346 

Problema nr. 347. Să se calculeze inductivitatea mutuală a două circuite 
care au formă de cadre dreptunghiulare cu cite o singură spiră, practic 
coplanare, situate într-un mediu neferomagnetic (u, = 1), dimensiunile latu- 
rilor fiind 2a si 2a’, respectiv 2b si 2b'. Cadrele sint situate simetric unul 
față de altul (fig. 347). 


" 3p 
Solutie: Lua == = = (1) 
u ü 
Considerăm spira exterioară (1) parcursă de curentul i, si calculăm fluxul 
dat de acesta în spira interioară (2). Cu sistemul de axe din figură, tinind 
seama de adunarea contribuţiilor fiecărei laturi, rezultă: 


Dia =È, BidAs=2$, (Boa + Boc) dA = 2|] (Bos + Bog dsdy (2) 


Sr, Is 


xoi | __ Vol, | x 2a — x | 
= COS ay -]- COS a) — = | e H aMn 
Bor = asy Mrs Any Var Va zu y? 


(3) 
j Tulai 2b — 
Boc = pi (cos Bi + COS Ba) z= Shots | y a | | 


drr Vaz 4a Yl (20 — y» 4- a? 
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Introducind (3) si (2) in (1) — observind cá din cele 4 integrale duble care. 
apar, 2 cite 2 sint egale — obţinem: 


La > Ce a ERR IER UL. i) 


y VEF pi aVat} 


* Ja -a' b—b' 


Fig. 347 
bob dy (ara ada b; dy «p TIR —3 33 
Dar: n=f c == | = (ai +y — yai 4-35) = 
b—b^ Uy Ja—a' Vaz +y b, y 


= VEFE + VF — EFÈ- FE 
E bes LA + a In paz d (4) 
a, + aibi b, a, + Va +b} b 
unde am notat a, =a—a'; a4 — a +a; b, — b — b'; b, — b pb si am 
tinut seama cá: ; 


D M CRM — AS Zi 
( z; i42 =| J.A Ez: — Aln Act 


21 


73 


2 
În mod similar găsim expresia lui 7,, care coincide cu (4) dacă facem: a, — 
2 bs; a, —> b,; b, — az; b, > a. Insumind si introducind in (17) avem expre- 
sia definitivă: 
2xu Do 9 | 19 -ə ,. 19 "d | :9 
Li = 773 [Vai c + lai -- b — yai — yap pa 
et m( EEEE, n) apm VER, n) + 
z a, + Va Fb? b, a + Vato? b 


[hm f” + ir "i ams + Voi +a; x| 


n bi + VÒ Fa oa, b + Vita: oa, 


Problema nr. 348. O bobină cu N spire este infăşurată strins pe un tor de 
lemn a cărui secțiune dreaptă are un contur dat. Știind că pasul bobinei este 
mic, se cere să se calculeze inductivitatea proprie a bobinei. 


Soluţie: Cimpul magnetic într-un punct oarecare interior torului se des- 
compune in trei componente, H,, H, si H,, după rază, tangenta la cercul cu 
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centrul în origine şi axa de simetrie (fig. 348). Din motive de simetrie se admite 
că aceste trei componente sint funcţii numai de rază. Pentru rezolvarea pro- 
blemei propuse, nu interesează decît componenta tangenţială //,, care din 
motive de simetrie este constantă în lungul cercului. 


Notind această componentă tangentialá 
H, a H 


şi aplicind cercului de rază r legea circuitului 
magnetic, se obține: 


H 27r = x Ni, 
sau: 
„Ni 
H = 2xr ` (1) 


Induetia corespunzătoare este: 


Bu UNE, (2) 


2nr 


Pentru a calcula fluxul fascicular 6; prin 
secțiunea normală a torului, acesta se des- 
compune în elemente de suprafatá pentru care r, deci B, sint constante, 
adică in figi infinit de înguste, paralele cu axa de simetrie a torului, si 
de înălțime z, a căror arie este: 


dA — z dr, 
astfel incit: 


D= o ar. (3) 


27 buda „E 


Inductivitatea proprie a înfăşurării se calculează din: 


mE dr, (4) 


"min 


NO, xu N? | 


i ' fm 


în care z(r) este o funcție care depinde de forma secțiunii transversale. 

Problema nr. 349, O bobină cu W spire este intășurată pe un tor de lemn 
care are secţiunea dreaptă circulară, de rază a, locul geometric al centrelor 
sectiunilor sale fiind un cerc de rază b. Știind că pasul bobinei este mic, se 
cere să se calculeze inductivitatea proprie a bobinei, 
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Solutie : După relaţia (4) din problema nr. 348: 
Zu xuoN* rr z dr, (1) 


2n b—a r 
in care z si r au semnificaţia din figura 349. 

Într-un sistem de coordonate cartesian, cuprins în planul uneia dintre 
secţiunile normale ale torului si cu originea pe axa de simetrie a acestuia, 
in care abscisele z sint egale cu razele r si 
ordonatele y sint, pentru punctele de pe con- 
turul secțiunii circulare a torului, egale cu 
jumătate din z, ecuaţia conturului acestei 
secţiuni este: 


(z — b} + P = e, (2) 
sau: 
=b 442-3 
de unde rezultă: 
+ 2 (e —(r bF, (3) 


relație în care semnul din fața radicalului se 
ja pozitiv, deoarece interesează numai modulul 
lui z. 


Din (1) si (3) rezultă: 


zuN? bta la — by 
Ès | gie CE e dh 
Fig. 349 27 Ja—b r 


Pentru calculul integralei se face schimbarea de variabilă 


care duce la 


iar (4) are forma: 


—— 
T 


PET 
E = eM? e [| — c9 AL adt 
Qm. (1 + (+ Bp 
1--0 


N? Bæ fa | , 
= She a Nr di. (4) 
T b-——a 
(sea cms n j TETS 
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t> b - m ^ . 
Notind numárul pozitiv : EA ui c2, această expresie devine: 
— d 


2 
E = XUN? 8a? ^ 12 2 as xugN? 8a* l 1 N dt + 
*  b—a Jo (c? - 02) (1 -- 9? nr b—a|1—c Jo (1-- y 


c *( 1 1 xu,N* 8a? b—a t 
4 [a dila E E. 
(0—c9)*Jo +e +i b—a 2a |2(1 + £) 


— 


— a 


+l arc € |” t 
2 Et t 


1 t [e 
|ar tg t — $ aro te | |- 
c € (0 


a? 


— XUoN? 8a? b—ar bi—a2 | m _ b—ari|_ 
al as x ^ 3 la b+a2 
a? 
= ot - 1-5 | 7) 


În cazul cînd raza secţiunii torului este mică faţă de raza torului, 
a «& b, 


se pot considera numai primii doi termeni din dezvoltarea in serie a radica- 
lului 
? 


relatie care se poate scrie sub forma: 


in care 
l= 2 x b este lungimea medie a torului, iar 


A = m a? este secţiunea normală a torului. 


Din relaţia (5') rezultă că, pentru cazurile în care a «& b, mărimea - poate 
i | i 
fi considerată drept reluctanta magnetică a torului. i 
Problema nr. 350. O bobină cu N spire este întăşurată pe un inel de lemn 
care are secțiunea transversală in formă de dreptunghi, Raza interioară a 
inelului este b, iar raza exterioară este a. Înălţimea inelului este c (fig. 350). 
Știind că pasul bobinei este neglijabil faţă de celelalte dimensiuni, se cere 
să se calculeze inductivitatea proprie a bobinei. 
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Soluţie : După relaţia (4) din problema nr. 348: 


N2 

Le " 2 dr, (1) 

în cazul torului cu secţiune dreptunghiulară 
| 3 = P, 

astfel încit relația (1) devine: 

N? (a c xu N? a 

L= G dr = eT ] —.» 
2 br 2 we b (2) 


Problema nr. 351. O spiră conductoare circulară și filiformá de rază a este 
situată simetric între două discuri feromagnetice de raze b, de permeabili- 
táti foarte mari (infinite) si coaxial cu 
acestea. Sá se determine inductivitatea 
proprie a spirei ştiind că distanţa dintre 
discuri este à. Se neglijează efectul de 
margine (fig. 351). 

Solutie: Dacă prin spiră trece un curent 
i, tinind seamă că intensitatea cimpului 
magnetic este nulă în discurile feromag- 
netice cu u, ~ co obţinem, aplicind legea 
circuitului magnetic unui contur T si legea 
fluxului magnetic unei suprafeţe închise 
2, ca in figura 351, se obţine următorul 
sistem de ecuaţii: 


Bj8 + B.3 = xyuji, 
Bi. xa? = B,x(b? — a), 


att 


Fig. 350 din care rezultă: 


22 BET Les NEP ns. os 
n à b? : $ p 


Ar~ 

5118 2777 

5 Piu MEDI Eri Problema a fost rezolvatá in ipoteza 
ZIS I-t-[-1-14] O; unei inducții magnetice uniforme prin 
m 22 E p 

SE POR A A AA suprafața spirei. 

, . Prohlema nr. 352. Un circuit plan situat 
in vid are inductivitatea proprie L. Sà 
se it letale inductivitatea proprie L' 
€ à aceluiași circuit aşezat pe suprafața 
Ms p mediu izotrop de permeabilitate œ, care umple un semispatiu 

; 42). 
Soluţie : Presupunem cunoscut cim i ircui 
| | cimpul magnetio H(z, y, z) creat de circuit 
presupus pareurs de un curent i, in absența mediului respectiv; liniile de 
cimp vor fi simetrice față de planul circuitului și-l intersectează sub un unghi 


Fig. 351 
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drept. Încercăm o soluţie cu ipoteza că forma liniilor de cimp ale lui H nu 
se modifică prin prezenţa mediului respectiv, că adică noul cimp H' se 
scrie sub forma: 
H|—a,H în mediu 
: (1) 
H; = a,H in vid 


A 


N , 
N ^ 


Fig. 352 


Vom arăta cá, în adevăr, alegind convenabil constantele a, și a, putem 
satisface legile electrodinamicii și condiţiile pe frontieră care asigură unici- 
tatea soluţiei. Din legea circuitului magnetic aplicată pe conturul (T) avem: 


$ H-àr =a] H-dr aj H.dr — xi (2) 
T C, C; 
În virtutea simetriei liniilor lui H în vid rezultă însă: 


l 
În adevăr, să ne imaginăm curba (C,) închisă de simetrica lui (C;) în raport 
cu planul, (C5); circulația pe conturul închis format de (C,) si (C) este 
nulă, adică integralele de linie în lungul lui (C) şi (C2) sint egale. Deoarece 
integrala pe (Ci) este identică cu cea pe (C,), rezultă tocmai expresia (3). 
Combinind (2) $1 (3) avem: 


d, F l = 2. (4) 
Să aplicăm legea fluxului magnetic pe suprafața inchisă 5, tinind seamă 
de relația (1) 


$ p'-d4 = pi-da + | Bj-dA = a, | BdA + ad B:dA—0 
g S, Se S, Sa 


(^o 


cáci: | (5) 
B! = uH = pa, H = a, B; Bi = pHi = uH = aB. 
0 
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În absenţa mediului, relaţia (5) se scrie — similar relaţiei (3) — astfel: 

| $ B. dA =( BdA * ( B.dA — 0. | (6) 
Din (5) şi (6) deducem: 


Ud, — poda = 0. (7) 


Rezolvind sistemul format de ecuaţiile (4) și (7) găsim: 


2 2 
e, Eo; qs = —— . (8) 
H + Ho H + Ho 


Anticipind expresiile de la energia magnetică (vezi breviarul și $ 7.6) avem: 


LN Per (9) 


wW, = A H' - B' dv = A uH! dv + „| uo HZ dv = 
2x Jv 2x Jv, 2x Jva 


ll 


Es |a | uH? dv + a | poH? du = F a + až) (10) 
2x Vi Vi 2 lito 


deoarece în virtutea simetriei initiale a cimpului magnetic avem: 


1 C 1 W 
E H? d» = — H*dy = 3. 
2x V. Bo : 2x " Uo á 2 


Introducind (10) în (9), rezultă în definitiv: 


L 34. " 2 
L 24 Ko) UT Ho 


7.3. INDUCTIVITÁTI PROPRII SI MUTUALE: PROBLEME 
PROPUSE 


Problema nr. 353. Sá se calculeze inductivitatea mutuală dintre un fir 
rectiliniu infinit lung și o spirá circulară de rază r,, situată in același plan 
cu firul, avind centrul la distanta a de acesta (fig. 353). 
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Răspuns: Li, = xpola — Va? — rs). 


Problema nr. 354. Aceeaşi problemă cind spira are forma unui triunghi 
echilateral, de latura a, avind baza paralelă cu firul (fig. 354). 


Fig. 353 Fig. 354 Fig. 355 


Le = De ( +h) -In(4 + 5) - d 


unde ez d a: 


Problema nr. 355. Să se calculeze inductivitatea echivalentă a două bobine 
fără pierderi, de inductivităţi proprii Lia și Lə, legate galvanic în paralel 
şi avînd inductivitátile mutuale Lı, = 
= La = M (fig. 355). 

Răspuns : 

fo LiL4—M* — 
La + La—2M 

Problema nr. 356. Sá se calculeze in- 
ductivitatea mutualá dintre douá spire 
dreptunghiulare, paralele, de lungimi 
egale, 1, care au înălțimile a şi b $i sint 
situate în plane perpendiculare unul pe 
altul, în poziţia relativă indicată prin 
distanţele c și d din figura 356. Mediul 
în care se găsesc spirele este aerul, 

Răspuns : Considerind a, b, d «€ se obține: 


l 


" — dy 2 3.1 


d? -+ (c + by (a — d? + c? 
Se calculeazá fluxul dat de (1) prin (2). 


34 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Problema nr. 357. Sá se determine inductivitatea proprie a unei spire 
circulare de rază a situată ca în figura 357, într-o cavitate plată în formă de 
disc de grosime 5, practicată într-un material feromagnetic de permeabili- 
tate foarte mare (practic infinită). 


| 
t neo TOP, 
o 


Răspuns : 


nai 


L = ^POt "ant 


ô Femme 
NNE HAN 


2 
PA 


Problema nr. 358. Să se calculeze 
inductivitatea proprie a unui solenoid 
cilindric de lungime finită l, raza mie- 
zului a, număr de spire NV $i permea- 

Fig. 357 ' bilitate ug. Se consideră cá într-o 

secțiune transversală, componenta axi- 

ală a cimpului magnetic este egală cu valoarea corespunzătoare de pe axa 
de simetrie. 


i . edu Y a 
Ráspuns : L = xpt IM (15-7) 


7.4. CIRCUITE MAGNETICE, INDUCTIVITÁTI UTILE 
ȘI DE DISPERSIUNE: PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 359. Un tor de secţiune constantă din material feromagnetic 
avind permeabilitatea u = 1 000 uo are un intrefier de grosime 3. Torul este 
bobinat, bobina lui avind JV = 1 000 spire parcurse de curentul I = 2,5 A. 

. Se cere să se determine felul cum trebuie să 
fie repartizate spirele bobinei, în aga fel incit 
fluxul de dispersie al torului să fie nul. Se con- 
sideră că întrefierul este foarte mic în raport 
cu lungimea medie l a torului; de exemplu 

jil = 0,01- (fig. 359). 

Solutie: Fie O un punct oarecare pe linia 
mijlocie (C) a torului si P un punct situat pe 
aceeași linie la distanţa s de punctul 0, dis- 
tantá contată în lungul liniei (C). 

Fie T un contur închis ales ea in figura 359, 
căruia ii aplicăm legea circuitului magnetic: 


$ H dr = xs), 
I 


in care © (s) este solenatia corespunzătoare conturului F. ! 
Integrala | Hdr se reduce la V. H dr, deoarece H dr = 0, dat fiind 
0 


P. i NSM O ; 
faptul că fluxul de dispersie este nul, adică H = 0 în exteriorul torului (nu 
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şi în intrefier), iar pe de altă parte, | H dr =0 şi H dr — 0, dat fiind 
M 


o PN 
faptul că produsul scalar H dr = 0. (Presupunem că liniile de cimp sint 
cercuri concentrice cu centrul torului.) 

În consecinţă, 


|; H dr = x90). 
i | 


Cum, însă, 


A fiind aria secţiunii transversale a torului și b; — fluxul fascicular care 
străbate această secțiune transversală, rezultă: 


s oj - 
Y TA ds = xG(s). 


Torul neavînd flux de dispersie, in orice secţiune transversală a torului flu- 
xul 9, are aceeași valoare și, deci: 


"m Ü A = xO (s), 


-0p 
sau | 
| o, R(s) = x9(s), 
His) = Me fiind reluctanta corespunzătoare lungimii s a torului contatá 
ou 
din punctul O. Prin urmare: 
SR E. = const; 
es 9; 


Schimbind originea O în una dintre suprafeţele intrefierului, se poate scrie: 


RB) Rü—9 
O)  O0(L—9) 


sau 
o _ RS. 
0(—3  R(—3) 
Cum 
f 
OTE ez e s 
HoA p- 
se poate scrie: 
G(8) à yu i-r 
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e(3) 11000 o 10 


Q(L—3) 100—1 W | 
adică din amper-spirele totale NZ = 1 000 x 2,5 = 2 500 Asp, = părţi, sau 


2270 Asp trebuie să fie concentrate in jurul intrefierului, iar restul de 

230 Asp — repartizate uniform în lungul părții 

M feromagnetice a torului. Dacă ne referim la 

spire, atunci 910 spire trebuie să fie plasate în 

jurul întrefierului, iar 90 — în restul circuitului. 

Practic, întreaga bobină trebuie concentrată 

in jurul întrefierului. 

De această concluzie trebuie să se țină seamă 

la executarea electromagneților, în scopul redu- 
cerii la maximum a fluxului de dispersie. 


Problema nr. 360. Un fir conductor de rază 
foarte mică, infinit lung, parcurs de curentul 
continuu J, este întins paralel la distanţa A de 
planul de separație a două medii, din care unul are permeabilitatea u, iar 
celălalt permeabilitatea u, — u (fig. 360-a). Sá se calculeze cimpul magnetic 
produs de conductor, în primul rind în ipoteza că firul se află în mediul de 
permeabilitate u,, și, în al doilea rind, în ipoteza că el se află în mediul de 
permeabilitate uo. 

Soluţie : Se aplică metoda imaginilor. Astfel, in ce priveşte cimpul mag- 
netic în mediul de permeabilitate u,, în care presupunem că se află firul 
parcurs de curentul /, se presupune că se înlătură complet mediul 2, mediul Z 
umplind tot spaţiul, iar influenţa mediului 2 asupra cimpului în mediul J 
se înlocuieşte cu un fir conductor situat la distanţa k de planul de separație, 
dar parcurs de curentul /,, deocamdată neprecizat (fig. 360-b). 


Numeric j 


Ho > N1 
Fig. 360-a 


Yy 
12 
1 a 
Do 
^ | N ! 
i ^ | : 
Hl i NI 
- — ES ~ æ m ran... .. —»—— 
^" 4 ya j 
La 
I 
| | 
| c) 
Fig. 360 


Pentru. determinarea cimpului magnetic in mediul 2, şi numai in acest 
mediu, se înlătură complet mediul 7 cu conductorul parcurs de curentul 7, 
mediul 2 umplind acum tot spaţiul şi se înlocuiește firul real cu un fir parcurs 
de curentul /,, care rămine a fi determinat (fig. 360-c). 
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Pentru a determina necunoscutele 7, si 7, se folosesc condiţiile de frontieră. 
Astfel, la suprafaţa de separație a celor două medii trebuie să fie îndeplinite 
condiţiile: 

Hey 
Bin => Ban 
ultima condiţie putind fi înlocuită cu 
Ul, = pollon 


Din figura 360-b, variabilă pentru studiul cimpului în mediul 7, aplicind 
principiul superpoziţiei cimpurilor (este vorba despre cimpurile celor două 
fire paralele parcurse de curentul Z, respectiv J}, intr-un punct oarecare P 
situat în suprafaţa de separație la distanţa r de axele firelor), rezultă: 


Hy = Hi + H” = (H' + H")sing =P (+h); 
T 
Hy, = H; — H; = (H' — H”) cos e 5 SUI); 


iar din figura 360-c care permite determinarea cimpului magnetic numai 
in mediul 2, se obține: 


Hy = Hsin 9 — 5225 I; 
2nr 


* cos e 
o I5. 
nr 


- 


Hs = H, cosp= 


Prin urmare, tinind seâmă de condiţiile de pe frontieră, rezultă: 


I+ = dei 
wl — În) = u, 
de unde: peA 13 Ie = a, A 
Mat Re Uc Ho 


Fig. 360 


În cazul cînd firul conductor real este plasat in mediul 2, soluţia pentru 7, 
şi Ja se obţine prin permutarea indicilor Z si 2 la permeabilităţi. 

Spectrul liniilor de cimp ale inducției magnetice, în cazul cind cele două 
medii sint aer si oţel, este reprezentat in figura 360-d, e. 


CE Scanned with OKEN Scanner 


534 ELECTRODINAMICA 


Observăm că unele linii se închid prin acelaşi mediu şi cá, in cazul cind firul 
străbătut de curent se află in oţel, liniile de cimp care trec prin aer sint foarte 
rare, adică inducția magnetică în aer este foarte mică. 

Problema nr. 361. Un cir- 
" cuit feromagnetic este format 
dintr-un cilindru plin de razá 
a, dintr-o placă de bază, de 
rază c, și dintr-un cilindru gol 
de rază interioară b > a si 
b < c, coaxial cu cilindrul plin. 
Cei doi cilindri și placa au o 
permeabilitate practic infinită. 
Între cei doi cilindri se găsește, 
pe placa de bază pe care se 
sprijină cei doi cilindri, o infásu- 
rare circulară cu JV spire, par- 
cursă de curentul continuu i. 
Se cere să se calculeze intensi- 
tatea cimpului magnetic dintre 
cei doi cilindri feromagnetici 
(fig. 361). 

Soluție : Din motive de sime- 
trie $i deoarece trebuie sá fie 
normal pe pereţii corpului fero- 
magnetic, cimpul H dintre cei 
doi cilindri are alura din figura 
361. 

Cimpul H este funcţiune de 
r, distanţa de la axa de sime- 
trie, şi de z, înălțimea punc- 
tului considerat deasupra plăcii 

Fig. 361 de bază: | 
| A 3H, d 
Aplieind legea circuitului magnetic unui contur T, care să urmeze între 


pap cilindri o linie de cimp care se inchide prin corpul feromagnetic, se 
vede că: | 


( H dr =x - T, (pentru z < A), A 83 
a l a 


ACH dr — xNi, (pentru x> h), 


„4 


relație din care rezultă cá, pentru zz h, H nu este funcțiune de z. 


Aplicind legea fluxului magnetic unei coji cilindrice de rază r, grosime dr 


$i înălțime l, situată deasupra infügurürii, se obţine: 


H 2x rl = (H + dH)2x(r + dr)l, 
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sau, neglijind infiniţii mici de ordin superior: 


rüH + H dr — 0, 
de unde rezultă: 
d (rH) = 0, 
sau: 
rH = A 


unde 4 este o constantă care depinde de condiţiile la limită. 
Rezultă: 
b A : 
| — dr = «Nit, 
a r 
sau: 
X aa xNi 
O b 
In — 
a 
De aici rezultă: 
Ni 


H = - (pentru zzA) 


r- n — 
a 


Aplicind legea fluxului magnetic unei coji cilindrice de rază r, grosime dr 
si înălțime dz, situată în interiorul infăşurării, se obține: 


H 27r dx = (H + dH) 2x(r + dr)dx, 


de unde rezultă, ca mai sus: 


rH = A, (27) 
unde A se determină din (1^) si (27): 
Ni 
M om p 
4 m8 (37) 
r:ln — 
a 
Din (2) si (3') rezultă: 
Ni 
x = X 
H = —— pentru s « A. (4^) 
pln -— 
a 


Problema nr. 362. O bobină dreptunghiulară cu JV spire are o lungime 
“foarte mare fată de lăţimea ei a și este situată, alară de capetele ei, in două 


crestături dreptunghiulare, paralele, la suprafața plană a unui corp feromag- 
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netic de permeabilitate practic infinită. Să se calculeze inducția magnetică 
la suprafaţa corpului feromagnetic, între cele două crestături, cind bobina 


este parcursă de curentul ¿ (fig. 362). 
Solutie: Deoarece se consideră 


A r că permeabilitatea aerului si per- 
BLEU meabilitatea corpului feromagne- 


vA E: 7 77 ZI ES 77 tic vs p inducţie, se poate 
V ALSOQQ II, 77 A ADDO rezolva problema cu ajutorul 
7 Z // ; I teoremei superpoziţiei, admitind 
4 té "EE inducțiile magnetice B' si B” date 
EIER de crestátura din stinga si din 
| dreapta figurii, pentru a obtine 

~< £7 cimpul rezultant B. 
o Cimpurile B' şi B” se calculează 
T aproximind forma liniilor de cimp 
prin segmente de dreaptă si arce 
8 de cerc. Astfel, pentru calculul 
Mim cîmpului B” se aplică legea circui- 
T tului magnetic unui contur I'* 
Fig. 362 care urmează în aer o linie de 


cîmp /;, compusă, ca în figura 362, 
din două sferturi de cerc cu centrele pe cele două muchii superioare ale 
crestăturii, și dintr-un segment de dreaptă. paralel cu fundul crestăturii si 
normal pe muchiile ei. Se mai admite că, de-a lungul unei astfel de linii de 
cîmp, inducția are o valoare constantă. În fier, conturul T’ urmează o curbă 
oarecare. Din legea circuitului magnetic rezultă: 


B’ 
Uo 


l = xNi 


$1, deoarece: 


funcția B’ = B'(2) este reprezentată in figură, pentru b > v> 0, unde b 
este distanța dintre muchiile cele mai apropiate ale celor două crestături. 
În mod analog, se obține: 


D us ig si re 
n(b — x) --a 


funcţiune reprezentată de asemenea in figura 362, 
La suprafaţa conductorului, cele două cimpuri sint amindouă normale la 
suprafața acestuia, si au același sens, astfel încit: 


B= B' + B' = apa Pi | 


Tv- +a mn(b—i)--a 
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Problema nr. 363. În întrefierul electromagnetului din figura 363-a, fluxul 
magnetic este ®; = 0,0005 Wb. Partea superioará a circuitului magnetic 
este construitá din otel electrotehnie, iar armátura inferioará din otel turnat. 
Dimensiunile circuitului sint date în figură. žy 


Știind că tensiunea de alimentare a bobi- 7] 


nelor electromagnetului este U = 120 V, 
să se dimensioneze bobina (număr de 
spire, curentul, secţiunea conductorului, 
dimensiunile bobinei), bobinele fiind legate 
în paralel (fig. 363-a). Cum se modifică 
parametrii bobinelor dacă tensiunea de 
alimentare este 2 U. Se neglijează fluxul ; 
de dispersie. 

Soluţie : Să presupunem cunoscute: nu- 


mărul T de spire al bobinei și curentul 7 Fig. 363-a 


absorbit de fiecare bobiná in parte. Alegind un contur închis T ca în figură 
(T coincide cu linia de cimp mijlocie), se poate scrie: 


Q H dr = x0, = x NI. 


T, = po a —-— -—— 


Cum conturul T cuprinde trei porțiuni distincte: una de oțel electrotehnic, 
alta de aer si, in sfirgit, alta de oțel turnat, integrala se va calcula ca atare: 


$ H dr — Hj, + H45 + H4, 
r 


in relatia precedentá H este intensitatea medie a cimpului magnetic, iar 
ly = 120 + 2 : 90 = 300 mm lungimea medie a porțiunii de oţel electrotehnic, 
H, este intensitatea cimpului magnetic în aer, 8 = 1 mm fiind intrefierul 
total al circuitului, H, este intensitatea medie a cimpului magnetic in armá- 
tură, iar l, = 120 mm lungimea medie a armăturii. 
Inducţia magnetică Bj întrefier si totodată şi intensitatea Æ se pot deter- 
mina imediat, deoarece este dată valoarea fluxului in intrefier: 
B BA 0; 
Ha = = = 
Ho uo Uo 
A = 20 x 20 = 400 mnm? fiind suprafaţa secţiunii transversale a circuitului. 
Prin urmare, în sistemul MKSA rationalizat : 


0,0005 
4r x 1077 x 400 x 10759 


E 


, 


Hs = = 10° As/m. 


Dacă acum, se aplică legea fluxului magnetic pentru o suprafață închisă Y, 
care taie transversal armătura și trece prin întrefier, se obține: 


| B dA = Ba4 — B,A = 0, 
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adică: 


Cu totul analog se obţine şi 
Bs = B,. 


Dacă se cunosc induetiile magnetice în oţelul electrotehnic şi în armătură, 
$i curbele de magnetizare ale materialelor respective, se determină uşor și 
intensitátile. Astfel, se găseşte: 


A. = 1,25 Wb[m*; H, = 976 Asp]m; si pentru 
400 x 10-5 
B, = 1,25 Wb[m?; H, = 1430 Asp/m. 
Cu aceste date se poate caleula solenatia O sp (in sistemul de unităţi MKSA 
rationalizat, în care x = 1): 


Osp = His + H38 + Hal, = 976x0,3 + 106x103 + 
+ 1 430x 0,12 = 292 + 1 000 + 172 = 1 464 As. 


Pentru calculul bobinelor se foloseşte legea lui Ohm. Astfel, pentru una dintre 
cele două bobine ale electromagnetului se obţine: 


N dy lm Os. 

U= Al apă gimp 2 
in care |, este lungimea medie a spirelor bobinei, iar 
s — secțiunea firului conductor al spirei (fig. 363-b). 
Cum |, se poate aprecia, 1, = 0,12 m, mărimea s rezultă: 


o m e -a 012x1464 _ 
dad Osp = 0,021 x 10 ru 
— 0,154 x 1078 m? = 0,154 mm. 
(S-a luat o = 0,021 x 10 Qm, presupunindu-se cá 
conductorul se incálzeste la circa 60°C.) 

Se alege deci fir de cupru izolat de două ori cu 
bumbac, diametrul firului fără izolație fiind 0,44 mm 
(se aleg totdeauna diametre standardizate). 

Cum densitatea normală de curent in bobine de 
| electromagneli cu răcire naturală se ia de aproximativ 
Fig. 363-b 2,9 A [mm?, rezultă că curentul admis în bobină va fi: 

I =s: J = 0,154x2,5 = 0,385 A 
și deci numărul de spire ale hobinei: 


pentru B, = Ba = 


95, 1 464 19 . 
27 ^ axo385 ^ | 900 spire. 


N 
3 == 
„Dimensiunile aproximativ 


: ( live ale bobinei se pot determina pe baza coeficien- 
tului de umplere al izolaţiei, 


care reprezintă raportul dintre suprafata cuprului 


CIC II EMG MEG EIC MEE i ICM N C RH NEN 
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propriu-zis și suprafața totală transversală a bobinei, coeficient care pentru 
conductor rotund este k = 0,25... 0,5 (alegem k = 0,3). În cazul nostru, 
suprafaţa cuprului propriu-zis (cupru blanc) este: 


Acu = T s — 1 900x 0,154 = 292 mm?, - 


iar suprafaţa secţiunii transversale a bobinei: 
A 292 — 
Arb = CU = — = 970 mmt. 


K 03 

Luind pentru bobină înălțimea 4 = 50 mm rezultă cá grosimea bobinei 
va fi g = 20 mm. Cu aceste date se verifică imediat cá l„ = 0,12 m, altfel 
calculul trebuia refăcut. 

Dacă tensiunea de alimentare a bobinei este U’ = 2U — 240 V, ar îi rezultat: 

gom s EE N' "pur jeff. 
U' U U' 
dacă se consideră aceeaşi densitate de curent si aceeași valoare a lungimii l,- 
Relaţiile precedente, care arată că numărul de spire ale bobinei este propor- 
tional cu tensiunea de alimentare, iar secţiunea firului bobinei invers pro- 
portionalá cu tensiunea, sint folosite ori de cite ori se recondiţionează bobinele 
vreunui electromagnet de la o tensiune la alta. 

Se mai remarcă si faptul că numărul de spire ale bobinei si deci si canti- 
tatea de cupru utilizată depind direct de mărimea intrefierului 3, intrucit 
în expresia lui 0; cea mai mare parte o constituie amper-spirele necesare 
intrefierului. Cu cît 8 este mai mic, la un flux dat, cantitatea de cupru tolosită 
este mai mică și puterea pierdută in bobină, de asemenea, mai mică. 


Fig. 364 


Problema nr. 364. Un electromagnet de curent continuu este format din două 
coloane cilindrice din material magnetic, avind lungimea / $i raza a; coloa- 


N o 
. . H , : 1 ^1 s 1 a + 4 X 
nele sînt unite printr-un jug și bobinate uniform cu cite — spire pe coloană, 


parcurse de curentul i, astfel încît fluxurile produse să se adune (fig. 364). 


CE Scanned with OKEN Scanner 


510 ELECTRODINAMICA | 
————MMM MÀ 
Știind că permeabilitatea coloanelor este constantă si permeanta între coloane 
pe unitatea de lungime este g, se cere să se calculeze: 

1) repartiţia fluxului magnetic în lungul coloanelor; 2) fluxul in intrefierul 
armăturii mobile; 3) inductivitatea înfăşurării, 

Observaţii: Se va considera / 3» d. 

Solutie: 1. Fie 


u — tensiunea magnetică intre coloane; 

o, — fluxul magnetic fascicular in coloane; 

g — permeanţa între coloane pe unitatea de lungime; 
& — distanta de la jug; 


N ; ; j 
acd diam numărul de spire pe unitatea de lungime a coloanelor; 


r = = — reluctanta coloanelor pe unitatea de lungime. 


Aplicăm legea circuitului magnetic curbei a, b, c, d (T): 
Q nar-( nar c Bare nar c H dr = 
r a b c d 


du 
dx 


a a dz + dz b; = xn dz -i 


d l 
= +rOj= zni. 
dr 


Aplicám legea fluxului magnetic unui cilindru de lungime dx care imbracá 
coloana de sus între punctele b si c: x 


do 
— $, +D; + dz +- gu dx = Q; 
Ip e nl, 
dx 


Prin derivări şi inlocuiri se obține 
d&u 
— —rgu=0 
da [=] ? 
2 
dio, 
da? 


— rg o; = — xni g. 


Notind cu 4? = rg ecuațiile se pot scrie: 
d?u 2 

e Dat pa 0, 

dio, 

da? 

Soluţia generală a primei ecuaţii este: 


u = Cet + Ct, 


o D; = — xni g. 
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sau, alegind ca soluții particulare pe sh yz gi cha: 
n = Ach yo + Ag sh yz, 


rezultă: 
q= Lla = p= T sh yz + Aach yz) = 
= ọ — E (A, sh yz + Ach yz), 
unde: X 
o-—— şi t-[z-; 


pentru z =Q: U= Up Die Da 


pentru z = l: U = Uu 0, = 0 = 2, 
1 


unde `, este reluctanta jugului, iar 3i este reluctanta echivalentá a armáturii 


mobile si a celor douá intrefieruri. 
Din expresia tensiunii magnetice si a fluxului magnetic fascicular rezultă: 


Us : — Ai 

— LI 0 — , 

Po pia 
E 


A, ch yl + A, sh vt 


p= . 


LU m 
o 1 
/ a 
Din ecuațiile de mai sus rezultă: 
9 [^ Ro —ch 20) 


"PE s "UMEN UP EU aia: 3 
RoR 1 
[i + i3 sh yl + y + $)) adl 


9 |n + 3, eh yl + Sâ si | 


A= 
|( 4 ud ubt | (Ay + Àj) ch v| 


Interesează de obicei cazul cind Ra = 0, atunci 


A 3 
A, = 0 81 Aa = SEI ` 
sh yl -+ = ch yl 
G 
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În acest caz, expresia fluxului fascicular va fi: 
&, 


$,—9 b, nein ecce B T 
shyt 7 ch yl 


Din expresia de mai sus rezultă pentru z = 0: 
sh yl + (ch yl — 1) : 
sh yl + i ch yl 


2. Fluxul in intrefier se va obţine fácind z = l si este: 
d, 2- 9 sh yl 
sh yl 4- T ch yl 


3. Inductivitatea înfășurării rezultă prin integrare: 


o 1 rm , T 

L = 173 nb; dr = E z — Z sh ya , 

i 3 Y 0 

E sh yl4- RI [en yl — 5. sh vi) 
2 72 " 
L=" |i 4: sh = = H 
r Y &sh yl + ij ch yl 
unde 
&, 


A3= 


- 


sh yl 4 ze yl 


& este reluctanta totală a celor două coloane. 
Caz particular: 


&ı = 0, rezultă A; = 0 si deci: 


„Problema nr, 365. Un electromagnet de curent continuu are forma şi dimen- 
siunile din figura 365-a, fiind bobinat pe baza cu N spire parcurse de curentul i. 
Permeabilitatea miezului magnetic este constantă, iar permeanta între coloane, 
„pe unitatea de lungime, se notează cu g. Se cere să se calculeze: 

1) repartiţia fluxului in lungul coloanelor; 
2) fluxul prin întrefier; 
3) inductivitatea infășurării. 
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“Observaţii: Lungimea coloanelor este cu mult mai mare decit deschi- 
derea ferestrei | 3» c; permeantele între coloane și între capetele polilor și 
armătură se vor calcula prin metoda aproximării formei liniilor de cimp. 


a 
Fig. 365-a 


Solutie: Problema este foarte asemănătoare cu cea tratată la nr. 364, cu 
deosebirea că solenatia nu este repartizată pe coloane, ci concentrată pe 
jug. Notăm: 

b —" 

R, — £5 * * — reluctanţa armáturii ; 

pab 
5 ; E god " 
Ha;— 2k, - m reluctanta celor 2 intrefieruri tinind seama de umilări, 


Mot” 
unde k, <1 se dá în tabele sau se poate calcula aproximind liniile de 
umflări prin arce de cerc si segmente de dreaptă 


Hi ETT Ra + Rs ? 
— reluctanta pe unitate de lun- 


gime a jugului sau a unei 
coloane; 


R= (2b 4- c) = —reluctanta jugului ; 


b 2 nb 
g= "n 4- p In ( + E = perme- Fig. 305-b 


anta de scăpări pe unitate de lungime intre coloane. 
În adevăr din fig. 365-b rezultă cu ufe = oo 
b b d b 2 zb 
g= + Dnm po 2 + of = poft woe E], 
c Q0 C d ry c R C 
dacă utilizăm metoda aproximativă indicată in textul problemei 
ry și rh=t 
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1) Adoptind sistemul de axe din fig. 365-a, cu un element infinit mic dz 
și scriind legea circuitului magnetic pe curba I'— respectiv legea fluxului 
magnetic pe o suprafață închisă © ce imbracă elementul — rezultă ca in 
problema 364: 


— —q4?u = 
dz? 
d? (4) 
i ies 
| dr —— yo; =0 
respectiv: 
u(x) = A, ch yz + Agsh yx 
D(x) = = [A, sh yz + As ch yz]; (2) 


constantele A, şi A, se determină din următoarele condiții pe frontieră: 


În = 0; xNi = Ro: P/(0) + u(0), adică Ni = — Ro? deu. 


| z—l;u(l) = Ri OA), adică A, chyl + Assh yl = — Ë! (A, sh y 1-- Ag ch yl). 


3 
Rezolvind sistemul (3) găsim: di 
A, E Esh *l + Rj : ch«l 
(R, + Rpehyl + (: 4 Ea sh yl 
E (4) 
Ag = Ni Echyl + Ry sh yl 
(Ro + R)ehyl+ (5 + Ro: Rj/Z) sh yl 
respectiv dacă neglijăm pe RH, in raport cu R; 
A, = xNIE 
A, = — xNj Echt E Rishyt 4) 


Esh yl + Rj eh «fl 


Introducînd (4) in ultima ecuaţie (2) rezultă legea de variaţia fluxului magnetic 
fascicular în lungul circuitului magnetic 


$, (2) = xNi [EE Y j 
E LEshyl + Rjehyl 
2. Fluxul prin întrefier si fluxul prin bobină 


ch yz — sh va: (5) 


D, = $,() = Ni (6) 
Eshyl + Rj ch yl 
Do = $,(0) =x Ni PNE Rule hyt, (6^) 


Eshyl + Rj ch yl 
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Se observă că d, < d, datorită scăpărilor dintre coloane. De asemenea, 
comparind cu rezultatele de la problema 364 — considerind circuitul magnetic 
identic în ambele cazuri, rezultă că la aceeaşi solenatie x Ni, fluxul magnetic 
in intrefier ®, este mai mic în cazul de față, fapt ce se explică prin aceea 
că dispunind bobina pe jug, ea este imbrăţișată de toate liniile cimpului de 
scăpări si deci dispersia va fi mai mare. 


3. Inductioitatea bobinei 
În cazul de faţă: 


di ios NO,  xN? Behyl + Ry: sh yl . (7) 
i E E sh yl + Rychyl 


Deoarece în practică argumentul yl > 1, avem: 
T T rl R 


Pentru yl > 2... 3, shylæ chyll; rezultă cá inductivitatea dată de (7) 
este mai mare decit cea rezultată, in aceleași condiții la problema 364. Acest 
lucru e normal căci în cazul de faţă si cimpul de scăpări este mai pronunțat. 

Problema nr. 366. Să se calculeze inductivitatea de dispersie a crestăturilor 
pentru o singură fază, într-o mașină electrică cu 2p poli, q crestături pe pol 
si fază, si N, conductoare in crestătură. Forma şi dimensiunile crestăturii 
sint cele din figura 366. 

Solutie: Variatia cimpului mag- 


netic este cea din figurá; pe dis- E 
tanta A, cîmpul creşte datorită ZZ = 


: | c 
creşterii amper-spirelor, iar pe por- — 27 T 
iiunea h datorită micșorării între- 
fjerului. Expresia fluxului elementar 
este: 

dO, = Nd, * x, (1) 


de unde rezultă expresia inductivi- 
tátii de dispersie: 


p. a «V N*dA,. (2) 
9 


Fig. 366 


Dacă | este lungimea activă a conductoarelor in crestătură, atunci pentru 
ox x«h, avem relaţiile: 


ldx N 
dA, = go; N= g, (3) 
b, h, 


Pentru A, < x «hh, + hy: 
QA. = dig lda , 


N, = Np const, (4) 


»5 — Bazele electrotehnicii — c. 3277 
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Pentru ha + ha LIS ha + ha + ha: 


Pentru a calcula valoarea lui b, observăm din figură: 
b. = bi + Ž (b4 — b), 
ha 


unde, pentru z am schimbat originea pentru a integra mai ușor. Pentru 


h, + ha + hy S £ S hi + ha + ha + hy 
dA, = po Fi N, = N, = const., 
4 


de unde, pentru expresia inductivitátii de dispersie, rezultă: 
ha (Na X2 ldx h ə ld ha E ldx h, a ldx 
La = xp |G (1) ees N (N == 


hı b, 0 b, La Li (6 dj 
ha 


Prin urmare, permeanța redusă pe unitatea de lungime a unei singure 
crestături este: 


h, h m 
h 
uol > + +R £L 
— ci (ai . 
: d P b, " do a 


Dacă N; este numărul de conductoare în crestătură, atunci numărul total 
de conductoare ale unei faze va fi N = 2 pq- Na, iar pentru inductivitatea de 
dispersie a celor pg bobine în serie obţinem: 


La = x2pqN}Aa = x © -1+ Ag 
2pq 


Problema nr. 367. Să se calculeze inductivitatea de dispersie pentru o maşină 
cu 2p poli, g crestături pe pol si fază, si V, conductoare in crestătură. Forma 
ȘI dimensiunile crestăturii sint cele din igurile 367-a si b. 

Solupie: Pentru porțiunile hı, A, si ha, permeantele vor fi aceleași ca in 
problema nr. 366. Pentru porţiunea h}, permeanta se calculează astfel: 


T ———— 

3 rdxsinx:l 1 b. *1 ; b 

3 = —— — = — u larc cos A = — l arc sin t-D . 
on 9 2r sin g 2 Ho 2 o b, 


1 
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A 15 3 
; deci iut are sin E = 0,66 ul şi, in acest caz: 
2 


(y$ " li 
LEDs we În 4" 0,66 pol + di 
2pq 3b, b bs 


Dacă se ia A, — 0, formula este aplicabilă crestăturilor din figura 367-c. 


pa dm oi ce sa dS n e e 
- = 


-— —————— 


Fig. 367-a Fig. 367-b Fig. 367-c 


Problema nr. 368. Să se calculeze inductivitatea de dispersie a crestăturilor, 
pentru o mașină electrică cu 2p poli, g crestături pe pol si fază, si JV, con- 
ductoare in crestáturá, forma crestăturii fiind cea din figura 368. 

Solutie: Calculăm mai intii inductivitatea de dispersie a conductoarelor 
dintr-o crestătură, L,. 

o o à, 

La = P3 pe Ey a mi (1) 

unde indicii / si 2 se referă la cele două 

porțiuni geometric distincte din fig. 368. 

Considerăm, aproximativ, că în interior 

liniile cimpului magnetic sint orizontale, 

iar cimpul este constant în lungul ei; in 

fier ure = co, deci Hr, = 0. Din legea cir- 
cuitului magnetic rezultá: 

H (~) Lle) = x N(a):i 


dar l(a) —J2rsin«; N(a) = Na (: __ Sin =) 


q 


T P 


Li 


2nr sin a 9 


= 


B (e) = TL AC) — XhoNgi [s __ Sin =] 


dPp(a) = Bila) dA, = Bare dy = Bitler sin a + da 


XHoNg' l'i | sin 2e) 
SE a % NS R da 
2 


2m 
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dp (x) = N(«) - dby(a) şi reprezintă totalitatea liniilor de cimp care se 
inlántuie cu cele /V(a) conductoare, în zona 1. Fluxul total din zona 1 va fi: 


acm i u sin 2x 
o, = - dO,(a) = xul 5 Ne al Ç EXE f da = 
N? . [7 D: "1 uu "AT. 
== xu Dm t [5 Fs d- a ~ xul iN? 0,624. (2) 


Deoarece in zona 2 toate liniile cimpului magnetic H, inlănțuie cele N, 
conductoare, rezultă imediat: 


Pa = N: Op = N," uoh l eg = Xue liN; 2. (3) 
Introducind (3) şi (2) în relaţia (1) rezultă: 
La = go Ni 10,624 + zl i (4) 
iar inductivitatea de dispersie a întregii infásurári (plasată in 2 pg crestături) 
h " 

La = 2pq La = 2pq«u, N? [0,624 d A (5) 

În aceste calcule 1 reprezintă lungimea axială a conductorului. 
Problema nr. 369. Să se calculeze inductivitatea circuitului din figura 369-a 
care are N spire înfășurate uniform pe miezul feromagnetic de permeabilitate 


magnetică practic infinită. Circuitul este alimentat pe la mijloc si pe la capetele 
legate între ele (fig. 369-a). Se vor aproxima liniile de cimp prin arce de cere 


— 7/7 

777 77 NN 
BETERE 
T TE | La TY 
- | 22411 


/ 77 e, 
; I A A 


Fig. 369 


și segmente de dreaptă, si se va calcula numai cu fluxul din fereastră şi cu 

fluxurile de pe cele două feţe frontale (faţă si spate) (v. fig. 369-b). 
Soluţie : Din modul in care sint alimentate cele două jumătăți ale infá- 

„şurării (în opoziţie, astfel ca Ni -+ Naia = 0) rezultă că intre ele nu va exista 
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flux util, ci doar flux de dispersie. Considerăm in cele ce urmează că cele N 
S i : ix SEN "We . T N 
spire sint uniform distribuite pe lungimea l și notăm n = rA 


Cu contururile adoptate in fig. 369-a, fluxul fascicular elementar care 
străbate o porţiune dz dintre cele două coloane va fi: 


a 


déja) = E sde- g= Pe [n (1 + J| sa 


unde g esie permean(a de scápári intre coloane (pe unitatea de lungime) 
caleulatá la problema nr. 365. Fluxul total elementar care se inlántuie — pe 
intervalul dr — cu N(x) = xn spire ale unei bobine va fi: 


d(x) = N(z):.dj(x) = m 4-3.1n (: -+ =)] æ dx 
€ c 


T 


l 
— C QE PI. 2 E 
9 = lao = 2 chats 


Prin definiţie, inductivitatea de dispersie a unei bobine faţă de cealaltă: 


D 79 l zb 

2 
(căci întreg fluxul printr-o bobină este flux de dispersie). Faţă de bornele 
de alimentare, deoarece cele două bobine identice sint legate în paralel, rezultă 
următoarea inductivitate echivalentă: 


L l 2 d 
L.——X = xit az imi +2 |: 


Observaţie : Această situație intervine în practică la bobinele (transforma- 
toarele) construite din două jumătăți şi destinate a lucra la două tensiuni 
(de ex. 220 V cu jumătățile in serie si la 110 V cu ele în paralel). Dacă 
la funcționare pe tensiunea mică, cele două jumătăți se leagă în paralel greşit 
(astfel încît solenatiile să fie în opoziţie, ca în cazul nostru) cimpul magnetic 
nu se va închide prin fier, ci prin aer (ca flux de dispersie). În această situatie, 
la tensiune de alimentare dată, curentul absorbit de bobină depăşeşte cu mult 
valoarea admisibilă si aceasta se poate arde. Menţionăm că acest pericol 


există doar in curent alternativ, căci doaracolo 7 œ 


iar L, este mic 
OQLe 
(vezi vol. IT, c.a.) 

Problema nr. 370. Un transformator monofazat are miezul feromagnetic 
de dimensiunile notate in figura 370. Întășurarea primară are N, spire, iar 
cea secundară NW, spire. Sá se calculeze inductivitatea de dispersie a transfor- 
matorului. 
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Soluție : Problema este, in sine, foarte complicată astfel incit vom adopta 
următoarele ipoteze simplilicatoare, de altfel frecvente în teoria tehnică a 
acestor transformatoare: 

a) se consideră ure = co; 

b) cele două înfășurări sint astfel alimentate încît Niii + Via = O (in 
acest caz tot cimpul este de dispersie); 


Fig. 370 


c) datorită formei complicate a cimpului de dispersie din fereastră, se 
lucrează cu un cimp avind liniile paralele (vezi fig. 370) astfel încît aplicind 
legea circuitului magnetic pe curba I, să putem scrie: 


Q(z) = $ H -dr =f H -dr — H,-l; 


aer 


unde (se arată printr-un calcul mai exact, efectuat de Rogowski) 


} 
DOM NM 
4 di ds 0s 
zh 
dacă k + 24 este de același ordin cu b; 


d) se lucrează cu un diametru mediu al înfășurărilor 


e) se consideră că din liniile de cimp care trec prin spaţiul 4,3 dintre cele 
două infásurári, jumătate se inlántuie cu prima bobină si jumătate se înlăn- 
1uie cu cealaltă bobină. 

În aceste condiţii, variaţia cu z a cimpului de scăpări se prezintă liniară 
ca în diagrama din fig. 370. În zona di. cimpul H, are evident valoarea: 


x , x . 
Hy T NUI "gs | Nas]; By — ug, 
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Să caleulám fluxul de dispersie care se inlántuie cu cele N, spire ale infá- 


T A se îi “ia N : : : 
şurării primare. Se vede din figură cá cele — dz, spire (situate la distanţa z, 


UN i» " wd . . "Ns ! 
de origină) ale înfăşurării primare sînt imbrátigate de inducția medie = [B(z,) + 
+ Bo) care străbate suprafața mijlocie (a, — z) v dz Și de inducția P, care 
străbate suprafața mijlocie ndis * p 


„Ni 


B(zj) —3 B, =. 


l Ho’ 
d, a, d 


Atunci fluxul total elementar (din zona dz,) de dispersie al iînfășurării 1 în 
raport cu înfășurarea 2 va fi: 


404, = ([B(zj) + Bg(a, — 11) + Bots = P dz, 
1 


Da. = » d, = xt, `i z dis B T x ù 


Li, ca Qd — Xilko Nt i. Tu Ei E 2] : 
l4 43 2 


În mod similar se găseşte: 


Los = S68 = pa NE Te (t. 
Li 


2 


În teoria transformatoarelor se lucrează de cele mai multe ori cu așa-zisa 
inductivitate echivalentă de dispersie în raport cu primarul: 


E nas oa Is: l Lay, — xp, Nt Sn 52 (a; Ts ata), 


Menționăm că acest rezultat nu este afectat de ipoteza simplificatoare e). 
Aplicație numerică: 
N, = 200; N = 20; a, = 1,50m; a4 = 1,80m; a4, — 0,5 em 
h = 2cm; A = 0,2 em; d = 50m; x u, = 4r * 107? H/m 
dj, = 5 +2 +0,7 = 7,4 cm = 7,4 - 10? m 


L = = 5em =5:10m 
1— 0,6 


La = n 107 4.105.577 4,6107 = 3,70-1072H. 
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7.5. CIRCUITE MAGNETICE, INDUCTIVITÁTI UTILE 
ȘI DE DISPERSIUNE: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 371. Un circuit l'eromagnetie este format dintr-o porţiune de 
tor de secţiune dreptunghiulară, care subintinde unghiul la centru 2x — «, 
ca în figură, unde a este un unghi mic față de 2 x. Torul are raza interioară a, 
raza exterioară b şi înălțimea secţiunii c. Întrefierul ocupă unghiul la centru a 
(fig. 371). Stiind cá permeabilitatea porțiunii leromagnetice de tor este 
practic infinită şi că pe această porțiune sint înfășurate /V spire formînd un 
circuit electric, se cere să se calculeze inductivitatea proprie a circuitului 
electric format de cele JV spire. 


Ráspuns: Neglijind dispersia se obtine 
L—xg, N35. In 5. 


[^4 a 

Problema n . 372. Un electromagnet de curent continuu, avind forma si 
dimensiunile din figura 372, este bobinat uniform cu JV spire pe cilindrul 
central, parcurse de curentul i. Permeabilitatea miezului magnetic este con- 
stantă, iar permeanţa între cămaşa cilindrică exterioară si miezul central, 
pe unitatea de lungime, se notează cu g (7 2» d). Sá se calculeze: 

1) repartiţia fluxului în lungul circuitului magnetic; 

2) fluxul prin întrefierul armăturii mobile; 

3) inductivitatea înlășurării. 


Indicaţii : Pentru calculul permeantei g se va folosi analogia electrostatică, 
iar permeanta dintre armătura mobilă și miezul magnetic se va calcula folosind 


Fig. 372 


metoda aproximării formei liniilor de cimp. Se consideră cunoscute reluctanta 
armături R, $i reluctanta jugului Rọ Dacă notăm 


IT 1 . 
= fiat și pa 2 
uliza  n(dî— d?) d, 
In — 
da 


se poate aplica automat soluția de la problema nr. 364. 
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„Problema nr. 373. Un electromagnel de curent continuu, avind forma si 
dimensiunile din figura 373, este bobinat pe coloana centralá eu /V spire repar- 
tizate uniform. Spirele sint parcurse de curentul i, iar permeabilitatea miezului 
se consideră constantă. Se cere să se calculeze: 

1) repartiţia fluxului în lungul coloa- 
nelor ; 2d 

2) fluxurile prin intrefier; 

3) inductivitatea întășurării. 

Indicaţii: Lungimea coloanelor 
este cu mult mai mare decit lărgimea 
ferestrelor (l 3 c). Permeanta dintre 
coloane si permeantele dintre capetele 
polilor și armătura mobilă se vor cal- 
cula prin aproximarea formei liniilor 
de cimp. 


semnificaţia de la problema nr. 265, se 

pot aplica automat rezultatele de la 

Fig. 373 problema nr. 364 pentru jumátate din 

circuitul magnetic (din motive de sime- 

trie). Dacă O;(z) este fluxul fascicular in secțiunea z a unei coloane, in 
aceeaşi secţiune a miezului central avem: 


| $j(z) = 202) 
şi deci inductivitatea va fi de 2 ori mai mare. 
Problema nr. 374. Un circuit feromagnetic, din material de permeabilitate 


care poate fi consideratá infinitá, are forma din figura 374. Piciorul lui vertical 
poartă o infágurare cu JV spire, parcursă de curentul i. Se cere să se cal- 


Fig. 374 


culeze fluxul magnetic fascicular care trece prin piciorul vertical care poartă 
înfășurarea (placa feromagnetică de jos este considerată foarte mare). 
Răspuns: Utilizind analogia electrostatică obţinem: 
Nil 
In ad 
a 


qd, = 27 Xo 


Dacă r, g, Ra Ro Ra şi Rı au 
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Problema nr. 375. Sá se calculeze inductivitatea spirei din problema nr. 351 
fără a mai neglija cimpul de umflári (de la margine, între suprafeţele laterale 
ale discurilor) si cimpul de scăpări, care se închide prin aer de la suprafaţa 
cea mai de jos a discului inferior către suprafața cea mai de sus a discului 
superior). La calculul cimpului de umflări și scăpări se va utiliza aproximarea 
liniilor de cimp prin arce de cere si segmente de dreaptă. 

Indicatie: 


unde U,, rezultă din rezolvarea sistemului: 


XI = D os + Ua 


M 7 , c b - zr. * dra 
za? TN Umo = u|* mi z(b? -- a?) $ | U mı orb A dr, E | Um 2 Ta dra 
5 à 0 8 4- zr, 0 8 -+ xc + 2z(b— r) 


obținut, similar, prin scrierea legii circuitului magnetic şi a legii fluxului 
magnetic (printr-o suprafață închisă > care îmbracă foarte strins unul din 
discuri). 


7.6. ENERGIA ȘI FORȚELE ÎN CÎMPUL MAGNETIC 
CUASISTATIONAR: PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 376. O bară conductoare neferomagneticá (u, = 1), dreaptă, 
de secţiune dreptunghiulară, este parcursă de curentul de conducţie i, cu 
densitate uniformă J. Bara este introdusă într-o crestătură dreptunghiulară 
de la suprafaţa plană a unui corp feromagnetic de permeabilitate foarte mare 
(u = co), cu dimensiunile din figura 376-a. Se cere să se calculeze forţa 
care se exercită asupra barei, pe o porţiune / din lungimea ei (fig. 376-a). 

Soluţii : Alegem axele din figura 376-a și avem J — jJ. În primă aprozi- 
maţie, cîmpul H va îi orizontal (fig. 376-b) si scriind legea circuitului magnetic 
pentru un circuit ABCD dreptunghiular cu trei laturi duse prin corpul fero- 


B 
magnetic unde H = — zz 0, avem: 
u 


H =i H2), cu H,=0 pentru z < 0; 
H, = - Z pentru 0< 2z < k; 
H, = xJ T pentru k «z < h + h^, 


Forţa rezultantă se poate calcula pe mai multe căi, cu o precizie determinată 
nu numai de gradul de aproximaţie cu care este cunoscut cîmpul H in crestă- 
tură, ci şi de modul cum calculăm forţa, 
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Soluţia 1. Cu ajutorul expresiei densităţii de volum a forțelor, folosim 
valoarea calculată mai sus — in primă aproximaţie a cimpului (v. şi fig. 376-b). 
Eroarea principală a acestei aproximaţii o constituie forma considerată pentru 
liniile de cîmp din intervalul cuprins între bară şi corpul feromagnetic, unde, 
desi nu avem densitate de curent, cimpul rezultă rotational (cum se verifică 


| 


Fig. 376 


imediat pe un mie contur A'B'C'D' — fig. 376-b — la care se obtine o inte- 

gralá de linie diferitá de zero dacá considerám cimpul H numai orizontal 

si variind liniar cu înălţimea). Cum însă în această metodă vom integra fortele 

de volum numai pe volumul barei, eroarea asupra forţei rezultante va fi mică. 
Avem: 


F= í (Jx B)dv = ubl Y JH.) (j x i) dz 
U 0 


şi înlocuind expresia cîmpului H,(z) obținem: 


2 h 3 
B m ed! zdz = — kxu PE 1s, 
a Jo 2a 
sau introducind curentul i = bhJ avem: 
la 
F = — kx — | 
Apa. t (1) 


Forţa rezultantă este verticală și îndreptată în jos, apăsind bara în cres- 
tătură independent de semnul lui i, adică de sensul in care curentul par- 
curge bara. 

Soluţia a 2-a. Cu ajutorul teoremei forţelor lagrangiene, folosim aceeaşi 
aproximaţie a cimpului, deoarece energia totală rezultind tot prin integrală 
de volum este puţin afectată de forma exactă a liniilor de cimp într-o mică 
parte din volumul total (dacă a — b & a). Componenta forţei după direcţia &, 
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in care presupunem cá se deplaseazá bara in intregul ei, este datá de 
ew 
Fi =| i) cu Es, ys 
€ iet i : b ND . Ă 
Se observă imediat că, in aproximalia considerată a liniilor de cimp, depla- 
sarea barei in plan orizontal (după z și după y) nu modifică de loc structura 
cîmpului şi deci nici energia lui, astfel incit F. = 0, F, = 0. Dacă ridicám 
însă toată bara cu Az, pe verticală, regiunea ocupată de cimp deasupra barei 
în crestătură (pe înălțimea k,) se reduce cu Az = — Ah, astfel incit energia 
cimpului în această porțiune variază cu: 


NM es ciae e a 


x 2o 
unde 


B = pH (h) = E i. 
a 


În rest, energia magnetică rămine neschimbată, deoarece structura cimpului 
— determinată de o aceeaşi distribuţie a lui J si de aceleași condiţii la limită — 
rămîne neschimbată. Vom avea, aşadar, 
oW . AW 

| = li 

i=ct 


La 
á Oz A:90 AZ Ho 2a á ( ) 


adicá acelasi rezultat ca mai sus. 

Soluţia a 3-a. Cu ajutorul tensiunilor maxwelliene, integrate pe toate fețele 
barei, aproximatia folosită pină acum pentru cimpul H nu mai este suficientă. 
În adevăr, în această integrală de suprafață, regiunea în care cimpul, calculat 
în primă aproximaţie, este mult diferit de cimpul real (de exemplu, feţele 
MPP'M' şi MNN'L', fig. 376-a) este de acelaşi ordin de mărime cu regiunea 
în care cimpul, calculat în primă aproximaţie, este apropiat de cimpul real 
(de exemplu, fata de sus LMM'L'). Dacă vom folosi deci prima aproximație 
a cimpului, trebuie să ne așteptăm la un rezultat diferit de cel obţinut prin 
primele două metode. În adevăr, acum: | 


Fe€4q. T, dA = (| T, dA + ȘI T, dA + ) T,dA + 
JJ ^ bari LMNP L'M'N'P* 


LMM'L' 
+4 „T, dA + (| T, dA + (| Ta dA, (3) 
NPP'N MPP'M' LNN'L' 
cu 
ry 1 i 3 
p, | rue, — e, d -— | rure, -— il (4) 
| 2 x , 


unde e, este normala exterioară pe faţa respectivă. 
Unde cimpul e normal pe fata respectivă, avem: 


H —e,(He,) şi T, — ** Hen. (9) 
; 2x i 
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Unde cimpul e tangential la fata respectivă: 
He, = 0; T, = — = H*e,. (6) 
x 


La efectuarea integralelor de suprafață, însă, trebuie observat că: 

— contribuția ambelor fețe frontale [a primelor două integrale din (3)] 
unde structura cimpului nu ne este cunoscută, deoarece nu s-a precizat 
modul cum se alimentează bara cu curent, este neglijabilă, deoarece presu- 
punem bara suficient de lungă pentru ca ariile acestor fețe să fie mici față 
de ariile celorlalte fețe: i 

— contribuția feței de jos [a patra integrală din (3)] este neglijabilă, pentru 
că acolo avem H %0; 

— contribuția ambelor fețe laterale [a ultimelor două integrale din (3)] e 
neglijabilă, pentru că avem numai cîmp normal (același în modul pe ambele 
fete) si formula (5) ne aratá cá, schimbindu-se numai sensul normalei exterioare, 
vom obţine forţe egale si de sens contrar, de rezultantá nulá; 

— contributia fetei de sus se obtine imediat, cimpul fiind constant şi tan- 
gentia] H = H,(h) Cum e, = k, avem: 


săi E T,dA = k E HA) = —k AR VP i 
LMM'L' x 


2 2a a 


şi diferă de F dat de (1) și (2) cu raportul È. 
a 


Pentru a obține același rezultat ca și cu primele două metode trebuie să 
determinăm mai exact forma cimpului în vecinătatea suprafețelor laterale. 
— Componenta sa orizontală H, este aceea determinată mai sus: 


a MPP'M' o aflăm scriind legea cir- 


— Componenta sa verticală H, pe fat ) a 
(fig. 376-b) si tinind seamă cá in mate- 


cuitului magnetic pe conturul A'B'C'D' 
rialul feromagnetic cimpul este nul: 


Hz + a — Hg) C25 4 Hui) da - 0, 


2 
sau 
[ia HER A, 
Ho) dz 2 
În mod analog se obține pentru fața LNN'L' 
dH, a—b 
H,(2) ET qe 2 
Cimpul rezultant pe fețele laterale este, aşadar, 
| a—b dHe 


H,-d4H,— ht 
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respectiv 


L] — l iH; 
H, = ill, 4- k EE D 
uz 


iar normalele exterioare: 
€, — é, respectiv — e, — — i. 


Forţa rezultantă, corespunzătoare contribuţiei feţelor laterale, va fi: 
h y 
F" = T, dA +4 Tu, dA = | numi — (8. 
MPP'' SJLNN'L' x Jo 2 
. H 


— HU) + i A ldz, 


dar se vede uşor că H? = H, iar H4i = Hi = H,; 


Fr = an — ny Had da = 15 (o ap) E 
x Jo ü 


0 - z 


H dz; 


H (h) 1 


p'— -kl (a — 5 T dine (ih ARE 
x 0 2 2a a 


şi se vede că forţa rezultantă asupra barei va fi: 


F=P'y pr — hop 
2a 


adică același rezultat care a fost obţinut pe celelalte două căi. 

Este util de observat că forţa rezul- 
tantă care apasă bara în crestătură nu 
depinde de h (la curent i dat), adică 
nu depinde de înălţimea ocupată de 
bară în crestătură. 

Problema nr. 377. Un electromagnet, 
ca cel reprezentat in figura 377-a, cu 
intrefier normal pe axele bratelor cor- 
pului sáu feromagnetie şi de lărgime 3, 
este magnetizat de o bobină cu N spire 
parcursă de curentul č; el are forța 

Fig. 377 purtătoare F. Dacă se taie oblic (fig. 

. 377-b) capetele braţelor electromagne- 

tului, pentru ca feţele lor să formeze unghiul « cu orizontala, şi armătura se găse- 

şte Ja aceeaşi distanţă 8, măsurată pe verticală, sub feţele lor frontale, ca şi in 

primul caz, forța purtătoare va fi alta (F:) la aceeaşi solenatie Ni. Sá se 

calculeze raportul dintre F; şi F, neglijind reluctanta portiunilor feromagne- 
tice față de reluctanta intrefierului. 
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„Soluţii. Dacă se taie oblic capetele braţelor, păstrind aceeași distanță axială 
ȘI aceeași solenatie, forţa purtătoare va crește, deoarece scăderea reluctantei 
(produsă atit de reducerea întrefierului, cit şi de mărirea secţiunii de flux) 
produce o creştere a inducției B in întrefier. Neglijarea reluctantei porțiunii 
feromagnetice este echivalentă cu presupunerea cá p =Œ oo și deci H = Q. 
Vom presupune, de asemenea, că nu avem dispersie magnetică, adică fluxul 
total trece în aer numai prin feţele frontale ale braţelor (numai prin intrefierul 
presupus suficient de mic) cu cimpul omogen și perpendicular pe aceste fete 
(indiferent de înclinarea lor) — conform teoremei „refracției“ liniilor de 
cîmp. Cimpul în aer — oriunde în afara întrefierului — este presupus, așadar, 
nul. Vom calcula forţa F; pentru un a oarecare si vom deduce apoi pe F, 
luînd a = 0. Este necesar să cunoaştem valoarea inducției in intrefier si o 
deducem imediat cu ajutorul legii circuitului magnetic, tinind seamă că in 
corpul feromagnetic H = 0. 

Rezultă: 


"Ni 
B = pH = — — Won 
i: 28 cos « 

unde e, este versorul normalei la fata frontalá respectivá. Vom calcula acum 
forţa pe mai multe căi. 

Soluția 1, cu ajutorul teoremei forțelor lagrangiene. Rezultatul se obţine 
imediat, tinind seamă cá energia magnetică este localizată în întrefier (deoarece 
am presupus u = co în corpul feromagnetic): 


1 B? 1 Hy 1 A "i 
w= (aa Tli.) — JAS PIE. iR 
x JJ) 2u x 28cosa] 2uo 4 cos à. 


unde 243 este volumul (invariabil față de «) al celor două intrefieruri (cilin- 
droide). | 

Deplasind armătura, singura mărime variabilă este 3, care este, prin definiţie, 
măsurată pe verticală (şi anume, de la fata unui pol, în jos, spre armătură). 
Forţa, exercitată asupra armăturii, va avea, așadar, numai componentă verti- 
cală (considerată pozitivă, dacă e îndreptată în sensul creşterii lui à, adică in 
jos) şi avem: 


= — pup A (1) 


| oW N*i? A 
= —: ý 
i 08 li-c« Uo 4 cos2a 62 


semnul minus arátind că forţa tinde să apropie armătura de magnet. Cu x = 0, 
avem pe F si se vede că: 

F; 1 . P | 

— = — şi deci F; >F. (2) 

F cos*« ? 

Solutia a 2-a, cu ajutorul expresiei densităţii forței superficiale (v. problema 
nr. 387): 
pne 2 B2 a 
paza [. + Hi). 


= 8-a — 
Í "x 2 (21 Ha 
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Căutăm intii expresia generală pentru forța purtătoare F, care trage în aer 

(us = bo) de fata planá de arie A, a unui corp feromagnetic cu u = co = ua 

(şi deci H, — 0), in direcţia normalei e, = e,5, în cimpul omogen B,, şi obţinem: 
| EF 


F,—e, prd 


x3 ^ 


A r 
În cazul nostru, pentru fiecare braţ Ap = —— » dar forța rezultantă se 
COS c i 


obtine făcînd suma proiecțiilor pe verticală a forțelor care acționează asupra 
eelor două fețe „utile“ ale armáturii: 
Í:2;2 
F, = 2F, cos a = — | BIA = — i Ls G, (3) 
Zuo 4cos?« 62 
adică același rezultat ca mai sus. 

Observaţie. O cale asemănătoare cu cea precedentă ar fi folosit însumarea 
directă a tensiunilor maxwelliene pe o suprafaţă închisă X care inconjurá 
prin aer armátura, trecind prin cele două intrefieruri. Intrucit in aproximatia 
noastră avem cimp numai in intrefier și intrucit s-a considerat y. 2 co, calculul 
este acelaşi ca mai sus. 

Problema nr. 378. În întrefierul dintre polii unui electromagnet se găseşte 
un bloc feromagnetic ca in figura 378. Întregul circuit feromagnetic este 
presupus că are permeabilitate feromagnetică relativă infinită (inclusiv blocul 
din intrefier). Electromagnetul are o bobină cu N spire, parcursă de curentul i. 
Neglijind dispersia magnetică, să se calculeze componenta orizontală PF, a 
forţei cu care blocul e atras între polii electromagnetului (blocul are niște 
prelungiri care îi permit să culiseze numai orizontal). 

Soluţii. În poziţia in care se află (fig. 378) blocul e atras în întrefier din 
cauza înclinării feţei lui din întrefier cu unghiul (mic) « faţă de orizontală. 
În adevăr, în acest caz, la deplasarea blocului cu distanţa z, măsurată de la 
fata laterală din dreapta a circuitului magnetic, intrefierul scade cu x tga şi 
cimpul magnetic crește, ceea ce duce la creşterea energiei magnetice totale 
a sistemului. Caleulám cîmpul folosind legea circuitului magnetic, tinind 
seamă că în fier u az oo (respectiv H = 0) considerind tot cimpul concentrat 
numai în întrefier, adică în dreptul fetelor polilor. La distanţa z' de latura 
din dreapta întrefierului are lăţimea y = a — (x + 2) tga și cimpul este: 

i Ai oa DEE ame e natie 
y a — (x + x^) tgz 
avînd practic direcţie verticală. 

Soluţia 1. Cu ajutorul teoremei forţelor lagrangiene, componenta orizontală 
a forței de atracţie (în sensul z crescător) se calculează din: 


jar W = | Mal qu bo v H*(y) ycdz'. 
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Dar 
da! = — dU, 
tgx 
şi înlocuind pe H(y) putem efectua integrala, determinind energia: 
. à—(x--b) tga 
Nj? N?i? Las 
W == NT, ipy ug 8. 
21g« y 2tg^ a—(z + b)tg« 
ü—ttgax 
y 
Fig. 378 
Deci: 
oW zua Ni? cbtga 
Pa = (B eB us 
dz ]i-ct 2 [a— (b 2) t£a] (a — x tgo) 


În problemă se cere forţa in poziţia iniţială, pentru care v = 0, şi avem: 


Xoti? — cbtga 
2 (a—btga)a 


F,(0) = 


Soluţia a 2-a. Cu ajutorul expresiei densităţii forțelor superficiale: 


36 — Bazele electrotehnicii — c, 3277 
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putem obţine acelaşi rezultat ca mai sus, prin integrare pe faţa înclinată a 
blocului feromagnetic. Deoarece acesta are p = p; = oo, ceea ce implică 
H, = 0 (conform teoremei „refracției“ liniilor de forţă), iar u, = uo, obținem 
pentru componenta orizontală (după axa z): 


fas za (Cii) & SF. m po Hy) sin g. 


Cimpul H,„(y) din această expresie nu este însă cimpul H(y) determinat 
mai sus. În adevăr, proprietatea de perpendicularitate a liniilor de forță pe 
suprafața corpurilor feromagnetice arată că, în imediata apropiere a feţei 
înclinate a blocului, liniile de cimp se abat de la direcţia lor — practic verticală 
in rest — luînd o înclinare față de verticală. Pentru a ne menţine însă in 
limitele aceleiași aproximatii — limite determinate de ipoteza cá nu avem 
dispersie magnetică — vom presupune că şi în apropierea feţei înclinate a 
blocului secțiunea de flux (normală pe liniile de cimp) rămine aceeaşi si deci 
și cimpul rămîne neschimbat, că adică: 

„Ni 


) 


situindu-ne de la început în condiţiile problemei, adică cu z = 0. Componenta 
rezultantă a forţei va fi: 


L 3 a—btga z a—b tga 
cdx’ xo N*i dı 
F, = (| fa dA = fa - e | e dy = E | (h 
cos sin a 2 y? J 
S a'=0 a a 


« 
[S xp, NI? cb tga , 
2 (a—b -tgx)a 


adică același rezultat ca mai sus. 


Problema nr. 379. Un fir conductor flexibil, în formă de elice cu pas mic, 
formează o bobină electrică lungă, fără circuit feromagnetic. Bobina are 
secțiunea A, lungimea [ si JV spire. 

Bobina este suspendată vertical de una dintre extremităţile ei si este ali- 
mentată cu un curent i. Se cere să se calculeze ce greutate G ar trebui atir- 
nată la extremitatea ei liberă, pentru ca bobina să nu se scurteze sub acţiunea 
forţelor electrodinamice care se exercită asupra ei, cind e parcursă de curen- 
tul i (fig. 379). 

Soluţii. Pentru ca bobina să nu-și schimbe lungimea, trebuie ca o porţiune 
oarecare « a ei să se afle în echilibru sub acţiunea greutăţii G si a forțelor 
electrodinamice de rezultantă 7, care acţionează asupra spirelor acestei por- 
tiuni. Întrucît bobina e lungă, cîmpul in interior este acelaşi ca al unei por- 
tiuni de solenoid infinit (de axă Oz): l 


B=kB =k E Ni; (1) 
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cimpul in exterior (cu exceptia zonelor de la capete) este nul: 
B., — 0, (2) 


iar inductivitatea bobinei este: 
o BAN __ ZNA (3) 


Soluţia 1: cu ajutorul teoremei for- 
telor lagrangiene considerăm o depla- 
sare pe verticală — în sensul alun- 
girii bobinei (al lui z crescător) — 
a pcrtiunii al cărei echilibru îl căutăm. 

Rezultanta forţelor electrodinamice 


va fi: 
ew ITLI sa 
"-(£). ba) 
| CZ Ji=ct oz 42 
i? dL xus N*A i? 
purae cu ue sc ciere werden Ep. 
2 di i? 2 


adică este dirijată în sensul z< 0, 
adică in sus, tinzind să scurteze bo- 
bina. 

Soluţia a 2-a. Cu folosirea tensiunilor 
maxwelliene, putem afla forța rezul- 
tantă integrind aceste tensiuni pe o | 
suprafaţă închisă care cuprinde porțiunea (arbitrară) de bobină, considerată. 
Ca totdeauna, suprafaţa se alege astfel incit cimpul să ne fie cunoscut cit 
mai simplu pe această suprafaţă. De aceea vom alege suprafața X (fig. 379, b), 
care secționează bobina deasupra porțiunii « considerate $1 care se inchide 
prin exterior la distanţă suficient de mare de capătul de jos al bobinei pen- 
tru ca să avem peste tot Bes = 0. Contribuie, deci, la integrala tensiunilor. 


numai porţiunea interioară a lui E, unde e, = — F, unde cimpul este Ik B 


gi deci 


Fig. 379 


2XUo 


r, = - [mg eg —e 57^ | - -^ | pe, 
* ^ 


lar 


T = (| made TA--—h smeska 


y. 
2xuo 2 


asa cum am obtinut mai sus. l ] s | 
'Obsereatie. Felul in care a fost luată suprafaţa, în exemplul prece- 
dent, pune în evidență atit avantajele folosirii tensiunilor în rel one pentru 
rmi ] ionează asupra corpurilor din inte- 

ea rezultantei forțelor care acţioneaze orp |] 
DET l te tensiuni nu furnizează 


: . i it si faptul cá aces 
iorul unei suprafeţe închise, cit $ el mele dtt iată ai 
distribuţia sali a acestor forțe. Această distribuție reală este dată numai 
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de expresiile elementare ale densitátilor — superficiale şi de volum — ale 
. forţelor, care in cazul nostru se exercită exclusiv asupra spirelor porțiunii de 

bobină considerate. 

În problema de faţă, calculul direct cu aceste expresii elementare ar fi 
fost mai dificil, necesitind cunoaşterea amănunțită a dimensiunilor şi formelor 
geometrice ale spirelor, cu toate că, indiferent de formele particulare consi- 

derate, cu o aproximaţie egală cu aceea care 
corespunde folosirii formulelor (1), (2) şi (3), 
forţa rezultantă ar fi fost aceeași. 

Problema nr. 380. Un conductor rectiliniu, 
infinit lung, parcurs de curentul i, se află intr-o 
nişă feromagnetică (upę = co) ca in figura 380. 
Aproximind liniile cimpului magnetic prin arce 
de cerc, sá se calculeze forta care se exercitá 
asupra conductorului pe unitate de lungime. 
Date numerice: 


i = 103A 

h = 20 cm 

a = 10 cm 
Fig. 380 a = 30° 


Soluţie : Din legea circuitului magnetic aplicată pe conturul T: 
2az-H(x) — xi ; B) = tHe) = E - 
2a x 


h 
cosx dr - * Ao li Is h 


h—-a 2 2x (h — a) cos « 


| o = | Bia) dA = 


Energia înmagazinată în cimpul magnetic produs de conductor va fi: 
; E h 
Hd PERE a aon t. 
2 4x (h— a) cos « 


Din motive de simetrie, nu va exista forță decit în direcţia x 


F xU = Hol je (h —a) cosa. ho 1 _xuolE — 1 ENT 
ca |i 4x h cosa  (h—a) 4x | h—a 


adică este o forţă de atracţie (in sens contrar a-ului crescător). Pe unitatea 
de lungime: 

FO wi 1 4w + 1077 + 100 a 

f= — ud 1 aaa E O a 6N = 0,6 kgf. 

l da  h—a 4: n/6 0 10 j 
Se vede că aceste forțe sint proporționale cu patratul curentului; de aceea 
ele iau valori apreciabile la scurt-circuit, 

Observație: Calculul s-ar fi putut face exact fără aproximarea liniilor de 

cîmp, cu metoda imaginilor (ca în problemele 177, 196, 360 etc.) dar obti- 
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nerea unui număr finit de fire imagine (fiecare exercitind asupra firului real 
o forţă ca in problema 72) e posibilă din păcate doar cind unghiul « este mul- 


tiplu întreg de 15° l3 , vezi si problema 196. 


Problema nr. 381. O spiră circulară de rază R, executată dintr-un con- 
ductor neferomagnetic de diametru 2 a, este 
plasată in aer si parcursă de un curent i. Să se 
caleuleze eforturile mecaniee care apar in 
spiră datorită forţelor electrodinamice (vezi 
fig. 381). 

Solujie: Inductivitatea unei astfel de spire 
este: 


Le xu, Rn —2 + "|= 
a 4 


=R (n - 1,75) 


căci u, = 1. La trecerea curentului i, apare Fig. 381 

o forță radială uniform distribuită, fa, 

care tinde să mărească raza spirei. În adevăr, din teorema forţelor lagran- 
giene, rezultă: i 


oW 1 sa 0L 1 , SR . 
Fa = mR: fr = D LIBI ana (In E 0,75) 
oR |i 2 a 


Separind o jumătate de spirá (cea hașurată) şi scriind condiţia de echilibru 
mecanic între forţele exterioare fa si cele interioare F = za?c (unde c este 
efortul unitar la întindere) rezultă din figura 381 


elä 


F =( fr * cos 9 R- dọ = me [m= — 0,75) = nai o 
0 T 1 a 
De aici 


pa um - 0,75) 


(27a)? a 


Se vede cá si aici pericolul apare la scurteircuite, cind i? ia valori foarte mari. 

Problema nr.' 382. Doi cilindri feromagnetiei, dintre care unul plin, de rază 
exterioară R;, iar celălalt gol, de rază interioară R., sint dispuşi coaxial si 
montați la extremitatea superioară pe un disc, de asemenea feromagnetic. 
În întrefierul dintre cei doi cilindri, şi anume la extremitatea superioară, 
se găsește o bobină cu N spire străbătută de curentul electric de conduetie i. 
Un inel închis, de rază a (R. > a > Hj) şi de rezistenţă electrică R, avind 
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masa m, poate să cadă liber in lungul intrefierului (fig. 382). Știind că per- 
meabilitatea magnetică relativă a corpurilor feromagnetice poate fi consi- 
derată infinită, se cere să se calculeze viteza de cădere a inelului. 


Soluţie : Considerind u,, = oo, bobina avind o 
ou 
NES 


solenatie Ni produce între cei doi cilindri un cimp 
magnetic (care a fost calculat la problema 361) diri- 
jat radial, avind inducția în dreptul spirei: 


__ Xp Ni 
Bac (1) 
aln — 

Ri 

Cind spira se deplasează în jos, se induce în ea o 
t.e.m. de mișcare, orientată ca în figură, de valoarea 


U.=$ (vx B) dr = 2za-B -v 
care dă naştere unui curent 
ù = —-——.w. (2) 
R R 

Spira parcursă de curentul i, găsindu-se in cimpul 

magnetic B, va fi supusă la o forță 
F = i drxB =— 27a i Bhk = — (27 aB} |k 
(3) 


dirijată, conform regulei burghiului drept, în sus. În formula (3), B este 
dat de (1). 


Ecuația de mișcare, sub acțiunea gravitátii şi forței F este: 


Fig. 382 ` 


> o V 
m de —mg--F-k LZ — (2x aB}? x 
dt R 
sau 
A9 aog CEB y 


dl T mR = 


Fresupunind cá la t = 0, v = 0, solutia acestei ecuatii diferentiale este: 


Crab) 


: — t 
v(t) = i = 0 mR | 
(2x a B} 


dnie a dad 
Problema nr. 383, Utilizind definiția energetică a inductivității Ur = Lie) : 


să se calculeze inductivitatea de dispersie echivalentá in raport cu primarul 
= H ` T . H . BOr 

a unui transformator tip coloană, cu intăşurări cilindrice (vezi fig. 383) adop- 

tind primele patru ipoteze simplificatoare folosite şi in problema nr. 370. 
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Soluţia : Avem si în acest caz: 


] Ni 
dj, = d 2A! 4-3 Haaj lim — i Hp = ah 
Ld + aa + a3 d 
zh 


Energia magnetică din aerse poate scrie: 


1 "m 
— La = — Po 3 - dv 


" 
" 1] * M 1 1 ` D H rA 
unde 77, are variaţia din figură, iar dv zz S A 
ZT dio > la À` dx. 7 
Rezultă imediat: ; 


RS 


l 2 9 rd a x? aa 
W, — wu T | — da i '" "dz 
2 d 0 aj a 


Hx l= =) da'|- 
0 d, 


=% we Tdi NE de . 
2 ly 3 


De aici deducem: 


La = xi 


m (a +25) 

d 3 

expresie care are aceeaşi formă cu cea i 
de la problema 370. Această metodă de i 
calcul a inductivităţilor este foarte rás- Fig. 383 

pinditá, in special in curent alternativ. 

Problema nr. 384. Sá se arate cá energia magneticá ce variazá in functie 
de poziţia unei spire parcurse de un curent i, si situată în cîmpul magnetic 
al altei spire, parcursă de un curent i4, are valoarea W,, = G,,i,, în care O, 
este fluxul magnetic produs de curentul i, și imbrátisind spira considerată. 

Soluţie. Cu notaţiile din figura 384, energia magnetică este: 


4E E. i a F 
2 2 2 2 
Se observă că primii doi termeni, 
i3 $ 
= a Pat > ia Pa = Wo 
2 2 
nu variază cu poziţia relativă dintre spire, şi că ultimii doi termeni, 
1 , 1 Md [9] ba W 
— ti Pa t -504-W, 
2 2 
sint funcţiune de această poziţie. Cum 
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avem: 
> 1 LI 1 g’ "TE . . 
Wy = 1 Miis -+ 73 Miis = Miia = Pasti = Panta. 


Problema nr. 385. O bobină cilindrică verticală, situată în vid, are lungi- 
mea l, raza a, N spire și este parcursă de curentul de conducție 1. În centrul 
bobinei (care este ales drept origine a unui sistem de coordonate carteziene 

2a 


al 


Q 691 


Y, 
eS 


X) ( 


x [aV] 


)0 


4 


* 
a 


e, 
- 


"Y: 


RI CI RO 


^I 


- P. 
deg | 


ESIN 


LX 


x) ( 


5 


X)! 


D 


IoIOIOJOJOIOIOlOIOIOl!OICIÓOIOIO! 


UJ 


Fig. 385 


cu axa Oz dirijată în jos) se găseşte o mică spiră circulară, orizontală, de 
rază b < a, de rezistenţă R si de inductivitate neglijabilă (fig. 385). In mo- 
mentul f = 0 se libereazá spira, pentru a cădea. Se cere să se stabilească 
ecuaţia căderii spirei în vid, în cimpul de gravitație vertical și în cîmpul mag- 
netic al bobinei care are JV spire. (Se va presupune că bobina este scurtă.) 
Solutie : Ecuația mișcării este 


Fig. 384 


d?z A | 
n — —mg-tF, (1) 
dt? 
oW 
unde F, =— | 
CZ |in fa 


conform problemei 384, avem însă: 
1 . 1 .a . . 
W--Lu + T Laiz + Mirta 
2 2 


şi doar ultimul termen, adică energia magnetică de interacțiune va depinde 
de z prin intermediul lui M. Dar: 


l E i 
2 ; 2 


că 7 N N 
M = = UE nl? (cosa, -- cosa.) = ^e zb? Ri errem 


goo a ai ES M ETT w 
pg ac 


2 


z+ 
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considerind ca b «& a 
^ i ə é LET 
F, = Zr ( Mi4;) |; = iita — 


(derivata se face la i, constant). Dar, din legea inducției electromagnetice 


i. ôN 
h=- (Mi E, 
R dt R z dt 
Rezultă in final 
"od " 
R dt V ez 
adică îndreptată in sens contrar lui z > 0 unde, conform relației (2) 
1 1 
A E mila ali cae ef mi Cea ai fe : 
M osi i Xia nba? l 278/2 l 2 13/2 e 
us " l**(z-) | + (3 +2) | 
2 2 


Înlocuind (3) şi (4) în ecuația inițială (1) obținem în final: 

1 1 
l 213/2 à U 278/2 — B 
[e+ (-3] | +t | 


Aceasta este o ecuaţie diferentialá de ordinul II, neliniară, care este destul 
de greu de integrat. Pentru determinarea constantelor de integrare, avem 


două condiţii iniţiale: 


dz dr dH | xu Nra?b? j 


di ' dt mR 2l 


la t=0, z=0 s —0. 
dt 


Problema nr. 386. Un circuit electric format din două fire paralele, la dis- 
tanta 2a unul de altul, se termină la un capăt cu o buclă plană de formă oare- 
care. Circuitul este parcurs de curentul i, este aşezat vertical şi are extremi- 
tatea cu buclă in întrefierul unui magnet permanent care are greutatea C. 
Știind că planul circuitului electric este paralel cu feţele de arie A ale polilor 
magnetului permanent, cá întrefierul (foarte mic) are grosimea 3 şi că cir- 
cuitul parcurs de curentul i abia menţine suspendat în aer magnetul, în po- 
zitia în care aria porțiunii de circuit cuprinsă în întrefier este A; (fig. 380), 
se cere: 

1) să se calculeze — la i dat — valoarea inducției necesare By a magnetului 


permanent ; 

2) să se calculeze valoarea curentului i necesar, în ipoteza că inducția Bo 
este neglijabilă. 

Permeabilitatea corpului feromagnetic al magnetului permanent va fi 
considerată — practic — infinită. 


IO 
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Soluţii. La echilibru, magnetul va acţiona asupra circuitului cu o forță 
egală cu G = RG, unde orientarea rezultă din axele alese (fig. 286). Cimpul H 
în intrefier are numai componentă după axa y si este uniform pe toată supra- 
fața întretierului, în afara conturului ACB al circuitului în lungul cáruia 


a) 


Fig. 386 


suferă un salt egal cu x i: 3, conform legii circuitului magnetic. Folosind 
această lege, aplicată unui contur închis conținut intr-un plan normal pe 
fețele polare şi care înconjură în sensul de referință curentul i, şi folosind legea 
fluxului magnetic, aplicată unei suprafeţe inchise care imbracă unul dintre 
polii magnetului permanent trecînd prin intrefier, obţinem cele două valori B; 
și B, ale inducției înăuntrul şi în afara circuitului AC B, în funcţiune de curen- 


tul i şi de inducția Bọ a magnetului permanent: 


— (B; — B) è = xi; 
Uo 


B;A; + B.(A — Ai) = Bă, 
de unde 
A — Aj 


B; =B Xoi, ————— 3 
ot x 2 


B, =B, — Hea, 


Soluția 1. Cu folosirea expresiei lortei elementare, avem: 


G =f i(dr x B), 
ACB 
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unde B este cimpul „exterior“ elementului dr dat de: 


B; 4- Be xui A —24A; . 
EOE ue p 0 , 
2 oj + 8 aa 7 


B = 
şi deci: 


o - pee zh pe] 


. i*a A — 2A; 
— k (Bo 2a paote aa, 


ò A 
Solutia a 2-a. Cu folosirea teoremei forțelor lagrangiene, avem 


W => Li? + By, 


unde L este inductivitatea proprie a circuitului parcurs de curentul i. Cum 
forţa se obţine prin derivare, nu ne interesează decit partea W” din energia 
totală care variază la deplasarea circuitului și în care intră numai inductivi- 
tatea L' corespunzătoare intrefierului: 


__ (Bi— B9) Ai xu (A—4A)Ai 
NULL Mia INI ae isi ai A 
i à A 


W' = Xt (4; = at) Atri 


expresie în care numai A; variază la deplasarea circuitului şi numai atunci 
cînd circuitul este deplasat pe verticală. Forța nu va avea decit componentă 
verticală și, deoarece: 


dA; 2a dz 
= — = 2a, 


dz dz 
vom obtine: 


G=k | Ll ) = Ei ai TT iB Pa ] k, 
1=ct 


êz à 


adică aceeași expresie ca mai sus. 
Din expresia forţei obţinem rezultatele cerute: 


şi explicitindu-l pe « 


, G8.A 
lnecesar = LEE ceia ci 


*uga(A — 24;) 


(pentru cazul B, 0). 
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— Să se explice de ce in ultimul caz (cind corpul feromagnetic nu e mag- 
netizat) există situaţii in care nu putem obţine echilibru. Se observă că 


E A b w 
inecesar => 00, dacă A; = 39 in general, dacă A < 24;; in acest caz, cu- 


rentul necesar devine imaginar. 
Problema nr. 387. Sá se determine, in márime 


2 şi sens, densitatea superficială a forței care 
acţionează asupra unei suprafeţe de disconti- 
nuitate a proprietăţilor magnetice ale unui 
mediu situat în cimp magnetic. Se cunosc per- 
meabilitátile u, și ua ale mediului, de o parte 
si de alta a suprafeţei de discontinuitate (in 
care nu sint localiza(i curenţi electrici super- 
ficiali) şi valorile componentei normale B, si 
tangentiale H, ale inducției, respectiv ale inten- 
sitátii cimpului magnetic. De ambele părți ale 
suprafeţei de discontinuitate, permeabilitatea 
nu depinde de densitatea de masă (fig. 337). 

Soluţii. Vom considera o porţiune infinit mică AA din suprafaţa S de dis- 
continuitate, strápunsá în O de o linie de cîmp a inducției magnetice B,, 
B, care se „refractă“, după teorema cunoscută, stabilită pe baza conservării 
componentei normale B, a inducției (consecinţă a legii fluxului magnetic) 
si a conservării componentei tangentiale H, a intensității cimpului magnetic 
(consecinţă a legii circuitului magnetic și a absenței curenților superficiali). 
Dacă suprafața este suficient de regulată (avind curbura continuă si finită), 
ea poate fi considerată plană în cuprinsul porțiunii infinit mici pe care o 
considerăm sectionatá (fig. 387) după planul determinat de tangentele la 
linia de cimp în punctul O. Acest plan contine vectorii B, si H;, respectiv B, 
și H, ai cimpului din O de o parte si de alta a suprafetei si contine de aseme- 
nea si normala e, (aleasă cu sensul de la 1 piná la 2), cum rezultá imediat 
din conservarea componentei H, pentru orice directie continutá de planul 


tangent în O la suprafaţa S. 
Soluţia 1. Cu ajutorul expresiei densităţii de volum a forţelor ín medii 


i er. 
neomogene [fară curenţi de conductie şi ps = o i 


Fig. 387 


T 


] = — - T grad u (1) 


x 
putem afla forţele superficiale căutate prin trecere la limită, Vom inlocui 
in acest scop suprafaţa de discontinuitate S cu un strat subțire de grosime Ax 
in care presupunem că permeabilitatea variază continuu de la p, pină la us, 
și anume în așa fel, încit suprafeţele de egală permeabilitate sint toate para- 


lele cu S. Permeabilitatea va depinde de variabila x corespunzătoare unei 
axe normalela S (de versor €), funcțiunea necunoscută u(+) fiind presupusă 
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integrabilă, iar în rest complet arbitrară. In acest caz, grad (u) = ei; Æ 
r 


și avem pentru densitatea superficială de forţă: 


EF 001 dim gr, 
AA AA Ax-—0 


unde 32F este forla totală exercitată asupra volumului cilindroid V4 de secti- 
une AA si înălțime Ax, obținută prin integrare numai in raport cu x: 
«(i=a: X-4t 72 " 
F = V "t Fdo = AA |; = E grad u) dx = — AAe;, ELE V H?du, 
-0 2x 2% Us 


X-A 


Au 


dar 
M = Hi E = get HL 


unde B, si H, se conservă la trecerea prin zona de grosime totalá Ax sufi- 
cient de micá si avem: 


2 1 9 1 1 9 
EP = AMA eg |B | — + H (a — Ha) = 
2x Us Ha 


i] 
U H2 J 
și se vede că forța totală nu depinde de Ax, astfel incit: 


2H 2H 
$i a p igit Bh 4 Hi). 
AA AA x 2 U4 Uo | 
Soluţia a 2-a. Folosind tensiunile maxwelliene, putem determina forța 

totală A2P asupra volumului V, integrind tensiunile (pe suprafața exteri- 
oară a acestui volum cilindroid), direct pentru situaţia reală cu variația dis- 
continuă a lui ų, în care caz Ax poate fi luat oricit de mic. Contribuţia supra- 
feţei laterale de înălțime Ax poate fi atunci neglijată şi rámin numai cele 
două baze de arii infinit mici AA situate în medii diferite, care dau 


A?p S AA (T n2 + Tm) 


1 
— A4ey d E 


versorii respectivi eja și eg; = — Cia astfel încît: 
> AF 
Í: AA n2 + ni 
1 H4B H,8 
TRE | H, (Ba e) — €» a * EF H(B. ex) — en le 
* Le PA 


f, - 28. qr, — 0) a | 
x 


9 
a. XA Us 


1 o -— 1 a Ma— qM 1 a 
f; -e i5 Uu Ha + > Ba Ha 1 + — Hi n — p|: 
* (4 * Us ed Hi Ua 2 
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deoarece Bge, = B, = — Bi en, H, — H, = e B, [> - x 
a s Us Ua 
jar 
Bi = B; + yi Hi; 
Bs = Bi + vi H}. 
Obţinem in definitiv expresia găsită mai sus: 
1 p — o 1 9 g 
f,— ex - A=, <- 2 
x 2 Ha He 


Rezultatul obținut arată că forțele superficiale datorite variației disconti- 
nue a lui y sint normale pe suprafața de discontinuitate. 

Problema nr. 388. O coloană de fluid conductor, cilindrică, rectilinie, verti- 
cală, de rază a și permeabilitate relativă u,, este parcursă axial de un curent 
de conductie, cu densitatea constantă J. Să se calculeze ce presiune supli- 
mentară se stabileşte în coloană la distanța r < a de axă din cauza forțelor 
pe care cîmpul magnetic produs de coloana parcursă de curent le exercită 
asupra elementelor ei de volum (fig. 388). 

Soluție. Presiunea suplementará care se stabileşte in vina conductoare este 
acea presiune care, exercitindu-se singură asupra unei element de volum 
solicitat de forța electrodinamică 
f dv ii asigură echilibrul. 

Folosind coordonate cilindrice 
2, «, r (fig. 388) avem: 


f = (IxB) = 
= —e,JB = ef; (1) 
cu 


d e r ? 
Bae cbe pt oan a A a J r. 
27 a? 2 


Forța de volum fiind radială 
şi depinzind numai de r, scriem 
ecuația de echilibru a elemen- 
tului de volum, după direcţia e,: 
fdv + p(r) rd«dh — p(r +- drY(r -- 


+ dr) da dh + 2p(r) dr dh = = 0; 


sau fr da dr dh — - (pr da dh) dr + p dr dx dh = 0, 
ar 
— dp —= H == dp 2 

sau fr —r ~ 0; f x: 


(ceea ce am fi putut obtine direct din relatia generalá a echilibrului hidro- 
static f — grad p = 0). 
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În cazul nostru avem f < 0, conform relației (1) — , ceea ce este rezultatul 
atracției dintre elementele de volum parcurse de curenţi omoparaleli, și 
rezultă: 

_ JB = Xa pro P, 
2 


dr 
de unde, prin integrare, 
psi i quA 


Constanta de integrare se determină din condiţia că la suprafața conduc- 
torului (r = c), presiuhea (suplementară) este nulă și rezultă: 


— Petr pigs. ră). 
4 

Problema nr. 389. Un cîmp magnetic uniform și constant, de inducţie B, 
are liniile de cimp orizontale și ocupă o prismă orizontală de secţiune dreptun- 
ghiulară (de exemplu, cîmpul dintre piesele polare ale unui magnet perma- 
nent). Perpendicular pe cîmp, — si cu două laturi orizontale şi două verti- 
cale, — se găseşte un cadru conductor dreptunghiular, de rezistență R, de 
masă m şi de dimensiuni a și b (fig. 389). O parte din cadru este situată în 
cimpul magnetic (si anume, partea lui superioară), iar cealaltă parte este in 
afara cimpului magnetic. În momentul t = 0, cadrul e lăsat să cadă liber 
(și fără frecare). Se cere să se determine legea de cădere a cadrului pină în 
momentul în care el iese complet din cimp. Se va neglija inductivitatea pro- 
prie a cadrului. 

Solutie. Mişcarea cadrului este determinată de greutatea G, pe de o parte, 
si de forţa electrodinamică F, pe de altă parte (care acţionează asupra laturii 
de sus a cadrului, deoarece laturilor ver- 
ticale le corespund forte egale și de sens 
contrar, iar latura de jos nu e situată în 
cîmp). 

Alegind axele ca in figura 389 si luind 
pentru curentul i în cadrul sensul pozitiv 
asociat drept inducției B — à B, avem: 


F —i(aj x B) 2 — k-ia B, 


dupá eum rezultá si din teorema fortelor 
lagrangiene: 


z ]i-a 0z 


cu 9 = (b — z) a D. 
Dacă z este cota laturii inferioare a cărei mișcare o urmărim, 


Fig. 38) 


dz ; 
m- = mg ig B. (1) 
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„Curentul este determinat de legea inducției aplicată cadrului (cu negli- 
jarea inductivităţii proprii): 


u = —— =a BŽ —Ri (2) 


și eliminindu-l între ecuaţiile (1) si (2) avem: 
dz ÈB dz 
d? Rm dt 


adică o ecuaţie lineará cu coeficienți constanti de ordinul I pentru viteza 
dz 


md L 


dv a? B? 
C EL vc g. 
dt Rm 


Cu solutia generalá, datá de suma dintre: 
— soluţia particulară a ecuaţiei neomogene obţinută prin substitutia directă 
a unei funcțiuni de aceeași formă cu membrul drept, adică a unei constante 


__ gRm 
PO gp 


(regimul permanent, asemănător vitezei limită de cădere in cazul frecárii 
viscoase) si soluţia generală a ecuaţiei omogene, de forma: 


a R? , 
pag cm (regim liber). 


Constanta A se determină din condiţia iniţială: 
| 7, 1- 7j = 0, la t=0 
(cadrul este lăsat să cadă liber, fără viteză inițială) — si obţinem: 


fp: 
NT ELI Eg m |. 
——T I vB 


De aici, prin integrare, cu condiţia inițială z = z,, la t = 0, avem: 


a3 B? 
£m z Rm DES t | J| +o 


a? B? 


Bineînţeles că această lege de mișcare este valabilă atit timp cit 3< 5, 
adică atit timp cit cadrul se mişcă cu o latură în cimp. | 

Observaţie. Dacă în poziţia iniţială am avea za < 0 (cadrul ar fi in 
întregime situat in cimp), piná în momentul cind latura de jos ar ieși din cimp, 
tensiunea electromotoare indusă ar fi nulă, curentul ar îi nul şi cadrul ar 
cădea liber ca și în absenţa cimpului. 

Exercitiu. Să se rezolve aceeași problemă tinind seama si de inductivitatea 
proprie L a cadrului, presupusă cunoscută. 
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Problema nr. 390. Un etrier conductor de deschidere 2b este parcurs de 
curentul i (dat de pila P). Etrierul este orizontal şi poate pivota în jurul cen- 
trului său de greutate. El intră cu extremităţile în două rigole cu mercur ale 
unui vas, pentru a putea fi alimentat de pilă şi cînd se roteşte. În planul 
orizontal al etrierului se găsește un 
fir rectiliniu fix, parcurs de curentul Z, 
mediul înconjurător fiind aerul. 
Se aşază etrierul perpendicular pe 
firul reetiliniu (fig. 390). Se cere să 
se calculeze forţa F şi momentul M 
pe care le exercită în aceste condiţii 
cîmpul magnetic al firului fix asupra 
etrierului. Unde trebuie să se găseas- 
că punctul de reducere al forțelor 
exercitate asupra etrierului pentru 
ca momentul rezultant să fie nul? 

Solutie. Alegem axele ca in figura Z6 
390, cu originea in cadrul de greu- ui a 
tate, (de rotație) al etrierului gi folo- Fig. 390 
sim expresia fortei elementare, stiind 
că inducția magnetică B a firului rectiliniula distanța a + x de fir este, in 
aceste condiţii și cu sensul ales pentru curent. 


pp e la i 
2r a+r 


și deci cu dr = i dz, 
b — dx 


F-(Uidrx B) = X. iI[i x (— 2 E 
—b 2r -ba +x 


eg E EELA 
2m a — 


Momentul îl luăm faţă de centrul de reducere arbitrar C de abscisá (— c) 
+b (r—c)dx 
-b a+r 3 


+ +b 


M = "r,xdF = if (r — ic) x (dr x B) = kt ill 
Te 


—b 


unde r, = r — ic = ilz — c) este vectorul de poziție al elementului dr față 
de centrul de reducere C gi unde produsele vectoriale s-au efectuat direct 
tinind seamă de perpendieularitatea vectorilor respectivi. Integrind, avem: 


M—k dei I [25 — (c + a) In tl 
2n b 


a — 


şi M = 0, dacă 


c -a= 
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adică: 
2b 
e = — |a — i < 0, 
In "s 
a—b 


punínd în evidenţă semnul. 

Problema nr. 391. Un fir conductor, în formă de cerc de rază a, este parcurs 
de curentul de conduetie i, în sensul din figura 391, a. În planul cercului se 
găseşte un fir conductor rectiliniu infinit, parcurs de curentul i, și trecînd 
de-a lungul unui diametru al primului circuit. Se cere forţa rezultantă asupra 
circuitului, știind că mediul are permeabilitatea us. 

Soluţii. Considerăm axele si notatiile din figura 391, a și b și alegem sensuri 
pozitive pentru curenţii i Şi 12. 

Soluţia 1. Cu ajutorul expresiei forţei elementare se obţine: 


F=i$ dr, x Ba = — i$ pds; 5&9 iz, 
D, r n 


p fiind un versor radial, cu sensul din figurá. 
Calculăm proiecţiile rezultantei pe cele trei axe: 


i,i,(?* ad i 3 
Fa = EPA LIU, TTA 
2r 0 a cos 
. > (27 a d0 sin0 i, i, (27 
F, = E ii| TS = ea | tg0 dð = 0; 
2x o  acos0 2r Jo l 


F, = 0, deoarece p | k, ds, = a dO şi deci: 


= — Î x. po La iz 


Fig. 391 


Aşadar, forța rezultantă acționează numai după direcția Oz în sensul z-lor 
negativi — dacă produsul iis 0 (faţă de sensurile arbitrar alese) și in 
sensul z-lor pozitivi, în caz contrar. 
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Soluţia a 2-a. Cu ajutorul teoremei forţelor lagrangiene, expresia: 


oW . 00 Kc j 
F -(x| = i —* = limi 
" e£ Ji ! a Apo! AE 
dată de teorema forţelor lagrangiene, trebuie folosită in aceastá problemá 
cu unele precautii, din următoarele motive: 
a) Desi integrala de suprafatá 


Pa = V. D, dA = | Bs, dz dy 


Sp, 
este convergentá, fluxul total fiind finit, integrandul (respectiv B,) creşte 
nemărginit pentru x — 0 (deoarece conduetorul rectiliniu este presupus fili- 
form), termenii respectivi compensindu-se însă de o parte și de alta a firului, 
deoarece Ba, igi schimbă sensul. Această situaţie apare ori de cite ori avem 
elemente filiforme din circuite diferite în vecinătate imediată şi dificultatea 
se înlătură — fie efectuind corect integrala (improprie, dar convergentă) — 
cum este cazul în această problemă — fie considerind situaţia reală corectă, 
cu conductoare de grosime finită. , 

b) Din cauza condițiilor particulare de simetrie pe care le prezintă pro- 
blema, fluxul total ®,, este nul. Aceasta nu inseamnă, bineînțeles, că deri- 


vata s in raport cu un parametru de pozitie oarecare este nulá. Ar fi nece- 


? 


nn 


sar, de aceea: 

> să considerăm întregul circuit deplasat in direcţia E (după care căutăm 
componenta forţei) cu o distanţă finită A£ de la firul rectiliniu; 

— să caleulám apoi fluxul Ve, al cimpului B, prin suprafaţa Sap'cp'a 
în această situaţie (în care fluxul este diferit de zero); 

— să determinăm forţa prin derivare si să facem apoi pe £ = 0 in expresia 
finalá obtinutá. 

Deoarece calculul se complică astfel, folosim adeseori un artificiu foarte 
util, stabilind direct variaţia AQ, a fluxului, pentru o deplasare foarte mică AZ. 
În cazul nostru (fig. 391, b), ţinem seamă de faptul cá o analizá directá 
ne arată că la deplasări infinit mici în lungul axelor Oz şi Oz, Pa nu variază 
(decit cel mult cu infiniti mici superiori); de aceea nu vom avea variaţii de 
flux — gi deci forţă decit după axa Ox. Variația de flux AQ, este, in acest 
caz, îluxul total prin conturul deplasat (deoarece fluxul initial este nul), 
ceea ce este tot una cu fluxul prin conturul AD"CB'A, fluxul prin restul 
suprafeţei compensindu-se. Avem, așadar (dacă ţinem seamă şi de asocierea 


sensurilor): 


T Xut | . 
SAD''CB' A o0 2ng 
deoarece z = a cosh și deci: 
. 20 AD 
p = 109 = dimi 99 = uvis i 
* Laz Aso s Ax Ho la las 


ceea ce am obținut și prin prima metodă, 
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Problema nr. 392. O bobiná lungă, dreaptă, are JV, spire, lungimea 1 și este 
parcursă de curentul de conduelie i. În bobină se găseşte într-un plan (ori- 
zontal), care trece prin axa ei, un cadru care are aria A, si Ñ, spire dreptunghiu- 
lare de laturi a si b, in prelungirea unui brat de lungime c al unei balante eu 
articulaţia in O. Se cere să se calculeze momentul in raport cu O al forţelor 
care se exercită asupra cadrului, cind acesta este parcurs de curentul i, (fig. 392) 


. 


u 
A 
^, É 
2an XOOOCOXOCOX XOOOOOODOOOO0CX 
a [TD z 


ZEI af e A 
Cala 013.37 


ce li 
i, 0000000 0000000000000000; : | P 
N, ý . 
Fig. 392 


Solutie. Alegem axele ca în figura 392 și considerăm cadrul rotit cu unghiul « 
(în sensul pozitiv asociat drept axei Ox) alegind și sensuri arbitrare pentru 
curenți, de exemplu astfel încît forțele electrodinamice să tindă a roti cadrul 
în sens contrar, ceea ce ar permite măsurarea lor prin echilibrarea balanței 
formate de cadru și de platanul cu greutăți P. 

Folosirea teoremei forțelor lagrangiene ne permite să găsim direct momen- 
tul căutat, pentru un a oarecare, respectiv în cazul cerut pentru « = 0 (cådru 
orizontal): 


. [90 
Mec ug 
ða Ji-ct Ox Ji-ct 


unde Ọ este fluxul total prin circuitul — practic închis — realizat de cele 
N, spire ale cadrului, produs de cimpul exterior B al bobinei. Din cauza lungimii 
mari a acesteia, acest cîmp poate fi calculat ca la solenoidul infinit şi avem: 


B = jB = je | 


dar 
D= WVBA=juBNaa, 


unde A = u ab este vectorul arie al cadrului asociat drept sensului arbitrar 
ales pentru curentul i. Cum: 


ju = cos (90° -- a) = — sina, - 
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l 


N 
M, = — Ha Na lila ah cost, 


semnul indicind că forţele elect 


descreşterii unghiului. Pentru pozi 


M, = 


Momentul este independent de 


este momentul unui cuplu. 
Exercitiu : Să se calcu 


mentare, 
— 0 latu 


prin integrare in lungul 
rile paralele cu axa bob 


leze acest moment, pleci 


l 


rodinamice tind sá roteascá cadrul in sensul 
(ia orizontalá a cadrului, d = 0, 1ar 


N, Na în ie 
__ HoiNWatu qb. 
l 
punctul în raport cu care 8e consideră, deci 
nd de la expresia forței ele- 
conturului cadrului, observind că pentru x = 
inei nu sint solicitate de nici o forţă. 


7.7. ENERGIA SI FORȚELE ÎN CÎMPUL MAGNETIC 
CVASISTAȚIONAR: PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 393. Să se cale 


uleze forţa de întindere la care sînt supuse 
cilindrice drepte, lungi, care are raza cq, lun- 


spirele circulare ale unei bobine 
gimea l și N spire parcurse de curentul i într-un mediu de permeabilitate p. 
(fig. 393). 
Răspuns: 
f " . 
T = x jp (pe o spiri) 


Problema nr. 394. Sá se caleulez 
treacă prin infágurárile 


intrefier 


3 să exercite o forță d 


Electromagnetul este executa 


persia $i 


umflárile magnetice in 
a = 4 0m; 
d = 7cm; 


e valoarea curentului z care trebuie să 


electromagnetului din figura 394 astfel incit la un 


e atracţie F asupra armăturii. 

t din OT la care pr =S 500. Se neglijeazá dis- 
dreptul pieselor polare. Date numerice: 
—50mic-12 em 


h 230m;8-—93 mm 


N — 500; F-100 kgf 


Indicatie : Din expresia fortei 


magnetice) gi apo 


din figur 


i se aplicá leg 
x. Se obţine i = 4,5 


se deduce valoarea fluxului (deci a inducției 
ea circuitului magnetice pé conturul întrerupt 
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Problema nr. 395. O bobină plată, dreptunghiulară, cu JV spire de laturi q 
şi b, de rezistență totală H; si inductivitate neglijabilá, se poate roti fără 
frecare cu viteza unghiulară « în jurul axei sale de simetrie orizontale (para- 
lelă cu latura b), într-un cimp magnetic uniform şi constant, dirijat orizontal, 


N 


encima] 


PE E SM "O, N, Ss 


NANA 


i 


NN 


Fig. 393 Fig. 394 


astfel încit in momentul t planul bobinei formează unghiul « = c t cu direcţia 
liniilor de cîmp. Capetele circuitului bobinei sint legate prin două inele colec- 
toare (fixate pe axul de rotaţie) la două perii de la care se alimentează un cir- 
cuit exterior de rezistență R, și inductivitate neglijabilă (fig. 395). Se cere 
să se calculeze: 

a) intensitatea curentului indus în circuitul bobinei; 


Fig. 395 


b) cuplul care trebuie exercitat asupra axului bobinei pentru a o menţine 
în rotaţie uniformă — şi puterea (mecanică) corespunzătoare; ko 
. €) puterea transformată prin efect electrocalorie în căldură, atit în bobină, 
cît și în circuitul exterior, 
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— ————— 


Indicajie: Se scriu legea inducției electromagnetice si ecuaţia de echili- 
bru a momentelor. Se obtine 


. N Babo 
a) i = — krh aa ot 
NP B?a?b?o, 9 
b) Lu == R, F Re cos“ wt 


d) Pj 2(R,--R)S— P, Palla 


ceea ce verificá si bilantul energetic. 

Problema nr. 396. Să se calculeze forţa rezultantă pe care o exercită un fir 
rectiliniu foarte lung (infinit), parcurs de curentul i,, asupra unui circuit în 
formă de triunghi echilateral de latură a, parcurs de curentul iz, cu o latură 
paralelă cu firul şi la distanţa b de el, ştiind că firul rectiliniu este situat în 
planul circuitului triunghiular. 

Indicajie. Alegem sistemul de axe din figura 396, cu axa Oz perpendiculară 
pe planul figurii şi alegem sensuri arbitrare pentru curenţii i, şi i5. 


Se obține 
— qua: 2 uq, als 
dus qc RI 


adică, in general, forță de atracţie (dacă paranteza mare este > 0). 
Problema nr. 397. Un lichid conductor, de greutate specifică y, umple un 
vas orizontal paralelipipedic închis, de lungime l, de înălţime interioară h, 
de lărgimi — interioară a și exterioară b — , avind două braţe din tuburi 
foarte subțiri, verticale, dintre care unul este în legătură cu lichidul prin fata 
inferioară, iar celălalt prin fata superioară a vasului. Feţele laterale si fata 


Fig. 396 


inferioară ale vasului intră exact într-un jgheab feromagnetic de permeabi- 


3 . litate magnetică foarte mare (infinită). 


Sá se calculeze denivelarea AA a suprafețelor libere ale lichidului conduc- 
tor în cele două braţe, cînd prin lichid trece curentul i, cu densitate constantă 


„şi uniformă (fig. 397), 
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a calcula intii densitatea de volum f a forței în lichidul din 


Indicaţie : Se v b 
i în lichid, liniile de cimp magnetic sint drepte. Se 


vas. Se va presupune c 
obţine: 


ai 
Ah = zuit ——* 
Hot arab 


Fig. 398 


Problema nr. 398. Un cadru dreptunghiular cu o singurá spirá conductoare 
se poate roti in jurul uneia dintre laturile sale orizontale, iar spira este par- 
cursă de un curent de conducţie care are intensitatea i,. Un fir conductor fix, 
rectiliniu, lung, paralel cu latura in jurul căreia se poate roti cadrul, este 
parcurs de un curent 7, aflindu-se in pozitia indicatá in figura 398 față de 
cadru. Ce greutate AG trebuie adăugată pe platanul din dreapta al balanței 
formate din cadru si dintr-un brat de lungime l şi greutate neglijabile, pentru 
ca sistemul cadru-braţ-platan să rămînă în poziţia iniţială, în care planul 


cadrului e orizontal (fig. 398)? 
Răspuns: 
xolt de, abh 


AG = 
2rl h + d 


e străbătută de curentul 
ractic, foarte aproape 


ului spirei, 


Problema nr. 399. O spiră circulară de rază a est 
electric de conducție i,. În acelaşi plan cu spira (sau, p 


de planul spirei) $i la distanţele = de o parte şi de alta a centr 
se găsesc două conductoare rectilinii paralele, f iliforme și infinit lun 


tute în același sens de curentul i; (fig. 399). 
Să se determine forţa care se exercită asupra spirei. 


gl, stribá- 


Indica(ie: Se procedează ca in problema nr. 391, insistindu-se asupra 


solutiei a 2-a, $i se obtine: ' 


F = iai i. duo lila 
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Problema nr. 400. Un disc diamagnetic, de rază a, de grosime g $i de sus- 
ceptivitate magnetică y, (negativă), este situat în axa de simetrie a unei 
spire circulare de rază b, mare faţă de a, la distanța z de planul spirei. Spira 


p g 


Tiy 


Fig. 399 Fig. 400 


este parcursă de curentul į și se găsește in vid (p, = 1), ca şi discul diamagnetic 
(fig. 400). Se cere să se calculeze forța care se exercită asupra discului diamag- 
netic. Se va arăta dacă discul este atras spre planul spirei, sau dacă este 


respins. 
Indicaţie. În calculul energiei magnetice relative dintre disc şi cimpul 


à 1 id Mi. cgo : i 
spirei, se va opera cu ( =g mB.) » fiindcă m, fiind indus, creşte linear o dată 


cu Bv- 
Acelaşi rezultat se obţine însă dacă folosim formula 


4 i . 
F. = grad (m B,), unde m = Ta? g Xm B, 
Uo 
Răspuns: 


` "12 2 
Uo 20 + asy 


adică este forță de respingere dacă Xm < 0 


3 

E: 
x 
E 


-- "p 
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1 ð 


Se va citi; 


G(M, M) = 0, 


FT - (7 grad) w» "a 


3R3x 
R 


è & 


s. o d. > 


xI 
AT 


(QC. 


...— iBa*i[2. 


e 


(div Pr» : 


. « q/l sin a)? 
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